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युशनि 1 

रोबोशिक्सची मूलिूत तते्त्व 

Fundamentals of Robotics 

शििय शनष्पत्ती (Course Outcome) :- रोबोप्रिक िणालीची मूलभूत शरीररचना ओळखणे 

 Identify the basic anatomy of a robotic system  

घिक शनष्पत्ती   (Theory Learning Outcomes). 

1.1:  रोबोि शरीररचनेचे वणणन करणे व प्रवप्रवध घिक िणालीचे मूलभूत कारे्य प्रनप्रदणष्ट करणे. 

Describe the robot anatomy by specifying the functions of various basic elements of robot 

systems 

1.2:  रोबोि आमण कॉन्सिगरेशनचे वगीकरण करणे. 

Classify the robot arm configurations. 

1.3:  रोबोि साांध्याचे वणणन करणे. 

Describe the robot joints. 

1.4:  रोबोप्रिक्सशी सांबांप्रधत वैप्रशष्ट्ाांचे वणणन करणे. 

Describe the specifications related to robotics. 

1.5:  प्रदलेल्या अनुिर्योगासाठी र्योग्य प्रिपर प्रनवडणे. 

Select appropriate gripper for the given application. 

1.6:  रोबोप्रिक अनुिर्योगासाठी अवलांबले जाणारे सुरक्षा उपार्य ओळखणे. 

Identify the safety measures to be adopted forgiven robotic application. 

पररचय : हे रु्यप्रनि रोबोप्रिक्समधे्य मजबूत पार्या तर्यार करण्यासाठी महत्त्वपूणण आहे, कारण हे रोबोि्सला कारे्य 

करण्यात कार्यणक्षम, िभावी बनप्रवणारे मुख्य घिक आप्रण कारे्य सादर करते. या धड्यातून रोबोि शरीररचना, आमण 

कॉन्सिगरेशन आप्रण र्याांप्रिक साांधे (Joints), रोबोिची रचना आप्रण कार्यण कसे केले जाते र्याचे व्यापक ज्ञान 

प्रवद्यार्थ्ाांना प्रमळते. रोबोि वैप्रशष्ट्े आप्रण अांप्रतम िभावकाांचा अभ्यास हे सुप्रनप्रित करते की प्रवद्यार्थी रोबोि क्षमतेचे 

मूल्याांकन करू शकतात आप्रण प्रवप्रवध अनुिर्योगाांसाठी र्योग्य साधने प्रनवडू शकतात. सुरक्षा मानकाांचा समावेश 

करून, हे रु्यप्रनि रोबोिच्या प्रडझाइन आप्रण प्रततष्ठापन मधे्य नैप्रतक आप्रण सुरप्रक्षत पद्धती ांच्या महत्त्वावर जोर देते. 

रे्यरे्थ प्रमळालेले ज्ञान रोबोप्रिक्स के्षिात कररअर प्रकां वा सांशोधन करणार्याण िते्यकासाठी आवश्यक आहे, कारण ते 

अप्रधक िगत अभ्यास आप्रण व्यावहाररक अनुिर्योगाांसाठी आवश्यक पार्या स्थाप्रपत करते. 

1.1  रोबोि- व्याख्या आशण पररचय 

1.1.1  व्याख्या 

● शारीररक श्रम आप्रण प्रनणणर्य घेण्याच्या बाबतीत मानवाची जागा घेऊ शकणाऱ्र्या र्यांिाांना रोबोि आप्रण त्याांच्या 

अभ्यासाला रोबोतिक्स (Robotics) असे वगीकरण करण्यात आले आहे.  

● रोबोप्रिक्स हे रोबोिच्या प्रडझाइन आप्रण उत्पादनाशी सांबांप्रधत आहे.  

● रोबोप्रिक्स आांतरप्रवद्याशाखीर्य आहे कारण त्यासाठी भौप्रतकशास्त्र, गप्रणत, र्याांप्रिक अप्रभर्याांप्रिकी, प्रवद्रु्यत 

अप्रभर्याांप्रिकी आप्रण सांगणक प्रवज्ञान अप्रभर्याांप्रिकी आप्रण माप्रहती तांिज्ञानाचे ज्ञान आवश्यक आहे. 

● इांिरनॅशनल सँ्टडडण ऑफ ऑगणनार्यझेशनने (आर्यएसओ) रोबोिची व्याख्या िोिाम केलेल्या गतीद्वारे 

मानवाने प्रदलेल्या ऑडणसण पार पाडण्यासाठी प्रडझाइन केलेले ररिोिामेबल मल्टीफां क्शनल मॅप्रनपुलेिर 

म्हणून केली आहे.  
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1.1.1 संशक्षप्त इशतहास 

● रोबोि र्या शब्दाची उत्पत्ती रोबोिा नावाच्या चेक शब्दापासून झाली आहे ज्याचा अर्थण सक्तीने प्रकां वा सक्तीची 

मजुरी असा होतो. 

● 'रोबोि' र्या शब्दाचा पप्रहला वापर चेक लेखक कॅरेल केपेक (1890-1938) र्याांनी प्रलप्रहलेल्या 

रोसमरु्यप्रनव्हसणल रोबोि्स (आररू्यआर) र्या नािकात 1921 मधे्य प्रदसून आला. आररू्यआर र्या नािकात 

र्याांप्रिक जीवाांच्या एका काल्पप्रनक प्रनमाणत्याने मानवी कामगाराांची जागा घेण्यासाठी एक रोबोि तर्यार केला. 

● इ.स. 1942 मधे्य आर्यझॅक अप्रसमोव्ह र्याांनी रनअराउांड नावाच्या करे्थत रोबोप्रिक्स हा शब्द आणला. त्याांनी 

रोबोिसाठी तीन मूलभूत प्रनर्यम माांडले 

● अप्रसमोव्ह र्याांच्या रोबोिवरील पुस्तकाांपासून िेरणा घेऊन जोसेफ एफ एां गेलबगणर र्याांनी 1950 च्या दशकात 

एक कार्यणरत रोबोि प्रडझाइन करण्याचा िर्यत्न केला. त्याांनी जॉजण सी. डेव्हल र्याांच्यासमवेत 1958 मधे्य 

अमेररकेत रु्यप्रनमेशन रोबोप्रिक्स कां पनी सुरू केली. पप्रहला रु्यप्रनमेि रोबोि 1961 मधे्य नू्य जसीतील जनरल 

मोिसणच्या ऑिोमोबाईल फॅक्टरीत बसवण्यात आला होता.  

1.1.3  अशसमोव्हचे रोबोिचे शनयम 

• रोबोिने माणसाचे नुकसान करू नरे्य, तसेच प्रनन्सिर्यतेने ही हानी पोहोचू देऊ नरे्य. 

• रोबोिने नेहमी माणसाांचे आज्ञापालन केले पाप्रहजे, जोपर्यांत ते पप्रहल्या प्रनर्यमाशी प्रवसांगत नसते. 

• रोबोिने स्वतः च्या अस्तित्वाचे रक्षण केले पातिजे, जोपर्यांत ते पप्रहल्या दोन प्रनर्यमाांशी प्रवसांगत नसते. 

1.1.4 रोबोिची शरीररचना रोबोप्रिक िणाली बनप्रवणार्याण मुख्य घिकाांना सांदप्रभणत करते, िते्यक रोबोिच्या कारे्य 

करण्याच्या क्षमतेमधे्य प्रवप्रशष्ट भूप्रमका बजावते. खाली रोबोिचे िार्थप्रमक घिक आहेत (Figure 1.1). 

 

Figure 1.1: रोबोि एनािॉमी (Robot Anatomy) 

बेस (Base): बेस हा रोबोिचा न्सस्थर प्रकां वा मूलभूत भाग आहे, जो न्सस्थरता िदान करतो. हे सामान्यत: रोबोिच्या 

सांपूणण सांरचनेचे समर्थणन करते आप्रण बर्याणचदा मुख्य वीज पुरवठा आप्रण प्रनर्यांिण िणाली ठेवते. 

मॅशनपुलेिर आमम (Manipulator Arm): मॅप्रनपुलेिर आमण हा हालचालीसाठी जबाबदार रोबोिचा भाग आहे. हे 

मानवी हातासारखेच कार्यण करते, ज्यामुळे रोबोि वसू्त उचलणे, हलप्रवणे प्रकां वा हाताळणे र्यासारखी कामे करण्यास 

सक्षम होतो. हातामधे्य सामान्यत: एकाप्रधक साांधे आप्रण दुवे असतात, ज्यामुळे स्वातांत्र्याच्या प्रवप्रवध अांशाांची परवानगी 

प्रमळते. 
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एंड इफेक्टसम (End Effectors): एां ड इफेक्टसण ही रोबोि हाताच्या िोकाला जोडलेली साधने प्रकां वा उपकरणे 

आहेत, जी पर्याणवरणाशी सांवाद साधण्यासाठी वापरली जातात. ते पकडणे, वेन्सडांग (welding) प्रकां वा 

पेंप्रिांग(painting) सारखी प्रवप्रशष्ट कामे करू शकतात. एां ड इफेक्टसणच्या उदाहरणाांमधे्य मेकॅप्रनकल प्रिपसण 

(Mechanical grippers), नू्यमॅप्रिक प्रिपसण(Pneumatic grippers), मॅगे्नप्रिक प्रिपसण (Magnetic grippers), 

वॅ्हकू्यम प्रिपसण(Vacuum grippers), अॅडहेप्रसव्ह प्रिपसण(Adhesive grippers) र्याांचा समावेश आहे. 

सेिर (Sensor): सेिर हे रोबोिचे "इांप्रिर्य" आहेत, जे त्याला त्याच्या पर्याणवरणाचे आकलन आप्रण सांवाद 

साधण्यास सक्षम करतात. ते आजूबाजूचा डेिा गोळा करतात आप्रण रोबोिच्या कां िर ोल प्रसस्टममधे्य फीड करतात.  

कंिर ोल शसस्टीम(Control System): कां िर ोल प्रसस्टीम म्हणजे रोबोिचा 'मेंदू'. हे सेिरमधील इनपुिवर िप्रिर्या 

करते आप्रण रोबोिच्या हालचाली आप्रण प्रिर्या प्रनप्रित करण्यासाठी अल्गोररदम वापरते. प्रनर्यांिण िणाली 

अॅक्च्चु्यएिसणना कमाांड पाठवते, रोबोिला त्याच्या िोिाप्रमांगच्या आधारे प्रवप्रशष्ट कारे्य करण्यास प्रनदेप्रशत करते. 

अॅक्च्चु्यएिसम(Actuators): अॅक्च्चु्यएिसण हे रोबोिचे "स्नारू्य" आहेत, जे हालचालीसाठी जबाबदार आहेत. ते प्रनर्यांिण 

िणालीतील प्रवद्रु्यत सांकेताांचे भौप्रतक गतीमधे्य रूपाांतर करतात. अॅक्च्चु्यएिसण मोिसण (Rotary हालचालीसाठी) 

प्रकां वा हार्यडर ोप्रलक / नू्यमॅप्रिक िणाली (liner हालचालीसाठी) असू शकतात. ते रोबोि साांधे, मॅप्रनपुलेिर हात आप्रण 

एां ड इफेक्टसणमधे्य हालचाल सक्षम करतात. 

1.2  रोबोि आमम कॉस्तिगरेिन: कािेप्रशर्यन समन्वर्य, पोलर, प्रसप्रलांप्रडर कल, जोइांिेड आमण, एससीएआरए 

(SCARA) (प्रसलेन्सक्टव्ह कां प्लार्यांस असेंबली रोबोि आमण) 

1.2.1 कािेशियन कॉशडमनेि(Cartesian Coordinate): जेव्हा रोबोिचा हात रेन्सक्टप्रलप्रनर्यर मोडमधे्य 

(rectilinear mode), म्हणजेच आर्यताकृती उजव्या हाताच्या कािेप्रशर्यन(Cartesian) समन्वर्य िणालीच्या 

एक्स, वार्य आप्रण झेड प्रनदेशाांकाांच्या प्रदशाांकडे प्रफरतो, जसे प्रचिात दाखप्रवले आहे. त्याला कािेप्रशर्यन 

(Cartesian) प्रकां वा आर्यताकृती िकार म्हणतात. त्यानांतर सांबांप्रधत रोबोिला कािेप्रशर्यन रोबोि (Cartesian 

Robot) म्हणतात. र्या हालचाली ांना िर ॅव्हल एक्स, उांची प्रकां वा उांची वार्य आप्रण हाताच्या झेड पर्यांत पोहोचणे 

असे सांबोधले जाते. त्याच्या कार्यणके्षिाला आर्यताकृती पेिी प्रकां वा प्रिज्मचा (prism) आकार असतो. 

कािेप्रशर्यन रोबोि(Cartesian Robot) ऑपरेि करण्यासाठी मोठ्या िमाणात आवश्यक आहे. तर्थाप्रप, 

त्याची एक कठोर रचना आहे आप्रण अांप्रतम-िभावकाची अचूक न्सस्थती िदान करते. अशा रोबोिची देखभाल 

करणे अवघड आहे, कारण रेन्सक्टप्रलप्रनर्यर गती सामान्यत: नि आप्रण बॉल सू्क्रसह रोिरी इलेन्सक्टर क 

अॅक्च्चु्यएिरच्या सांचाद्वारे िाप्त केली जाते. सू्क्रवर साचलेली धूळ रोबोिची सू्मद (smooth)   गती जाम करू 

शकते. प्रशवार्य सू्क्रचा सरळपणा प्रिकवून ठेवण्यासाठी त्या घिकाांमधे्य अप्रधक कडकपणा आवश्यक 

असतो. त्यामुळे असे रोबोि महाग असतात. 

 

Figure 1.2: कािेप्रशर्यन समन्वर्य (Cartesian coordinate) 
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1.2.2  शसशलंशडर कल(Cylindrical): जेव्हा रोबोिच्या हाताला एक रेव्होलु्यि आप्रण दोन प्रिझमॅप्रिक 

साांधे(prismatic joints) असतात, म्हणजेच कािेप्रशर्यन िकारातील पप्रहला प्रिझमॅप्रिक जॉइांि, आ. 1.3, 

त्याची जागा ररव्होलु्यि(revolute)  ने घेतली जाते आप्रण त्याचा अक्ष z-अक्षाच्या आवाक्याजवळ 90° ने 

प्रफरतो, तेव्हा तो सोर्यीस्करररत्या पोहोचू शकणारे प्रबांदू प्रसप्रलांप्रडर कल प्रनदेशाांकाांद्वारे प्रनप्रदणष्ट केले जातात, 

उदा.  आ. 1.2 िमाणे कोन θ, उांची y आप्रण प्रिज्या z र्या िकारच्या हाताच्या रोबोिला प्रसप्रलांप्रडर कल रोबोि 

असे म्हणतात ज्याचा हात हलतो, θ, y आप्रण z, म्हणजेच त्याला अनुिमे बेस रोिेशन, उांची आप्रण पोहोच 

असते. हाताचे प्रनदेशाांक प्रनप्रदणष्ट वरच्या आप्रण खालच्या मर्याणदे दरम्यान मूले्य गृहीत धरू शकतात, त्याचा 

अांप्रतम िभावक मर्याणप्रदत िमाणात हालचाल करू शकतो. अशा िकारच्या रोबोिला पार्यर्थ्ाजवळील 

जप्रमनीला स्पशण करण्यात अडचणी रे्यऊ शकतात. जेव्हा एखाद्या कार्याणसाठी लहान उघड्ाांमधे्य पोहोचणे 

प्रकां वा प्रसप्रलांप्रडर कल पृष्ठभागाांवर काम करणे आवश्यक असते, उदा. वेन्सडांग पाईप आवश्यक असते तेव्हा 

प्रसप्रलांप्रडर कल रोबोि के्षि र्यशस्वीररत्या वापरले जाते. 

 

Figure 1.3: धु्रवीर्य समन्वर्य  (Polar coordinate) 

1.2.3  गोलाकार शकंिा पोलर  (Spherical or Polar): जेव्हा एखाद्या रोबोिचा हात आपले दोन ररव्होलु्यि 

साांधे आप्रण एक प्रिझमॅप्रिक साांधे हलवून आपली रचना बदलू शकतो, म्हणजेच प्रसप्रलांप्रडर कल िकारच्या 

उांचीसह दुसर् र्या प्रिझमॅप्रिक साांध्याची जागा रेव्होलु्यि जॉइांिने घेतली जाते ज्याचा अक्ष झेड-अक्षाच्या 

आवाक्याभोवती 90° ने प्रफरतो, तेव्हा गोलाकार प्रनदेशाांकाांद्वारे हाताच्या न्सस्थतीचे सोर्यीस्करवणणन केले जाते,  

म्हणजेच, θ, φ आप्रण z. हा हात आ. 1.4 मधे्य दाखप्रवला आहे आप्रण त्याला गोलाकार प्रकां वा धु्रवीर्य रोबोि 

हात असे म्हणतात. हाताच्या हालचाली अनुिमे बेस रोिेशन, उांची कोन आप्रण पोहोच दशणप्रवतात.  

 

Figure 1.4: धु्रवीर्य समन्वर्य  (Polar coordinate) 



Principles of Robotics (314334)          प्रिन्सिपल्स ऑफ रोबोप्रिक्स (३१४३३४) 

Maharashtra State Board of Technical Education    5 

1.2.4  ए शसलेक्टीि ि कम्प्प्लायंस असेम्प्ली रोबोि आमम (A Selective Compliance Assembly Robot 

Arm (SCARA) Robot) उच्च-अचूक कार्याांसाठी अत्यांत र्योग्य आहे. प्रपक-अँड-पे्लस, असेंब्ली आप्रण 

लहान भाग हाताळणी सारख्या अनुिर्योगाांसाठी इलेक्टर ॉप्रनक्स, ऑिोमोप्रिव्ह आप्रण फामाणसु्यप्रिकल्स 

सारख्या उद्योगाांमधे्य र्याचा मोठ्या िमाणात वापर केला जातो. स्कारा रोबोि चार प्रडिी स्वातांत्र्य असलेला 

मॅप्रनपुलेिर आहे. एससीएआरए हे चार-अक्ष (four-axis) रोबोि आहेत, ज्याची गती एक्स-वार्य आप्रण झेड-

अक्ष (Z-axis) आहे आप्रण झेड-अक्षाभोवती 360⁰-प्रडिी घूणणन(rotary) हालचाल आहे. प्रवलोम प्रकनेमेप्रिक्स 

(Inverse kinematics) आप्रण डेिा इांिरपोलेशन रोबोिला गप्रतशीलपणे, जलद आप्रण बुन्सद्धमते्तने हालचाल 

करण्यास अनुमती देते. 

 

Figure 1.5: एक प्रनवडक अनुपालन असेंबली रोबोि आमण (SCARA) रोबोि  

(A Selective Compliance Assembly Robot Arm (SCARA) Robot) 

1.3  रोबोशिक्स िणालीतील यांशत्रक सांध्याचे िकार : रेखीर्य(Linear), ऑर्थोगोनल(orthogonal), 

घूणणन(rotational), प्रफरणे(revolving). 

1) रोबोप्रिक्समधील समरूप साांधे म्हणजे एक िकारचा साांधे प्रजरे्थ दोन प्रकां वा अप्रधक प्रिझमॅप्रिक (रेखीर्य) 

साांधे एकाच अक्षावर सांरेन्सखत केले जातात. र्याचा अर्थण असा की दोन्ही साांधे एकाच प्रदशेने प्रफरतात, ज्यामुळे 

रोबोप्रिक घिक त्याचे ओररएां िेशन न बदलता सरळ रेषेसह प्रवस्ताररत प्रकां वा मागे जाऊ शकतो. कोप्रलप्रनर्यर 

साांधे प्रनव्वळ भाषाांतरीर्य असल्याने, जेरे्थ प्रनर्यांप्रित आप्रण न्सस्थर रेखीर्य गती आवश्यक आहे अशा 

अनुिर्योगाांमधे्य ते उपरु्यक्त आहेत. 

 

Figure 1.6: रेखीर्य सांरु्यक्त (Linear Joint) 

2) ऑर्थोगोनल जॉइांि (orthogonal joint) म्हणजे रोबोप्रिक जॉइांि कॉन्सिगरेशन प्रजरे्थ दोन प्रिझमॅप्रिक 

(रेखीर्य) साांधे एकमेकाांना लांबवत (90-प्रडिी कोनात) व्यवन्सस्थत केले जातात. हा सेिअप कािेप्रशर्यन 
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समन्वर्य िणालीमधे्य (एक्स, वार्य प्रकां वा झेड) दोन स्वतांि अक्षाांसह हालचाल करण्यास अनुमती देतो. र्यात 

दोन प्रिझमॅप्रिक साांधे एकमेकाांच्या उजव्या कोनात प्रफरतात. ररव्होलु्यि (revolute) साांध्याच्या प्रवपरीत, 

ऑर्थोगोनल(orthogonal) साांधे केवळ रेखीर्य गती िदान करतात. एक्स-वार्य-झेड समन्वर्य िणालीमधे्य 

कार्यण करणार्याण कािेप्रशर्यन(Cartesian) (गॅन्ट्र ी) रोबोिमधे्य वारांवार वापरले जाते. अचूक न्सस्थती सक्षम करते, 

ज्यामुळे स्वर्यांचप्रलत सामिी हाताळणी, प्रपक-अँड-पे्लस (pick-and-place) कारे्य आप्रण सीएनसी(CNC) 

मशीप्रनांगसाठी आदशण बनते. 

 

Figure 1.7: ऑर्थोगोनल जॉइांि(Orthogonal Joint) 

3) रोिेशनल जॉइांि (ज्याला रेव्होलु्यि जॉइांि असेही म्हणतात) हा एक िकारचा रोबोप्रिक जॉइांि आहे जो 

एका प्रनप्रित अक्षाभोवती प्रफरत्या हालचालीस अनुमती देतो. हे रोबोप्रिक हाताांमधील सवाणत सामान्य 

साांध्याांपैकी एक आहे, जे मानवी कोपर प्रकां वा गुडघ्याच्या हालचाली ांसारखी लवप्रचकता िदान करते. घूणणन 

गती : एका ठराप्रवक धुरी प्रबांदूभोवती प्रफरते, ज्यामुळे एका प्रदशेला प्रफरता रे्यते. प्रसांगल प्रडिी ऑफ फ्रीडम 

(डीओएफ): एकाच अक्षाभोवती पररभ्रमण होते. कोन-मर्याणप्रदत प्रकां वा प्रनरांतर: काही साांधे िप्रतबांप्रधत शे्रणीत 

प्रफरतात (उदा., 0° ते 180°), तर इतर मुक्तपणे प्रफरतात (360°). रोबोप्रिक मॅप्रनपुलेिरमधे्य वापरले जाते: 

रोबोप्रिक शसे्त्र, ह्रु्यमनॉइड रोबोि आप्रण औद्योप्रगक ऑिोमेशनमधे्य आढळतात. 

 

Figure 1.8: रोिेशनल जॉइांि (Rotational Joint) 

4) प्रफरणारा साांधे (twisting joint) हा रोबोप्रिक्समधील एक िकारचा घूणी (ररव्होलु्यि) सांरु्यक्त आहे जो 

उभ्या अक्षाभोवती प्रफरत्या हालचालीस अनुमती देतो. हे सांरु्यक्त रोबोिला त्याच्या सांरचनेचा एक भाग त्याचे 

स्थान न बदलता प्रफरप्रवण्यास सक्षम करण्यासाठी जबाबदार आहे. रोिेशनल मोशन एका न्सस्थर अक्षाभोवती 

प्रफरण्याची परवानगी देते, सामान्यत: उभ्या पद्धतीने सांरेन्सखत होते. प्रसांगल प्रडिी ऑफ फ्रीडम (डीओएफ) 

साांधे कोणत्याही रेखीर्य गतीप्रशवार्य प्रफरतात. रोबोप्रिक आर्म्ण आप्रण मनगिात सामान्य: बर्याणचदा रोबोप्रिक 

मॅप्रनपुलेिर, ह्रु्यमनॉइड रोबोि आप्रण एां ड-इफेक्टसणमधे्य वापरले जाते. ऑबे्जक्ट रोिेशन अँड 

ओररएां िेशनसाठी वापरले जाणारे रोबोि िूल्स(Robot tools) आप्रण ऑबे्जक््टस वळवण्यास प्रकां वा 

वळवण्यास मदत करते. 
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Figure 1.9: प्रिन्सस्टांग जॉइांि (Twisting Joint) 

5) ररव्होलू्यि जॉइांि (revolute joint) हा एक मूलभूत रोबोप्रिक जॉइांि आहे जो एका प्रनप्रित अक्षाभोवती 

प्रफरण्याची परवानगी देतो. हे रोबोप्रिक हाताांमधे्य सवाणत सामान्यपणे वापरल्या जाणार्याण साांध्याांपैकी एक 

आहे, जे प्रहांज प्रकां वा कोपराच्या साांध्यासारखे एकच प्रडिी स्वातांत्र्य (डीओएफ) िदान करते. घूणणन गती : 

एका ठराप्रवक धुरी प्रबांदूभोवती प्रफरते. प्रसांगल प्रडिी ऑफ फ्रीडम (डीओएफ): मर्याणप्रदत प्रकां वा पूणण 360 

प्रडिी रेंजमधे्य प्रफरू शकते. रोबोप्रिक मॅप्रनपुलेिसणमधे्य सामान्य: रोबोप्रिक शसे्त्र, ह्रु्यमनॉइड रोबोि आप्रण 

औद्योप्रगक रोबोिमधे्य वापरले जाते. मोिसण, सवो प्रकां वा हार्यडर ोप्रलक (hydraulic) प्रसस्टमवापरुन प्रनर्यांप्रित 

अॅक्च्चु्यएिसण आप्रण सेिर आवश्यक आहेत. 

 

Figure1.10: ररवोलू्यि जॉइांि (Revolute Joint) 

1.4  रोबोि से्पशसशफकेिन 

1.4.1  स्वातांत्र्याची प्रडिी (Degree of Freedom): रोबोप्रिक्समधे्य प्रडिी ऑफ फ्रीडम (डीओएफ) म्हणजे रोबोि 

प्रकती स्वतांि हालचाली करू शकतो. िते्यक डीओएफ एका वेगळ्या प्रदशेने सांभाव्य गतीचे िप्रतप्रनप्रधत्व 

करते, जे रोबोिची लवप्रचकता आप्रण गतीची शे्रणी प्रनधाणररत करते. रोबोिचा डीओएफ त्याच्याकडे असलेल्या 

साांध्याांच्या सांखे्यवरून (ज्याला अक्ष देखील म्हणतात) प्रनधाणररत केले जाते. अप्रधक डीओएफ म्हणजे अप्रधक 

मनोवृत्ती, ज्यामुळे रोबोि अप्रधक गुांतागुांतीच्या न्सस्थतीत पोहोचू शकतो. र्थोडक्यात, औद्योप्रगक रोबोप्रिक 

शस्त्राांमधे्य मानवासारख्या हालचालीची पुनरावृत्ती करण्यासाठी 6 डीओएफ असतात. उच्च डीओएफ 

रोबोिला अडर्थळ्याांसह जप्रिल वातावरणात काम करण्यास अनुमती देते. लोअर डीओएफ रोबोि सोप्या, 

पुनरावृत्ती कार्याांसाठी वापरले जातात. लवप्रचकता, प्रकां मत आप्रण प्रनर्यांिणाची सुलभता सांतुप्रलत करण्यासाठी 

रोबोि प्रडझाइनमधे्य डीओएफ ऑप्रिमाइझ (Optimizing) करणे महत्वाचे आहे. 

1.4.2  कामाचा एनव्हलप  (Work Envelope): रोबोप्रिक्समधील कामाचा एनव्हलप  म्हणजे रोबोप्रिक आमण 

प्रकां वा मॅप्रनपुलेिर कामे करताना पोहोचू शकणारी एकूण जागा प्रकां वा हालचाली ांची शे्रणी. हे त्याच्या प्रडझाइन, 

सांरु्यक्त कॉन्सिगरेशन आप्रण प्रडिीऑफ फ्रीडम (डीओएफ) च्या आधारे रोबोि कोणत्या सीमाांमधे्य कार्यण 

करू शकते र्याची व्याख्या करते. 

रोबोिच्या कामावर पररणाम करणारे घिक: 
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• साांधे: साांध्याची सांख्या आप्रण िकार रोबोि प्रकती मोकळेपणाने हालचाल करू शकतो हे प्रनधाणररत करते.  

• हाताची लाांबी: रोबोिच्या हाताची लाांबी आप्रण कोणत्याही प्रवस्तारामुळे तो प्रकती के्षि व्यापू शकतो र्यावर 

पररणाम होतो.  

• पेलोड क्षमता (Payload capacity): जड पेलोड म्हणजे सामान्यत: हालचालीचे एक लहान के्षि.  

• एां ड-इफेक्टर: रोबोिकडे पांजासारख्या एां ड-इफेक्टरचा िकार त्याच्या कामाच्या प्रलफाफ्यावर पररणाम 

करतो. 

मानक कार्यण एनव्हलप  आकार 

1.   कािेशियन कॉस्तिगरेिन(Cartesian Configuration): कािेप्रशर्यन कॉन्सिगरेशनचा वप्रकां ग 

एनव्हलप आर्यताकृती प्रिज्म आहे. वप्रकां ग प्रलफाफ्यात कोणतेही डेड झोन नसतात आप्रण रोबोि सांपूणण 

वप्रकां ग व्हॉलू्यममधे्य त्याचे जास्तीत जास्त पेलोड हाताळू शकतो. 

 

Figure 1.11: कािेप्रशर्यन कॉन्सिगरेशन एनव्हलप  (Cartesian configuration envelope) 

2.  शसशलंशडर कल कॉस्तिगरेिन : र्या कॉन्सिगरेशनचा वप्रकां ग एनव्हलप  त्याच्या नावािमाणेच प्रसप्रलांडर आहे. 

प्रसप्रलांडर पोकळ आहे, हात प्रकती दूर मागे जाऊ शकतो र्याची मर्याणदा असल्याने र्यामुळे रोबोि 

सांरचनेभोवती प्रसप्रलांप्रडर कल के्षि तर्यार होते. 

 

Figure 1.12: प्रसप्रलांप्रडर कल कॉन्सिगरेशन एनव्हलप  (Cylindrical configuration envelope) 

3.  पोलर  कॉस्तिगरेिन (Polar Configuration): र्या कॉन्सिगरेशनचा वप्रकां ग एनव्हलप  दोन आांप्रशक 

गोलाकाराांमधील व्हॉलू्यम काढून िाकतो. उभ्या आप्रण आडव्या अशा दोन्ही प्रवमानाांमधील कोणीर्य 
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हालचाली ांच्या िमाणावर प्रडझाइनने भौप्रतक मर्याणदा घातल्या आहेत. हे प्रनबांध रोबोि सांरचनेच्या वर आप्रण 

खाली दोन्ही प्रठकाणी शांक्वाकार मृत के्षि तर्यार करतात. 

 

Figure 1.13: पोलर कॉन्सिगरेशन एनव्हलप  (Polar configuration envelope) 

4.  रेव्होलु्यि कॉस्तिगरेिन (Revolute Configuration): र्या कॉन्सिगरेशनमधे्य फ्लोअर से्पसच्या 

तुलनेत मोठा वप्रकां ग एनव्हलप असतो. कार्यणरत प्रलफाफ्याचा आकार तीन परस्पर लांबअक्षाांभोवती तीन 

रोिरी गती िदान करतो. कॉन्सिगरेशन मानवी हातासारखेच आहे. मानवी हात आप्रण वरच्या हाताशी 

सुसांगत असे दोन सरळ दुवे असतात, जे रोिरी जॉइांिने जोडलेले असतात. गोलाकार कामाचा एनव्हलप  

िदान करतो, उतृ्कष्ट कार्यणके्षि ते फ्लोअर एररर्या गुणोत्तर आहे.  से्प्र पेंप्रिांग, सीम वेन्सडांग, स्पॉि वेन्सडांग, 

असेंब्ली, हेवी मिेररर्यल हाताळणी इत्यादी ांसाठी वापरली जाते. 

 

Figure 1.14: रेवोलू्यि कॉन्सिगरेशन एनव्हलप (Revolute configuration envelope) 

5.  स्कारा कॉस्तिगरेिन (SCARA Configuration): एससीएआरए कॉन्सिगरेशनमधे्य एक कार्यणशील 

एनव्हलप आहे ज्याचे हृदर्य प्रकां वा मूिप्रपांडाच्या आकाराचे प्रिज्म म्हणून वणणन केले जाऊ शकते, मध्यभागी 

एक वतुणळाकार प्रिि आहे. र्यामुळे आडव्या प्रवमानात मोठ्या के्षिाला कव्हरेज प्रमळते परां तु उभ्या प्रवमानात 

तुलनेने कमी. 
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Figure 1.15: स्कारा कॉन्सिगरेशन एनव्हलप  (SCARA configuration envelope) 

6.  स्पाइन कॉस्तिगरेिन (Spine Configuration) : मणक्याच्या रोबोिचा एनव्हलप  खऱ्र्या गोलाधाणचा 

आकार मणक्यातील उच्चाराांच्या सांखे्यवर अवलांबून असेल. 

 

Figure 1.16: स्पाइन कॉन्सिगरेशन एनव्हलप  (Spine configuration envelope) 

7.  पेंडुलम कॉस्तिगरेिन (Pendulum Configuration) : पेंडुलम कॉन्सिगरेशनचा वप्रकां ग एनव्हलप  हा 

सेगमेंिेड आकाराचा िॉस सेक्शन असलेल्या साध्या घोड्ाच्या नालासारखा असतो. मर्याणप्रदत 

कार्यणएनव्हलप  र्या गोष्टीद्वारे भरून काढला जातो की हा रोबोि जवळजवळ कोणत्याही न्सस्थतीत बसवला 

जाऊ शकतो, ज्यामुळे एनव्हलप  त्याच्या कार्याणच्या सांदभाणत बारीक न्सस्थतीत ठेवला जाऊ शकतो. 

 

Figure 1.17: पेंडुलम कॉन्सिगरेशन एनव्हलप  (Pendulum configuration envelope) 

1.4.3  पेलोड (Payload) : हा  जास्तीत जास्त वसु्तमान आहे जो रोबोि कोणत्याही कॉन्सिगरेशनमधे्य आप्रण 

त्याच्या कार्यणके्षिाच्या कोणत्याही प्रठकाणी वाहून नेऊ शकतो. भारवहन क्षमता अॅक्च्चु्यएिसणच्या क्षमतेवर 

अवलांबून असते. लक्षात घ्या की कॉन्सिगरेशन प्रकां वा कार्यणके्षिावर अवलांबून, वसु्तमान वहन क्षमता बदलू 

शकते. जर एखाद्या रोबोिचे वप्रकां ग झोन त्याचे आरामदार्यक के्षि म्हणून प्रनवडले गेले तर, जे त्याच्या 

मॅप्रनपुलेप्रबप्रलिीवरून ओळखले जाऊ शकते. भारवहन क्षमता जास्त असू शकते.  
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1.4.4  ररझोलू्यिन (Resolution):  रोबोप्रिक्समधील ररझोलू्यशन म्हणजे रोबोि त्याच्या गती, सांवेदन प्रकां वा 

प्रनर्यांिण िणालीमधे्य शोधू प्रकां वा अांमलात आणू शकणार्याण सवाणत लहान सांभाव्य हालचाल, मोजमाप प्रकां वा 

बदल होर्य. रोबोप्रिक अनुिर्योगाांमधे्य अचूकता, अचूकता आप्रण एकां दर कामप्रगरी प्रनप्रित करण्यात ही 

महत्त्वपूणण भूप्रमका बजावते. 

1.4.5  अचूकता (Accuracy):  रोबोप्रिक्समधे्य अचूकता म्हणजे रोबोिची वास्तप्रवक न्सस्थती, हालचाल प्रकां वा कृती 

इन्सित प्रकां वा िोिाम केलेल्या लक्ष्याशी प्रकती जवळून जुळते. उच्च अचूकता हे सुप्रनप्रित करते की रोबोि 

र्योग्यररत्या कारे्य करतो आप्रण कमीतकमी िुिीसह इन्सित स्थान प्रकां वा न्सस्थतीत पोहोचतो. 

1.4.6 पुनरािृत्ती (Repeatability): रोबोप्रिक्समधे्य पुनरावृत्ती म्हणजे रोबोिची एकाच न्सस्थतीत परत रे्यण्याची 

प्रकां वा अनेक िर्यत्नाांमधे्य सातत्याने एकच कार्यण करण्याची क्षमता. औद्योप्रगक ऑिोमेशनमधे्य हा एक 

महत्त्वपूणण घिक आहे, हे सुप्रनप्रित करते की रोबोि िते्यक वेळी अचूक आप्रण अांदाप्रजत ऑपरेशि  

करतात. 

1.5  रोबोिचे अंशतम ििािक (End effectors of robot) : हा रोबोि मॅप्रनपुलेिरच्या शेविी जोडलेला भाग 

आहे. म्हणून हे नाव खालीलिमाणे आहे. हे मानवी हाताच्या बरोबरीचे आहे. एां ड-इफेक्टर हा एक र्याांप्रिक 

हात असू शकतो जो एखाद्या वसू्तला रोबोि हाताने हलप्रवण्यापूवी हाताळतो प्रकां वा धरून ठेवतो.  

1.5.1 यांशत्रक शग्रपसम (Mechanical Grippers) 

र्याांप्रिक प्रिपरचा वापर रोबोिमधे्य त्याच्या र्याांप्रिक पणे चालप्रवलेल्या बोिाांनी वसू्त पकडण्यासाठी एां ड 

इफेक्टर म्हणून केला जातो. उद्योगधांद्याांमधे्य धरण्यासाठी दोन बोिे पुरेशी असतात. अनुिर्योगाच्या आधारे 

तीनपेक्षा जास्त बोिे देखील वापरली जाऊ शकतात. बहुतेक बोिे बदलण्यार्योग्य िकारची असल्याने ती 

सहज काढून बदलता रे्यतात. इनपुि पॉवर तर्यार करण्यासाठी रोबोिला हार्यडर ोप्रलक, इलेन्सक्टर क प्रकां वा 

नू्यमॅप्रिक डर ाइव्ह प्रसस्टमची आवश्यकता असते. तर्यार होणारी वीज बोिाांना अप्रभप्रिर्या करण्यासाठी 

प्रिपरकडे पाठप्रवली जाते. हे बोिाांना खुल्या आप्रण जवळच्या प्रिर्या करण्यास अनुमती देते. सगळ्यात 

महत्त्वाचां म्हणजे वसू्त धरून ठेवण्यासाठी पुरेसां बळ द्यार्यला हवां. 

 

Figure 1.18: र्याांप्रिक प्रिपर (Mechanical Gripper) 

(Courtesy:  https://www.researchgate.net/figure/Fig-1-A-scheme-for-mechanical-design-for-

two-finger-grippers_fig1_228915237) 

1.5.2  नू्यमॅशिक शग्रपर (Pneumatic gripper) 

नू्यमॅप्रिक होन्सडांग प्रिपर ला एक मोठी लवप्रचक र्याांप्रिक रचना म्हणून प्रवचार केला जाऊ शकतो जो र्याांप्रिक 

सांरचनेला हलप्रवणार्याण प्रनर्यांिण िणालीद्वारे हलप्रवला जातो. उच्च कार्यणक्षमता आप्रण अत्यांत शन्सक्तशाली, 

नू्यमॅप्रिक होन्सडांग प्रिपर सह उच्च व्हॉलू्यमची क्षमता जड वसू्त धारण करण्यासाठी र्योग्य आहे. सध्याच्या 
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िणालीतील अकार्यणक्षमतेचा एक िकार प्रसप्रलांडरच्या दोन बांदराांच्या िवाहाांमधील दुव्यामुळे आहे. कारण 

बहुतेक व्हॉल्व्व्ह दोन्ही बांदराांमधील िवाह प्रनर्यांप्रित करण्यासाठी एकच सू्पल वापरतात. र्या दुव्यामुळे 

प्रसप्रलांडरच्या दोन्ही बाजूांमधील दाबाची पातळी स्वतांिपणे सेि करणे अशक्य आहे. म्हणून, आउिलेि साइड 

पाठीचा दाब प्रवकप्रसत करेल, जो िवासाच्या प्रदशेच्या प्रवरोधात कार्यण करतो, ज्यामुळे हालचाल राखण्यासाठी 

इनलेि बाजूस आवश्यक दबाव वाढतो. 

 

Figure 1.19: नू्यमॅप्रिक प्रिपर (Pneumatic Gripper) 

(Courtesy: https://www.robot27.com/2019/03/12/how-to-pick-the-right-gripper-for-your-

cobot/) 

1.5.3  चंुबकीय शग्रपसम (Magnetic grippers) 

चुांबकीर्य प्रिपसणचा वापर रोबोिमधे्य फेरस पदार्थण पकडण्यासाठी अांप्रतम िभावक म्हणून केला जातो. 

र्याांप्रिक प्रिपसण आप्रण वॅ्हकू्यम प्रिपसण व्यप्रतररक्त कामाचे भाग हाताळण्याचा हा आणखी एक िकार आहे. 

चुांबकीर्य प्रिपसणचे दोन सामान्य िकाराांमधे्य वगीकरण केले जाऊ शकते, म्हणजे: 

• इलेक्टर ोमॅगे्नि 

• स्थार्यी चुांबक 

इलेक्टर ोमॅगे्नि: 

इलेक्टर ोमॅगे्नप्रिक प्रिपसणमधे्य सामिी हाताळण्यासाठी प्रनर्यांिक रु्यप्रनि आप्रण डीसी पॉवर चा समावेश आहे. 

र्या िकारचे प्रिपसण प्रनर्यांप्रित करणे सोपे आहे आप्रण स्थार्यी चुांबकाांपेक्षा ऑपरेशनच्या शेविी भाग सोडण्यास 

खूप िभावी आहे. कामाचा भाग सोडार्यचा असेल तर प्रवद्रु्यतचुांबक बांद करण्यापूवी प्रनर्यांिक रु्यप्रनिद्वारे 

धु्रवीर्यतेची पातळी कमी केली जाते. र्या िप्रिरे्यमुळे कामाच्या भागाांवरील चुांबकत्व दूर होण्यास नक्कीच 

मदत होईल. पररणामी, सामिी सोडण्याचा उत्तम मागण र्या प्रिपरमधे्य शक्य आहे. 

स्थार्यी चुांबक: 
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कार्यमस्वरूपी चुांबकाांना पदार्थण हाताळण्यासाठी प्रवद्रु्यतचुांबकाांिमाणे कोणत्याही िकारच्या बाह्य शक्तीची 

आवश्यकता नसते. र्या प्रिपरने कामाचा भाग पकडल्यानांतर, कामाचा भाग चुांबकापासून वेगळा 

करण्यासाठी न्सस्टर पर पुश -ऑफ प्रपन नावाच्या अप्रतररक्त प्रडव्हाइसची आवश्यकता असेल. हे प्रडव्हाइस 

प्रिपरच्या बाजूला समाप्रवष्ट केले ले आहे. 

र्या कार्यमस्वरूपी चुांबक प्रिपरचा फार्यदा असा आहे की, इलेन्सक्टर कल सप्रकण ि नसल्यामुळे स्फोिरोधक 

र्यांिासारख्या धोकादार्यक अनुिर्योगाांमधे्य र्याचा वापर केला जाऊ शकतो. प्रशवार्य स्पाकण  उत्पादनाचीही 

शक्यता नाही. 

 

 

Figure1.20: चुांबकीर्य प्रिपर (agnetic Gripper) 

(Courtesy: https://www.pascaleng.co.jp/us/products/robot/magnet-gripper/) 

1.5.4  वॅ्हकू्यम शग्रपसम (Vacuum grippers)  

वॅ्हकू्यम प्रिपसण हा एक िकारचा एां ड इफेक्टर आहे जो वसू्त उचलण्यासाठी आप्रण हाताळण्यासाठी सक्शन 

वापरतो. ते रोबोप्रिक पॅलेिाइप्रजांगसाठी मोठ्या िमाणात वापरले जातात, जे वाहतूक प्रकां वा साठवणुकीसाठी 

पॅलेिवर उत्पादने सॅ्टप्रकां ग आप्रण व्यवस्था करण्याची िप्रिर्या आहे.  वॅ्हकू्यम प्रिपर वसू्त उचलण्यासाठी 

आप्रण पॅलेिवर ठेवण्यासाठी सक्शन चा वापर करून कार्यण करते. वॅ्हकू्यम प्रिपरचे प्रडझाइन आप्रण बाांधकाम 

अनुिर्योग आवश्यकताांवर अवलांबून बदलू शकते. काही प्रिपसणमधे्य पकडण्याची क्षमता आप्रण लवप्रचकता 

वाढप्रवण्यासाठी सरणीमधे्य एकाप्रधक सक्शन कप ची व्यवस्था केली जाते, तर इतर वॅ्हकू्यम प्रिपसणमधे्य 

फोम पॅड असते. वॅ्हकू्यम पांप नळी आप्रण डोक्याच्या आत नकारात्मक दबाव प्रनमाणण करतो, ज्यामुळे 

सक्शन कप प्रकां वा फोम पॅड वसू्तच्या पृष्ठभागावर प्रचकितात. त्यानांतर रोबोि हात पॅलेिवरील इन्सित 

प्रठकाणी वसू्त हलवतो आप्रण पांप बांद करून प्रकां वा व्हॉल्व्व्ह उघडून सक्शन सोडतो. वॅ्हकू्यम प्रिपसण प्रवशेषत: 

अशा पररन्सस्थतीत उपरु्यक्त असतात जेरे्थ पारांपाररक र्याांप्रिक प्रिपर र्योग्य नसतात, जसे की नाजूक प्रकां वा 
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अप्रनर्यप्रमत आकाराच्या वसू्त हाताळताना. ते सामान्यत: उत्पादन (manufacturing), वेअरहाऊप्रसांग 

(warehousing) आप्रण लॉप्रजन्सस्टक्स (logistics) सारख्या उद्योगाांमधे्य वापरले जातात. 

 

Figure 1.21: वॅ्हकू्यम प्रिपर( Vacuum Gripper) 

(Courtesy:https://library.automationdirect.com/vacuum-gripper-advantages/) 

1.5.5  शचकिणारे शग्रपर (Adhesive Grippers) 

प्रचकि प्रिपर हा एक िकारचा रोबोि प्रिपर आहे जो वसू्त पकडण्यासाठी प्रचकिपदार्थण वापरतो. ते लवप्रचक, 

हलके आप्रण प्रकफार्यतशीर आहेत आप्रण प्रवप्रवध कार्याांसाठी वापरले जाऊ शकतात. प्रचकिणारे प्रिपर वसू्त 

समजून घेण्यासाठी प्रचकिपदार्थण वापरतात. प्रचकिणारा पदार्थण रोबोिच्या मनगिाला जोडलेल्या आहार 

र्यांिणेत लोड केला जातो. प्रिपर वसू्तला एका बाजूला पकडतो. प्रिपरमधे्य सामान्यत: एक पॅड प्रकां वा पृष्ठभाग 

असतो जो प्रवशेषप्रडझाइन केलेल्या प्रचकि सामिीसह लेप्रपत असतो जो एखाद्या वसू्तला पकडण्यासाठी 

प्रकां वा सोडण्यासाठी सप्रिर्य प्रकां वा प्रनन्सिर्य केला जाऊ शकतो. 
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Figure 1.22: प्रचकि प्रिपर (Adhesive Gripper) 

(Courtesy:https://www.innovationhub.hk/article/compact-electro-adhesion-gripper-for-fabric-

handling) 

1.6  रोबोशिक्समधील सुरके्षसाठी बु्यरो ऑफ इंशडयन सँ्टडड्मस (बीआयएस) ( Bureau of Indian 

Standards (BIS) for safety in robotics) : औद्योप्रगक रोबोि धोकादार्यक ठरू शकतात. ते प्रवलक्षण 

शन्सक्तशाली प्रडव्हाइस आहेत, प्रवशेषत: मोठी क्षमता आप्रण पोहोच असलेले मॉडेल्स. त्याांच्या गैरवापरामुळे 

जीप्रवत आप्रण अवर्यवाला धोका प्रनमाणण होऊ शकतो प्रकां वा रोबोि आप्रण इतर भौप्रतक मालमते्तचे नुकसान 

होऊ शकते. र्याचा अर्थण असा आहे की स्थापना दरम्यान आप्रण उत्पादनात सुरप्रक्षतता सवोपरर आहे. सुरक्षा 

मागणदशणक तते्त्व िते्यक देशात प्रभन्न असतात आप्रण कोणतीही स्थापना स्थाप्रनक कार्यद्याचे पालन करते 

र्याची खािी करण्यासाठी आवश्यक असतात. मुख्यतः , सुरप्रक्षतता म्हणजे रोबोिच्या कामाच्या प्रलफाफ्यातून 

कमणचार् र्याांना वेगळे करणे आप्रण आपत्कालीन पररन्सस्थतीत हालचाली सहजपणे र्थाांबप्रवता रे्यतील र्याची 

खािी करणे. 

रोबोप्रिक्समधे्य वापरण्यासाठी बीआर्यएस िणालीद्वारे खालील मानके प्रदली जातात  

• आर्यएस / आर्यएसओ 10218 (भाग 1): 2024 - रोबोप्रिक्स - सुरक्षा आवश्यकता - भाग 1: औद्योप्रगक 

रोबोि 

• आर्यएस / आर्यएसओ 10218 (भाग 2): 2024 - रोबोप्रिक्स - सुरक्षा आवश्यकता - भाग 2: औद्योप्रगक 

रोबोि अनुिर्योग आप्रण रोबोि सेल एकिीकरण 

• आर्यएस 17193:2019 - रोबोि आप्रण रोबोप्रिक उपकरणे - सहर्योगी औद्योप्रगक रोबोि प्रडझाइन, सुरप्रक्षत 

गाडण , जागरूकता साधने, रोबोिच्या आपत्कालीन हालचाली ांसाठी तरतुदी साठी सुरक्षा आवश्यकता 

1.6.1  रोबोिच्या शडझाइनमधे्य सुरशक्षतता रोबोिच्या प्रडझाइनमधे्य सुरप्रक्षतता हा मानव, पर्याणवरण प्रकां वा स्वत: 

ला धोका न प्रनमाणण करता रोबोि कार्यणक्षमतेने कार्यण करतात र्याची खािी करण्यासाठी एक महत्त्वपूणण पैलू 

आहे. र्यात अपघात, प्रबघाड आप्रण धोके िाळण्यासाठी प्रडझाइन आप्रण प्रवकास िप्रिरे्यच्या िते्यक िप्प्प्यावर 

सुरक्षा तते्त्व एकप्रित करणे समाप्रवष्ट आहे. 

1. जोखीम मूल्यांकन (Risk Assessment): र्याांप्रिक प्रबघाड, प्रवद्रु्यत समस्या प्रकां वा सॉफ्टवेअर प्रबघाड 

र्यासारखे सांभाव्य धोके ओळखणे. 
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2. अपयि-सुरशक्षत यंत्रणा(Fail-Safe Mechanisms): घिक अपर्यशाच्या बाबतीतही रोबोि सुरप्रक्षतपणे 

कार्यण करतो र्याची खािी करण्यासाठी अनावश्यक िणाली आप्रण अर्यशस्वी-सुरप्रक्षत वैप्रशष्ट्े समाप्रवष्ट 

करणे. 

3. धडक िाळण्याची िणाली (Collision Avoidance Systems): अडर्थळे शोधण्यासाठी आप्रण िक्कर 

िाळण्यासाठी सेिर (प्रलदार , कॅमेरा, अल्टर ासोप्रनक सेिर) वापरणे. 

4. िारीररक अडथळे आशण घेर (Physical Barriers and Enclosures): मानवाांशी अपघाती सांपकण  

िाळण्यासाठी सांरक्षक रक्षक, प्रपांजरे प्रकां वा शारीररक अडर्थळे असलेले रोबोि प्रडझाइन करणे. 

5. िेग आशण बल मयामदा (Speed and Force Limitations): रोबोि सुरप्रक्षत वेग आप्रण बल मर्याणदेत 

कार्यण करतात र्याची खािी करणे, प्रवशेषत: मानवाांबरोबर काम करताना. 

6. इमजमिी स्टॉप शसस्टीम (Emergency Stop Systems): गरज पडल्यास ताबडतोब ऑपरेशि  

र्थाांबवण्यासाठी सहज उपलब्ध इमजणिी स्टॉप बिण लागू करणे. 

7. मानि-रोबोि संिाद (एचआरआय) सुरक्षा (Human-Robot Interaction (HRI) Safety): मानवाांसह 

काम करणार्याण रोबोि (सहर्योगी रोबोि प्रकां वा कोबोि्स) मधे्य सॉफ्ट पॅप्रडांग, फोसण-प्रलप्रमिेड अॅक्च्चु्यएिसण 

आप्रण दुखापतीचा धोका कमी करण्यासाठी  सू्मद (smooth) हालचाली आहेत र्याची खािी करणे. 

1.6.2   रोबोशिक्समधील सेफ गाड्मस: रोबोप्रिक प्रसस्टमशी सांबांप्रधत धोक्याांपासून कामगार, वापरकते आप्रण िेक्षक 

र्याांचे सांरक्षण करण्यासाठी प्रडझाइन केलेले उपार्य म्हणजे रोबोि सुरक्षाउपार्याांचे िकार खालीलिमाणे 

आहेत. 

1. शफशजकल गाड्मस: धोकादार्यक रोबोि वकण  एररर्यामधे्य अनप्रधकृत िवेश रोखणारे अडर्थळे, कुां पण आप्रण 

घेर. 

2. इंिरलॉक गाड्मस: गाडण उघडल्यास प्रकां वा काढून िाकल्यास रोबोि बांद करणारी सुरक्षा उपकरणे. 

3. लाइि पडदे आशण सेिर: इन्फ्फ्रारेड प्रकां वा लेझर-आधाररत सेिर जे मानवी उपन्सस्थती शोधतात आप्रण 

जर कोणी वकण  झोनमधे्य िवेश केला तर रोबोिला र्थाांबवतात. 

4. िेिर-सेस्तिशिव्ह मॅि्स: फ्लोअर-बेस्ड सेफ्टी मॅि्स जे मानवी उपन्सस्थती शोधतात आप्रण एखाद्याने 

धोकादार्यक के्षिात पाऊल िाकल्यास रोबोिला र्थाांबवतात. 

5. सुरक्षा किच: उडणारा कचरा, प्रठणग्या प्रकां वा धोकादार्यक सामिीपासून कामगाराांचे सांरक्षण करण्यासाठी 

पारदशणक ढाल. 

6. िू-हँड कंिर ोल शसस्टीम : रोबोि सुरू करण्यासाठी ऑपरेिरला दोन्ही हाताांचा वापर करणे आवश्यक आहे, 

जेणेकरून त्याांचे हात हलत्या भागाांपासून स्वि असतील र्याची खािी करा. 

1.6.3  रोबोशिक्स सुरके्षतील जागरूकता साधने: जागरूकता पद्धती सांभाव्य जोखीम आप्रण सुरप्रक्षत 

पद्धती ांबद्दल रोबोिभोवती काम करणार्याण लोकाांना माप्रहती आप्रण प्रशप्रक्षत करण्यास मदत करतात. 

जनजागृतीची साधने खालीलिमाणे आहेत. 

1. चेतािणी लेबल आशण शचने्ह: धोक्याचे के्षि, आपत्कालीन र्थाांबे आप्रण िप्रतबांप्रधत के्षिे स्पष्टपणे प्रचन्हाांप्रकत 

करणे. 

2. िशिक्षण आशण सुरक्षा िोिोकॉल: कमणचारी आप्रण वापरकत्याांना र्योग्य रोबोि हाताळणी, आपत्कालीन 

िप्रिर्या आप्रण जोखीम जागरूकता र्याबद्दल प्रशप्रक्षत करणे. 
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3. श्रवणीर्य आप्रण न्सव्हजु्यअल अलामण: रोबोिची हालचाल प्रकां वा सांभाव्य धोके दशणप्रवण्यासाठी बीप्रपांग आवाज, 

चमकणारे प्रदवे प्रकां वा व्हॉइस चेतावणी वापरणे. 

4. मानक ऑपरेशिंग िशक्रया (एसओपी): सुरप्रक्षत रोबोि ऑपरेशन, समस्या प्रनवारण आप्रण आपत्कालीन 

हाताळणीबद्दल स्पष्ट मागणदशणक तते्त्व. 

5. सुरक्षा सराि आशण शसमु्यलेिन: सांभाव्य आपत्कालीन पररन्सस्थतीसाठी कामगार तर्यार आहेत र्याची खािी 

करण्यासाठी प्रनर्यप्रमत सुरक्षा सराव आर्योप्रजत करणे. 

1.6.4 रोबोिच्या आपत्कालीन हालचालीसंाठी तरतुदी: आपत्कालीन हालचाली म्हणजे आपत्कालीन 

पररन्सस्थतीत रोबोिला सुरप्रक्षतपणे र्थाांबप्रवण्यासाठी, अक्षम करण्यासाठी प्रकां वा हलप्रवण्यासाठी केलेल्या 

प्रनर्यांप्रित कृती होर्य. आणीबाणीच्या तरतुदी खालीलिमाणे आहेत. 

1. इमजणिी स्टॉप (ई-स्टॉप): एक मोठे, सहज िवेश करणारे बिण जे रोबोिची सवण कारे्य त्वररत र्थाांबवते. 

2. पॉिर कि-ऑफ मेकॅशनझम : प्रबघाड प्रकां वा आपत्कालीन पररन्सस्थतीत रोबोिचा वीज पुरवठा खांप्रडत 

करण्याची र्यांिणा. 

3. मॅनु्यअल ओव्हरराइड कंिर ोल्स: मानवी ऑपरेिसणना मॅनु्यअल कां िर ोल घेण्यास आप्रण रोबोिला सुरप्रक्षत 

न्सस्थतीत हलप्रवण्यास परवानगी देणे. 

4. सेफ मोड अॅस्तक्टवे्हिन: रोबोिला असामान्य न्सस्थती आढळल्यास ते कमी शक्तीप्रकां वा सुरप्रक्षत मोडवर 

न्सस्वच करू शकतात. 

5. शनयंशत्रत ििडाऊनसाठी बॅिरी बॅकअप: वीज प्रनकामी झाल्यास, रोबोिकडे सुरप्रक्षत शिडाऊन पूणण 

करण्यासाठी प्रकां वा होम पोप्रझशनमधे्य परत रे्यण्यासाठी बॅकअप बॅिरी असू शकते. 

6. पळून जाण्याचे मागम आशण स्थलांतर योजना: रोबोप्रिक प्रबघाड प्रकां वा आपत्कालीन पररन्सस्थतीत 

कामगाराांना पळून जाण्याचे स्पष्ट मागण आहेत र्याची खािी करणे. 

रोबोशिक्समधील सेफ्टी ॲसे्पक््टसचे ररसेंि िर ेंड्स 

प्रवप्रवध के्षिाांमधे्य रोबोप्रिक्सच्या वेगवान एकिीकरणामुळे मानव-रोबोि सांवादात सुरप्रक्षततेचे महत्त्वपूणण महत्त्व 

अधोरेन्सखत झाले आहे. मानव आप्रण रोबोि र्याांच्यात सुरप्रक्षत आप्रण कार्यणक्षम सहकार्यण सुप्रनप्रित करण्यासाठी र्या 

के्षिातील अलीकडील घडामोडी ांनी सुरक्षा िोिोकॉल, मानके आप्रण तांिज्ञान वाढप्रवण्यावर लक्ष कें प्रित केले आहे. 

सुरक्षा मानकांमधे्य िगती 

असोप्रसएशन फॉर अॅडव्हान्सिांग ऑिोमेशन (ए 3) ने औद्योप्रगक मोबाइल रोबोि (आर्यएमआर), मोबाइल सेवा 

रोबोि आप्रण डर ार्यव्हरलेस औद्योप्रगक िर कसाठी नवीन आप्रण सुधाररत मानकाांवर िकाश िाकला आहे. र्या अद्यर्यावत 

मागणदशणक तत्त्वाांचे उद्दीष्ट रोबोप्रिक्स अनुिर्योगाांच्या प्रवकसनशील लँडसे्कपकडे लक्ष देणे आहे, हे सुप्रनप्रित करणे 

की सुरक्षा उपार्य ताांप्रिक िगतीशी सुसांगत आहेत. 

सुरक्षा तंत्रज्ञानातील नाशिन्य 

प्रफरत्या रोबोिभोवती डार्यनॅप्रमक सेफ्टी झोन तर्यार करण्यासाठी सांशोधक िोिामेबल लाइि पडदेसारख्या िगत 

सुरक्षा देखरेख िणाली ांचा शोध घेत आहेत. र्या िणाली ररअल-िाइममधे्य घुसखोरी शोधू शकतात, ज्यामुळे सांभाव्य 

धोक्याांना त्वररत िप्रतसाद प्रमळू शकतो.  र्याव्यप्रतररक्त, सॉफ्ट रोबोप्रिक्सचा प्रवकास रे्थि प्रडझाइन स्तरावर र्याांप्रिक 

अनुपालन आप्रण डन्सपांग सादर करतो, भौप्रतक मानव-रोबोि सांवादादरम्यान सुरप्रक्षतता वाढवतो. हा दृप्रष्टकोन 

रोबोिला पररणाम अप्रधक िभावीपणे शोषून घेण्यास अनुमती देऊन दुखापतीचा धोका कमी करतो.  

AI असुरक्षा संबोशधत करणे 

अलीकडील अभ्यासानुसार एआर्य-सक्षम रोबोिमधील महत्त्वपूणण कमकुवतता ओळखली गेली आहे, प्रजरे्थ सुरक्षा 

रक्षकाांना बार्यपास केले जाऊ शकते, ज्यामुळे अनपेप्रक्षत वतणन होऊ शकते. हे धोके कमी करण्यासाठी, सांशोधक 
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रोबोप्रिक प्रसस्टमची मजबुती आप्रण सुरप्रक्षतता वाढप्रवण्यासाठी रोबोपेअरसारखे अल्गोररदम प्रवकप्रसत करीत 

आहेत. 

सहयोगी रोबोि सुरक्षा 

सामाप्रर्यक कार्यणके्षिात सहर्योगी रोबोि (कोबोि्स) च्या वाढत्या तैनातीसाठी नवीन सुरक्षा धोरणाांची आवश्यकता 

आहे. अांतरावरून मानवी उपन्सस्थती शोधून त्यानुसार त्याांच्या हालचाली समार्योप्रजत करण्यास रोबोिसक्षम करून 

कामगाराांच्या सांरक्षणासाठी रोबोप्रिक िेक वेस्टसारखे इनोवे्हशन सादर करण्यात आले आहे. 

सारांश: 

नोि्स रोबोप्रिक्सची सवणसमावेशक समज िदान करतात, त्यातील मूलभूत तते्त्व, सांरचनात्मक घिक आप्रण 

ऑपरेशनल पैलूांचा समावेश करतात. हे हालचाल आप्रण लवप्रचकतेसाठी वापरल्या जाणार्याण प्रवप्रवध रोबोप्रिक आमण 

कॉन्सिगरेशन आप्रण र्याांप्रिक सांरु्यक्त िकाराांचे स्पष्टीकरण देते. स्वातांत्र्याची पदवी, कामाचा एनव्हलप  आप्रण 

अचूकता र्यासारख्या प्रवप्रवध कामप्रगरीवैप्रशष्ट्ाांवर िकाश िाकण्यात आला आहे. नोि्समधे्य प्रवप्रवध िकारचे एां ड 

इफेक्टसण आप्रण त्याांच्या अनुिर्योगाांची चचाण देखील केली जाते. र्याव्यप्रतररक्त, सुरप्रक्षत रोबोि ऑपरेशन आप्रण 

आपत्कालीन तर्यारी सुप्रनप्रित करण्यासाठी बु्यरो ऑफ इांप्रडर्यन सँ्टडड्णसने (बीआर्यएस) नमूद केलेल्या सुरक्षा 

मागणदशणक तत्त्वाांवर ते भर देतात. 

स्वाध्याय: 

1. रोबोतिक्सचे  तनयम  साांगा (State the laws of robotic.) 

2. रोबोिची व्याख्या करा आनण त्याचेकोणतेिी दोन अनुप्रयोग सााांगा.  (Define a robot and state any 

two applications of it.) 

3. नीिनेिके से्कच स्कारा रोबोि समजावून सााांगा.  (Explain with neat sketch SCARA robot.) 

4. रोबोतिक्समधील कोणत्यािी दोन प्रकारचे सााांधे नीिनेिके से्कचने समजावून सााांगा. (Explain with neat 

sketch any two types of joints in robotics.) 

5. रोबोिची नीिनेिकी से्कच शरीररचना समजावून सााांगा. (Explain with neat sketch anatomy of 

robot.) 

6. रोबोतिक्समधील पुनरावृत्ती आतण  अचूकता पररभातित करा. (Define Repeatability and accuracy in 

robotics.) 

7. मॅगे्ननतिक ग्रीपर आतण वॅ्हकू्यम ग्रीपरसाठी आकृती काढा आतण त्याचे कायय स्पष्ट करा (Draw the 

diagram for Magnetic Gripper and vacuum gripper and explain its working  ) 

8. वकय   इन्व्व्हलोप ची पररभािा  साांगा  व कािेनशयन  कोऑतडयनेि्स चे  वकय   इन्व्व्हलोप काढा. (Define 

work envelope? Draw work envelope for Cartesian coordinates.) 

9. रोबोतिक्समधील  पेलोड आतण रेझोलू्यशन समजावून सााांगा. (Explain payload and resolution in 

robotics.) 

10. रोबोिसोबत काम करताना सुरके्षच्या चार उपाययोजना सााांगा. (State any four safety measures 

while working with robots.) 

11. मेकॅतनकल ग्रीपर आतण अढेतझव्ह ग्रीपर चे तत्त्व समजावून सााांगा. (Explain the principle of 

mechanical gripper and adhesive gripper.) 

12. रोबोि द्वारे केलेल्या सुरक्षतेच्या उपाययोजना सुचवा. (Suggest the safety measures taken w.r.t. 

Robots.) 

13. वेगवेगळ्या सुरक्षा मानकााांची यादी करा आनण त्यााांना तपशीलवार समजावून सााांगा. (List different 

safety standards and explain them in details.) 
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सेल्फ  लेअटनिंग अक्टव्हििीज (Self learning Activities):  

• Prepare charts of safety measures in robots. 

• Perform a survey and write a report on robots used in the packaging industry. 

• Prepare charts showing comparison of end effectors of robot. 

• Perform a survey and write a report on robots used in the automobile industry. 

• Prepare charts or flex of Asimov‘s laws of robot. 

• Prepare photographic charts showing real life applications robots in various sectors. 

• Prepare charts showing various elements of robot, configurations, grippers etc. 

• Prepare a chart on latest advancement in different types of gripper 

 

 

 

 

संदिथ (References):  

Sr. No Author Title Publisher with ISBN Number 

1 Saha, S.K. Introduction to Robotics 
McGraw Hill Education Pvt.Ltd. 

2008978 0070140011 

2 Craig, J.J. 
Introduction to Robotics 

(Mechanics and Control) 

 Pearson Education Ltd. 2017978-  

 0133489798 

3 Ghosal, A. 
Robotics- Fundamental Concepts 

and Analysis 

 Oxford University Press 2009978-  

 0195673913 

 

Learning Websites & Portals: 

Sr. 

No. 
Link Description 

1 
https://www.youtube.com/watch?v=-

Xl2c91pWGc 

Robot History-First Industrial Robot 

Ever Installed on an Assembly Line 

2 
https://www.youtube.com/watch?v=s-

yne8xTNM0 
Automated Manufacturing Robots 

3 
https://www.youtube.com/watch?v=pa5_tudyA

F8 

Robot application and types-BMW i3 

Factory Production Tour 

4 
https://archive.org/details/gov.in.is.14530.1998

/page/n3/mode/2up 
BIS for safety in robotics 
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य टनि 2 

रोबोटिक्ससाठी अटियांटिकी यांटिकीचे मूलिूत तते्व 

Basics of Engineering Mechanics for Robotics 

 

टवषय टनष्पत्ती (Course Outcome): रोबोतिक प्रणालीमधे्य अतभयाांतिकी याांतिकीच्या सांकल्पनाांचा वापर करणे. 

        Apply the concepts of engineering mechanics in robotic             

                         system. 

घिक टनष्पत्ती (Theory Learning Outcomes):  

2.1:  बलाांच्या वैतशष्ट्ाांचे वणयन करणे 

       Describe the characteristics of forces 

2.2:  प्रदलेल्या बल िणालीमधे्य बलाांच्या मोमेंिचे वणणन करणे. 

      Describe the moment of forces in the given force system  

2.3:  तदलेल्या प्रणालीच्या बलाांचे समतोल तनतित करणे. 

      Determine the equilibrium of forces of the given system. 

2.4:  तदलेल्या प्रणालीच्या कें द्रतबांदू आतण गुरुत्वाकियण कें द्राचे वणयन करणे.  

       Describe centroids and centre of gravity of the given system. 
पररचय: 

अतभयाांतिकी याांतिकी भौततक प्रणाली ांचे वतयन समजून घेण्यासाठी आधारभूत आिे, आतण रोबोतिक्समधे्य, या ज्ञानाची 

आवश्यकता आिे जेणेकरून रोबोि काययक्षम, सुरतक्षत आतण अांदाजानुसारकार्यणकरूशकतात. याांतिकी बल, गती 

आतण याांतिकी प्रणाली ांमधे्य ऊजाय याांचा अभ्यास करते, जो थेि रोबोि त्याांच्या वातावरणाशी कसा सांवाद साधतो 

आतण काये कशा प्रकारे पार पाडतो यावर पररणाम करतो. 

िे तशक्षण सातित्य अतभयाांतिकी याांतिकीच्या मूलभूत सांकल्पनाांचा समावेश करते, जसे की बल (Force), गती 

(motion) आतण समतोल (equilibrium), तवशेितः  रोबोतिक प्रणाली ांवर. या तत्त्वाांचा ठोस समज अतभयांतेना रोबोि 

तडझाइन करण्यास सक्षम करतो जे चालू शकतात, विू िाताळू शकतात, आतण त्याांच्या सभोवतालच्या 

वातावरणाशी तनयांतित आतण अचूक पद्धतीने सांवाद साधू शकतात. ररतजड बॉडी (Rigid body) गततकी, 

काइनेमॅतिक्स, आतण गततकीच्या अभ्यासाद्वारे, तशकणाऱयाांना रोबोि कसे मॉडेल, तवशे्लिण, आतण तनयांतित केले 

जाऊ शकतात याबद्दल अांतर्दयष्टी तमळेल. 

या मूलभूत सांकल्पना समजून घेतल्यास, तवद्याथी रोबोि तडझाइन, तनयांिण आतण ऑिोमेशनसि अतधक प्रगत 

रोबोतिक्स तवियाांना सामोरे जाण्यास तयार िोतील. 

2.1 यांटिकीचंा पररचय: 

रोबोतिक्समधील याांतिकीमधे्य बल, गती आतण ररतजड बॉडी (Rigid body) वतयनाचा अभ्यास समातवष्ट 

असतो. बल म्हणजे कोणत्यािी परस्पर सांवादाचा सांदभय जो एखाद्या विूची गती बदलू शकतो, जो रोबोतिक 

िालचाली तनयांतित करण्यासाठी मित्त्वपूणय असतो. 

2.1.1 अटियांटिकी यांटिकी: याांतिकी िी भौततक तवज्ञानाची शाखा आिे जी बलाांचा (Force) अभ्यास आतण 

गततमान (motion) तकां वा तवश्ाांती (rest) असलेल्या बॉडी त्याांचे पररणाम िाताळते. 

• िे अतभयांत्याांना सांरचना तकां वा घिक तवतवध बलाांवर कशी प्रतततिया देतील िे समजून घेण्यास मदत करते, 

ज्यामुळे योग्य रचना, स्तिरता आतण काययक्षमता तमळते. 

• अतभयाांतिकी याांतिकी तवभाग: 
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अतभयाांतिकी याांतिकी खालील दोन गिाांमधे्य तवभागली गेली आिे: 

1.स्तिरता  (Statics)   2. गततशीलता. (Dynamics) 

 

Figure: 2.1: मेकॅतनक्सचे वगीकरण (Classification of Mechanics) 

• व्हिरता (Statics): िी ईांतजनीयररांग मेकॅतनक्सची शाखा आिे जी बल आतण त्याच्या पररणामाांशी 

सांबांतधतआिे जेव्हा ते एखाद्या स्तिर (rest) विूवर काययकरत असतील. 

उपयोग: िालचाल न करणाऱया सांरचना, यांिे आतण याांतिक प्रणाली ांचे तवशे्लिण करण्यासाठी वापरली जाते, 

जेणेकरून ते कोसळल्यातशवाय तकां वा तवकृत न िोता त्याांच्यावर िोणाऱया बलाांचा सामना करू शकतील. 

• गटतशीलता (Dynamics): िी ईांतजनीयररांग मेकॅतनक्सची शाखा आिे जी बल आतण त्याच्या पररणामाांशी 

सांबांतधत आिे जेव्हा ते एखाद्या गततमान (motion) विूवर काययकरत असतील. 

• गततशीलता खालील दोन शाखाांमधे्य तवभागली गेली आिे: 

1. कानेतिक्स (Kinetics) 2. कानेमॅतिक्स (Kinematics) 

• कानेटिक्स (Kinetics): िी गततशीलताची शाखा आिे, जी बलामुळे तयार झालेल्या गततमान विुांशी 

सांबांतधत आिे. 

• कानेमॅटिक्स (Kinematics): िी गततशीलताची िी शाखा आिे, जी गततशील विूशी सांबांतधत आिे 

ज्यामधे्य गतीसाठी जबाबदारअसलेल्या बलाचा कोणतािी सांदभय घेतला जात नािी. 

2.1.2 ररटजड बॉडीची संकल्पना 

• याांतिकीमधे्य, ररतजड बॉडी म्हणजे एक घन विू जी बलाांच्या प्रभावाखाली बदलत नािी तकां वा आकार 

बदलत (dosent change shape) नािी. कोणत्यािी बाह्य शक्ीांकडे दुलयक्ष करून, ररतजड बॉडीवरील 

कोणत्यािी दोन तबांदूांमधील अांतर सारखेच रािते. 

• ररतजडबॉडीची सांकल्पना िी एक आदशीकरण आिे आतण तनसगायत ररतजडबॉडीची कोणतीिी पररपूणय 

उदािरणे नािीत. प्रत्यक्षात, सवय विू िालचाल करताना आकार बदलतात, परां तु विूच्या एकूण गतीच्या 

तुलनेत आकार बदलने बहुतेकदा नगण्य असते. 

• अन प्रयोग: िे गृिीतक बीम (beams), रॉड (rods) तकां वा मेकॅतनकल तलांकेजेस (mechanical linkages) 

विूांचे सरलीकृत तवशे्लिण करण्यास अनुमती देते. 

2.1.3  बल (Force): व्याख्या, एकक 

• नू्यिनचा पटिला टनयम: त्याचा अथय असा आिे की "प्रते्यकविू ,जर ततच्यावर कोणतेिी बाह्यबल 

(external force) काययकरत नसेल, तर स्तिर रािाते तकां वा स्तिर गतीने मागयिमण करत रािाते." 

• याांतिकीमधे्य, बल (force) म्हणजे एक ढकलणे तकां वा ओढणे जे एखाद्या विूची गती, आकार तकां वा तदशा 

बदलू शकते. िे एक वेक्टर (Vector) प्रमाण आिे, म्हणजेच त्याचे पररमाण (magnitude) आतण तदशा 

(direction) दोन्ही असतात. 

Mechanics

Statics Dynamics

Kinetics Kinematics
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• बलाची व्याख्या: बल म्हणजे "एक बाह्य एजन्सी जो ढकलणे तकां वा ओढणे आिे जो बॉडीच्या तवश्ाांतीची 

तकां वा िालचालीची स्तिती बदलतो." 

• बलाचे सूि, F= ma आिे, तजथे (F) बल आिे, (m) द्रव्यमान (mass) आिे आतण (a) अ ॅक्सलरेशन आिे. 

• बलाचे SI एकक नू्यिन (N) आिे तजथे N= Kg m/s2 

• रोबोटिक्समधे्य अन प्रयोग: प्रते्यक रोबोतिक िालचालीमधे्य बलाांचा समावेश असतो, मग ते रोबोिच्या 

अ कॅ्च्चु्यएिसयद्वारे वापरले जाणारे बल असो तकां वा वातावरणातून रोबोिवर कायय करणारी बल असो (उदा., 

िाताळणीच्या कामाांदरम्यान सांपकय  बल असो). 

2.1.4 बो नोिेशन (Bow’s notations): 

• बो नोिेशन िी सांरचनेतील बल आतण सदस्ाांचे प्रतततनतधत्व करण्यासाठी एक ग्रातिकल पद्धत आिे. 

• याचा वापर बल आकृत्या तयार करण्यासाठी केला जातो, जे सांरचनेतील बलाांचे तवशे्लिण करण्यास मदत 

करतात. बल आकृत्या प्रते्यक बलाचे पररमाण (magnitude) आतण तदशा (Direction) तसेच पररणामी 

बल तनतित करण्यास मदत करू शकतात. 

• येथे प्रते्यक बलाचे (तकां वा भाराचे) नाव दोन मोठ्या अक्षराांनी तदले जाते, जे बलाच्या कृती रेिेच्या दोन्ही 

बाजूांना ठेवले जाते आतण नांतर ती अक्षरे बल आकृत्या काढण्यासाठी वापरली जातात. 

• रोबोटिक्समधे्य अन प्रयोग: रोबोतिक आर्म्य तकां वा मल्टी-तलांक तसस्टममधे्य, बाउसनोिेशन वेगवेगळ्या 

साांधे आतण दुव्याांवर कायय करणाऱया बलाांचे प्रतततनतधत्व करण्यास मदत करते, ज्यामुळे एकूण प्रणाली 

वतयनाची गणना करणे सोपे िोते. 

➢ बो नोिेशनसाठी पायऱ्या: 

• बलाांमधील जागा मोठ्या अक्षराांनी लेबल करा. (बलाच्या कृती रेिेच्या दोन्ही बाजूांना मोठी अक्षरे तचन्हाांतकत 

केली जातात) 

• प्रते्यक बलासाठी एक रेिा काढा. 

• बलाच्या दोन्ही बाजूांच्या जागा लेबल करणाऱया दोन अक्षराांनी रेिेला लेबल करा. 

 

उदा 1. 

 

                            F=400N 

 

 

Figure: 2.2: से्पस आकृती (Space Diagram) 

 

से्कल, 1 सेमी = 100 N, pq= 400/100 = 4 सेमी 

बलाचे पररमाण = लाांबी ‘pq’*से्कल = 4*100 = 400N 

 

                                            p                                                          q 

 

Figure: 2.3: वेक्टरआकृती 

उदा 2. 

4 cm 

Q 

P

p

P

p 
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Figure: 2.4: से्पस आकृती आतण िोसय आकृती (Space Diagram & Force Diagram) 

 

2.1.5  बलाची वैटशष्ट्ये (Characteristics of Force) 

• एखाद्या विूवर िोणाऱया बलाचा पररणाम तनतित करण्यासाठी, बलाची खालील वैतशष्ट्े तवचारात घ्यावी 

लागतात: 

1. बलाचे प्रमाण (Magnitude) (म्हणजे, 10 KN, 5 KN, 25 KN, 15 KN, इ.) 

2. बल ज्या रेिेवर कायय करते त्या रेिेची तदशा (direction) (म्हणजे, दतक्षणेच्या 40° पतिमेला 25 KN 

इ.).याला बलाची तियेची रेिा असेिी म्हणतात. 

3. बलाचे स्वरूप (Nature of the force) (ढकलणे तकां वा ओढणे). िे बलाच्या तियेच्या रेिेवर बाणाचे 

िोक ठेवून दशयतवले जाते. 

4. बल ज्या तबांदूवर (तकां वा ज्याद्वारे) बॉडीवर कायय करते तो तबांदू. 

 

Figure: 2.5: बलाची वैतशष्ट्े (Characteristics of Force) 

2.1.6  बल प्रणालीचे प्रकार: 

जेव्हा दोन तकां वा अतधक बल एखाद्या विूवर कायय करतात, तेव्हा त्याांना बल प्रणाली तयार करण्यासाठी 

म्हणतात. बल प्रणालीचे प्रकार खालीलप्रमाणे आिेत: 
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Figure: 2.6: बलाचे वगीकरण (Classification of Force System) 

1) कोप्लानर बल: ज्या बलाांच्या तिया रेिा एकाच पातळीवर असतात त्याांना कोप्लानर बल म्हणतात. 

2)  नॉन-कोप्लानर बल प्रणाली: जेव्हा सवय बलाांच्या तिया रेिा एकाच पातळीवर नसतात तेव्हा त्याला नॉन-

कोप्लानर बल प्रणाली म्हणतात. 

3) कोटलटनअर बल प्रणाली : ज्या बलाांच्या कृतीच्या रेिा एकाच रेिेवर असतात त्याांना कोतलतनअर बल 

म्हणतात. जेव्हा सवय बलाांची तिया रेिा समान असते तकां वा ते एकमेकाांना समाांतर असतात तेव्हा त्याांना 

कोतलतनअर बल म्हणतात. 

P     P                                 Q                                       R 

Figure: 2.7: कोतलतनअर बल (Collinear Forces) 

 

4) कााँकरण्ट बल: एका तबांदूवर भेिणाऱया बलाांना समवती बल म्हणतात. समवती बल समरेिीय असू शकतात 

तकां वा नसू शकतात. जेव्हा सवय बलाांच्या तिया रेिा एकाच तबांदूतून जातात तेव्हा त्याांना समवती बल म्हणतात. 

 

Figure: 2.8: कााँकरण्ट बल (Concurrent forces) 

5) नॉनकााँकरण्ट बल प्रणाली: जेव्हा सवय बलाांच्या तिया रेिा एकाच तबांदूतून जात नािीत. 

Force 
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force

Non-concurrent 
force

Like 
Parallel

Unlike 

Parallel 
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Figure: 2.9: नॉनकााँकरण्ट बल प्रणाली (Non-concurrent force system) 

 

6) लाइक पॅरेलल बल प्रणाली: जेव्हा बल एकमेकाांना समाांतर असतात आतण एकाच तदशेने कायय करतात. 

 

Figure: 2.10: लाइक पॅरेलल बल प्रणाली (Like Parallel force system) 

 

7) अनलाइक पॅरेलल बल प्रणाली: जेव्हा बल एकमेकाांना समाांतर असतात परां तु तवरुद्ध तदशेने कायय 

करतात. 

 

Figure: 2.11: अनलाइक पॅरेलल बल प्रणाली (Unlike Parallel force system) 

 

2.2  बलाचा मोमेन्ट(Moment of force): व्याख्या, एकक, टचन्ह टनयम. 

रोबोतिक्समधे्य, साांधे, िात आतण इतर याांतिक घिकाांच्या तिरण्याच्या िालचाली तनयांतित करण्यासाठी 

बलाचे क्षण आवश्यक असतात. चिाकार गतीची(िॉकय ) विू तिरवण्यासाठी तकां वा िाताळण्यासाठी तकती 

बल आवश्यक आिे िे ठरवतो, ज्यामुळे रोबोि उचलणे, वळणे तकां वा अचूक िाताळणी करणे यासारखी 

कामे करू शकतात. तनयांतित बल प्रभावीपणे िलवू आतण लागू करू शकणाऱया रोबोतिक प्रणाली तडझाइन 

करण्यासाठी बलाचे क्षण समजून घेणे आतण मोजणे अत्यांत मित्त्वाचे आिे. 

2.2.1 बलाचा मोमेन्ट (Moment of force): 

• तबांदूभोवती बलाचा मोमेन्ट िा बलाच्या (Force) गुणाकार आतण तबांदू आतण बलाच्या तियेच्या रेिेतील लांब 

(perpendicular distance) अांतराइतका असतो. िा बलाने, ज्या बॉडीवर ते कायय करते, त्या बॉडीवर 

तनमायण केलेला वळणाचा (rotation) पररणाम आिे. 

• गतणतीयर्दष्ट्ा, क्षण, M = P × l 

• तजथे P = बॉडीवर कायय करणारे बल (Force), आतण l = ज्या तबांदूभोवती मोमेन्टआवश्यक आिे आतण 
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बलाच्या तियेच्या रेिेतील लांब अांतर (perpendicular distance). 

 

Figure: 2.12: बलाचा मोमेन्ट (Moment of Force) 

• मोमेन्टची एकके 

बलाचा मोमेन्ट िा बल आतण अांतराचा गुणाकार असल्याने, मोमेन्टची एकके बल आतण अांतराच्या एककाांवर 

अवलांबून असतील. अशाप्रकारे, जर बल नू्यिनमधे्य असेल आतण अांतर मीिरमधे्य असेल, तर मोमेन्टची 

एकके नू्यिन-मीिर (N-m) असतील. 

• टचन्ह टनयम 

मोमेन्ट खालील दोन प्रकारचे असतात: 

१. घड्याळाच्या तदशेने मोमेन्ट (Clockwise moment). २. घड्याळाच्या उलि तदशेने मोमेन्ट 

(Anticlockwise Moment) 

• घड्याळाच्या टदशेने मोमेन्ट(Clockwise moment) 

िा अशा बलाचा मोमेन्ट आिे, ज्याचा पररणाम शरीराला तिरवणे तकां वा तिरवणे आिे, घड्याळाचे कािे 

ज्या तदशेने िलतात त्याच तदशेने, खालील आकृतीमधे्य दशयतवल्याप्रमाणे. 

•  घड्याळाच्या उलि टदशेने मोमेन्ट(Anticlockwise Moment) 

िा अशा बलाचा मोमेन्ट आिे, ज्याचा पररणाम शरीराला तिरवणे तकां वा तिरवणे आिे, घड्याळाचे कािे 

ज्या तदशेने तिरतात त्या तवरुद्ध तदशेने, खालील आकृतीमधे्य दशयतवल्याप्रमाणे. 

• सामान्यतः  घड्याळाच्या तदशेने मोमेन्ट पॉतझतिव्ह (+) असतो आतण घड्याळाच्या उलि तदशेने मोमेन्ट 

तनगेतिव्ह (-) असतो. 

 

Figure: 2.13: साइन कन्व्वे्हनशन ऑि मोमेन्ट (Signs Conventions of Moment) 

 

• रोबोटिक्समधे्य अन प्रयोग: रोबोतिक आर्म्य तकां वा चाकाांमधे्य, मोमेन्ट (िॉकय ) चा वापर साांधे तकां वा 

अक्षाांभोवती बल कसे तिरवतात याचे तवशे्लिण करण्यासाठी केला जातो. उदािरणाथय, रोबोतिक आमय 

तडझाइन करताना, िात िलतवण्यासाठी तकां वा विू िाताळण्यासाठी आवश्यक असलेला िॉकय  मोजला 

पातिजे. 

2.3  बलांचे समतोल (Equilibrium): व्याख्या, पररव्हिती, समतोलावरील साधे गटणते 

• रोबोतिक्समधे्य बलाांचे समतोल म्हणजे अशी स्तिती तजथे रोबोतिक प्रणालीवर कायय करणारी सवय बल 
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सांतुतलत असतात, ज्यामुळे कोणतेिी तनव्वळ बल तकां वा िॉकय  तनमायण िोत नािी. स्तिरता आतण 

अचूकतेसाठी िे मित्त्वाचे आिे, ज्यामुळे रोबोि विू उचलणे, िान देणे तकां वा धरून ठेवणे यासारखी कामे 

करताना स्तिर राितात. 

2.3.1  बलांचे समतोल (Equilibrium): 

• बलाांचे समतोल म्हणजे अशी स्तिती तजथे विूवर कायय करणारी बल सांतुतलत असतात, ज्यामुळे कोणतेिी 

तनव्वळ बल नसते. 

• जर एखाद्या विूवर कायय करणाऱया अनेक बलाांचा पररणाम शून्य असेल, तर त्या विू समतोलात असल्याचे 

साांतगतले जाते. बॉडीला समतोलात ठेवणाऱया बलाांच्या सांचाला समतोल बल तकां वा समतोल म्हणतात. 

समतोल िा पररणामी बलाच्या पररमाणात समान असतो परां तु तदशेने तवरुद्ध असतो. 

• समतोल असलेली विू तवश्ाांतीवर रािील तकां वा स्तिर वेगाने िालचाल करत रािील. समतोल िा नू्यिनच्या 

गतीच्या पतिल्या तनयमावर आधाररत आिे 

2.3.2 समतोल व्हिती (Equilibrium Conditions): 

• समतोल व्हितीची पटिली व्हिती: बॉडीवर कायय करणाऱया सवय बलाांची बेरीज शून्य आिे: ∑F=0 

• समतोल व्हितीची द सरी व्हिती: बॉडीवर कायय करणाऱया सवय मोमेन्टबेरीज शून्य आिे: ∑M=0 

2.3.3 रोबोटिक्समधे्य वापर: 

• रोबोि, तवशेितः  जे वातावरणाशी सांवाद साधतात तकां वा स्तिर असतात (रोबोतिक आर्म्यसारखे), त्याांना बल 

आतण मोमेन्ट सांतुतलत राितील याची खािी करण्यासाठी समतोल पररस्तिती पूणय करणे आवश्यक आिे. 

• उदािरण: जेव्हा रोबोतिक आमय एखादी विू धरून असते, तेव्हा िाताच्या साांध्याांद्वारे लावण्यात येणारे बल 

विूवर कायय करणाऱया गुरुत्वाकियण बलाचे सांतुलन राखते. अवाांतित पररभ्रमण रोखण्यासाठी प्रते्यक 

साांध्यावरील क्षण देखील सांतुतलत असले पातिजेत. 

2.3.4 समतोलावरील साधे अंकगटणत. 

1) खालील बल प्रणाली समतोलात असण्यासाठी बल P चे पररमाण टनटित करा. 

 

Figure: 2.14: प्रश्न ि 1(Q No 1) 

उत्तर: सांतुलनाच्या पतिल्या अिीनुसार, प्रणाली कै्षततज (सांतुतलत स्तिती) असण्यासाठी, बॉडीवर कायय 

करणाऱया सवय बाह्य बलाांची बेरीज शून्य असावी. येथे, बल उभ्या तदशेने आिेत. म्हणून,∑𝑭𝒀 = 𝟎(↑तदशा 

धन आतण ↓ तदशा ऋण घेऊन,) 

100𝑁 − 60𝑁 − 𝑃 = 0 

𝑃 = 40𝑁 
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2) खालील बल प्रणाली समतोल व्हितीत रािण्यासाठी P आटण Q या बलांचे पररमाण टनटित करा. 

 

Figure: 2.15: प्रश्न ि. 2(Q No 2) 

उत्तर:  

• समतोलाच्या पतिल्या अिीनुसार, प्रणाली आडव्या (horizontal) (सांतुतलत स्तिती) असण्यासाठी, बॉडी वर 

कायय करणाऱया सवय बाह्य बलाांची बेरीज शून्य असावी.  

• 50 N बलाचा उभ्या घिक 50 sin 300 आतण आडव्या (horizontal) घिक 50 cos 300 असतो. 

            50N           50 sin 300 

                  300 

        50 cos 300 

• िोसय P मधे्य उभ्या(vertical) घिक P sin 600 आतण आडव्या (horizontal)  घिक P cos 600आिे. 

                            P sin 600      P 
 

                                   600 

                                                     P cos 600 

 

Figure: 2.16: प्रश्न ि 2चे उत्तर (answer of Q No 2) 

 

प्रकरण १: आडव्या (horizontal)  तदशेने बल. ∑𝐹𝑋 = 0 (→ तदशा धन आतण ← तदशा ऋण घेऊन,) 

P cos 600 + 30 - 50 cos 300 = 0 

0.5 P + 30 – 43.3 =0 

0.5 P = 13.3 

P = 26.6 N 
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प्रकरण 2: उभ्या (Vertical) तदशेने बल.∑𝐹𝑌 = 0 (↑ तदशा धन आतण ↓ तदशा ऋण म्हणून घेऊन,) 

P sin 600 - Q + 50 sin 300   = 0 

26.6 × 0.866 – Q + 25 = 0 

23.04 – Q+ 25 = 0 

Q = 48.04 N 

 

3) खालील आकृतीत दाखवल्याप्रमाणे एक कॅन्टीटलिर बीम लोड केला आिे. बीम आडवा 

ठेवण्यासाठी बीमच्या बाजूने टकती अंतरावर उभ्या बल 'P' ठेवावे? 

 

Figure: 2.17: प्रश्न ि 3 (Q No 3) 

उत्तर:  

• समतोलाच्या दुसऱया स्तितीनुसार, बीम आडवा (सांतुतलत स्तिती) असण्यासाठी, तबजागराच्या 

आसपासच्या मोमेन्टची बेरीज शून्य असावी. . ∑𝑀𝐻𝑖𝑛𝑔𝑒 = 0 

• ‘A’ िा तबजागर आधार आिे आतण ‘x’ िे अांतर आिे जेणेकरून उभ्या बलामुळे बीम आडवा 

रािील. मुक् बॉडी आकृती खाली दशयतवली आिे: 

 

Figure: 2.18: प्रश्न ि 3 चे उत्तर (Answer of Q No 3) 

 

400 × 𝑥 − 300 × 2.5 = 0 

400 × 𝑥 = 750 

𝑥 = 1.875 𝑚 
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4) खालील आकृतीमधे्य एक क्राँ क ABC दाखवला आिे ज्यावर बलांची एक प्रणाली कायथ करते. बल P 

शोधा. 

 

Figure: 2.19: प्रश्न ि 4 (Q No 4) 

उत्तर: 

• समतोलाच्या दुसऱया स्तितीनुसार, िॅं क समतोलात रािण्यासाठी, तबजागर 'B' भोवतीच्या मोमेन्टची 

बेरीज शून्य असावी∑𝑀𝐻𝑖𝑛𝑔𝑒 = ∑𝑀𝐵 = 0 

• 70 kN बलाचा उभ्या घिक 70 sin 300 आतण आडव्या (horizontal)  घिक 70 cos 

300असतोमुक् बॉडी आकृती खाली दशयतवली आिे: 

 

Figure: 2.20: प्रश्न ि 4 चे उत्तर (Answer of Q No 4) 

 

• िॅं क ABC च्या समतोलासाठी,∑𝑀𝐵 = 0 

• येथे, तबजागर B भोवती असलेल्या बलाचा मोमेन्ट िा बलाच्या गुणाकाराच्या बरोबरीचा आिे आतण 

तबजागर B आतण बलाच्या तियेच्या रेिेतील लांब (perpendicular) अांतर आिे. 

• घड्याळाच्या तदशेने तदशा धन (+ve) आतण घड्याळाच्या तवरुद्ध तदशेने तदशा ऋण (-ve) मानून, 

∑𝑀𝐵 = 0 

70 sin 300×  250mm + 70 cos300×  0 – P ×300 mm = 0 

70 × 103  × sin 30 × 250 × 10−3 + 0 = 𝑃 × 300 ×10−3 

P =29166 N=29.17 KN 

 

• िीप: बल 70 cos300 िा तबजागर B च्या तदशेने त्याच तदशेने कायय करत आिे; म्हणून बल 70 

cos300 आतण तबजागर B मधील लांब अांतर (perpendicular distance) 0 आिे. 
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2.4  कें द्रक (centroid) आटण  ग रुत्वाकषथण कें द्र (centre of gravity): संकल्पना, व्याख्या 

• रोबोतिक्समधे्य, कें द्रक (centroid) िे एखाद्या विूचे भौतमततक कें द्र असते, तजथे त्याचे विुमान 

समान रीतीने तवतररत केले जाते. गुरुत्वाकियण कें द्र (CG) िा तबांदू आिे तजथे बॉडीचे एकूण वजन 

कायय करते असे मानले जाऊ शकते. रोबोतिक प्रणाली ांमधे्य सांतुलन आतण स्तिरता सुतनतित 

करण्यासाठी दोन्ही मित्त्वाचे आिेत. 

2.4.1  ग रुत्वाकषथण कें द्र (centre of gravity):  गुरुत्वाकियण कें द्र िा एक तबांदू आिे तजथे बॉडीचे सांपूणय वजन     

कायय करते असे गृिीत धरले जाते, म्हणजेच, ते एक तबांदू आिे तजथे गुरुत्वाकियण बलाचे (वजन) सांपूणय 

तवतरण कें तद्रत केले जाते असे मानले जाते. 

• गुरुत्वाकियण कें द्र िा शब्द सामान्यतः  सवय तितमतीय (three-dimensional) कठोर (rigid)बॉडीसाठी 'G' 

द्वारे दशयतवला जातो. 

• प्रते्यकाचे गुरुत्वाकियणाचे एकच कें द्र असते. 

• रोबोटिक्समधे्य अन प्रयोग: रोबोिना स्तिरता राखण्यासाठी आतण तितपांग िाळण्यासाठी, तडझाइन प्रतियेत 

गुरुत्वाकियण कें द्राचा तवचार केला पातिजे. मोबाईल रोबोि्स तकां वा चालणाऱया रोबोि्समधे्य, रोबोि सांतुतलत 

(balanced) ठेवण्यात गुरुत्वाकियण कें द्र (C.G.) मित्त्वपूणय भूतमका बजावते. गुरुत्वाकियण कें द्र (C.G.) चे 

िान िालचालीसाठी आवश्यक असलेल्या शक्ी आतण रोबोिच्या स्तिरतेवर पररणाम करते. 

2.4.2  कें द्रटबंदू: कें द्रतबांदू िा असा तबांदू आिे तजथे समतल लॅतमनाचे (आकृतीचे) सांपूणय के्षििळ (Area) कायय 

करते असे गृिीत धरले जाते. 

• समतल आकृत्याांमधे्य (जसे की तिकोण, चतुभुयज, वतुयळ इ.) िक् के्षििळ (Area) असते, परां तु विुमान 

(mass) नसते. 

• अशा आकृत्याांच्या के्षििळाच्या कें द्राला कें द्रतबांदू म्हणतात. 

• आकृतीचा कें द्रतबांदू शोधण्याची पद्धत बॉडी च्या गुरुत्वाकियणाचे कें द्र शोधण्यासारखीच असते. 

• रोबोटिक्समधे्य अन प्रयोग: भुजाांसारख्या रोबोतिक घिकाांमधे्य, कें द्रतबांदू विुमानाचे तवतरण आतण 

सांतुलनासाठी कोणत्या तबांदूवर बल लागू करावे िे समजून घेण्यास मदत करतो. रचना सांतुतलत आतण स्तिर 

आिे याची खािी करण्यासाठी रोबोि फे्रम तडझाइन करताना कें द्रतबांदूचा वापर केला जातो. 

सारांश: 

रोबोतिक तसस्टीमची रचना आतण तवशे्लिण करताना अतभयाांतिकी याांतिकीमधील सांकल्पना, ज्यामधे्य स्तिरता 

(Statics), बल (Force), मोमेंि्स (moment), समतोल (Equilibrium), कें द्रक (centroid) आतण गुरुत्वाकियण 

कें द्र(centre of gravity) याांचा समावेश आिे. रोबोि कसा िालचाल करतो, त्याच्या वातावरणाशी कसा सांवाद 

साधतो आतण स्तिरता कशी राखतो िे बल आतण िॉकय  ठरवतात. अतभयाांतिकी याांतिकीमधील तते्त्व लागू करून, 

अतभयांते अशा रोबोतिक तसस्टीम तडझाइन करू शकतात ज्या त्याांच्या ऑपरेशनमधे्य काययक्षम आतण सुरतक्षत दोन्ही 

असतात. 

स्वाध्याय: 

1. अतभयाांतिकी याांतिकी (engineering mechanics) पररभातित करा. त्याचे वगीकरण साांगा. (Define 

engineering mechanics. State its classifications.)  

2. रोबोतिक्सच्या सांदभायत स्तथिरता(Statics) आतण गततशीलतामधे्य (Dynamics) िरक साांगा? 

(Differentiate between statics and dynamics in the context of robotics?) 

3. गततशीलताचे (Dynamics) वगीकरण साांगा आतण स्पष्ट करा. (State and explain the classifications 

of dynamics.) 

4. ररतजड बॉडीची सांकल्पना साांगा. रोबोतिक प्रणाली ांच्या तवशे्लिणात ते का मित्त्वाचे आिे? (Describe the 

concept of a rigid body. Why is it important in the analysis of robotic systems?) 
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5. बाउसनोिेशनचे वणयन करा. (Describe Bow’s notation.) 

6. बल (force) आतण त्याचे एकक (unit) पररभातित करा.( Define a force and its unit.)  

7. बलाची वैतशष्ट्े (Characteristics of Force) सूचीबद्ध करा आतण स्पष्ट करा. िी वैतशष्ट्े रोबोतिक 

गतीवर कसा पररणाम करतात? (List and explain the characteristics of force. How do these 

characteristics impact robotic motion?) 

8. से्कचसि कोप्लानर बलाांची (coplanar forces) प्रणाली स्पष्ट करा. (Explain system of coplanar 

forces with sketch.) 

9. कोप्लानर बल (coplanar forces),कोतलतनयर बल (collinear forces) आतण कााँकरण्टबल 

(Concurrent forces) पररभातित करा. (Define coplanar forces, collinear forces and 

Concurrent forces.) 

10. बलाचा मोमेन्ट (Moment of force) पररभातित करा. त्याचे तचन्ह तनयम दाखवा. (Define Moment of 

force. Show its sign conventions.) 

11. तुमच्या दैनांतदन अनुभवाांमधून दोन उदािरणे द्या तजथे बलाचामोमेन्ट(Moment of force) पररणाम 

समातवष्ट आिे. (Give two examples from your every day experiences where the turning 

effect of force is involved.) 

12. बलाांचा समतोल (equilibrium of forces) पररभातित करा. रोबोि्सच्या तडझाइन आतण ऑपरेशनसाठी 

ते का मित्त्वाचे आिे? (Define the equilibrium of forces. Why is it important for the design 

and operation of robots?)  

13. कोप्लानर कााँकरण्टबल (Concurrent force) प्रणालीसाठी समतोलाच्या तवशे्लिणात्मक पररस्तिती साांगा. 

(State analytical conditions of equilibrium for coplanar con current force system.)  

14. कें द्रक (centroid) आतण गुरुत्वाकियण कें द्रची (centre of gravity) व्याख्या करा. (Define centroid 

and centre of gravity.) 

15. कें द्रक (centroid) आतण गुरुत्वाकियण कें द्र (centre of gravity)याांच्यात िरक करा. (Differentiate 

between centroid and Center of gravity.) 

16. आकृतीमधे्य दाखवल्याप्रमाणे आडव्या (horizontal) बल P 100 N चे वजन समतोल राखतो. तार Q 

मधील ताण शोधा आतण पररमाण P शोधा. (A horizontal force P as shown in fig keeps the weight 

of 100 N in equilibrium. Find magnitude P and tension in the string T.) 

 

Figure: 2.21:प्रश्न ि. 12 (Q No 12) 

17. रोबोतिक आमयमधे्य, जर तपव्होिपासून 0.2 मीिर अांतरावर जोडणीवर लावलेले बल   50 N असेल, तर 

जोडणी वर कोणता मोमेन्ट असेल? (In a robotic arm, if the force applied to a joint is 50 N at a 

distance of 0.2 meters from the pivot, what is the moment at the joint?) 
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य टनि 3 

रोबोशिक्स मधे्य वापरले जाणारे िर ान्सफॉरमेशन्स  

Transformations used in Robotics 

 

टवषय टनष्पत्ती (Course Outcome): रोबोशिक्स मधे्य वापरल्या जाणाऱ्या िर ान्सफॉरमेशन्सचा अर्थ लावा. 

Interpret the transformations used in robotics 

घिक टनष्पत्ती (Theory Learning Outcomes). 

3.1   कायनेमॅतिक्सचे मित्त्व साांगणे. 

       State the significance of kinematics 

3.2  तवतवध अक्षाांबद्दल रोिेशन मॅतिि क्सची गणना करणे  

       Calculate rotation matrices about various axes 

3.3  रोबोि मॅतनपुलेिरच्या तदलेल्या फे्रमचे कॉतडयनेि्स िि ान्सिॉमेशन मॅतिि क्स आतण एचिीएमची गणना  

        करणे. 

        Calculate the coordinate transformation matrix and HTM of a given frame of robot  

        manipulator 

3.4  रोबोि मॅतनपुलेिरच्या तदलेल्या फे्रमच्या DH पॅरामीिसयची गणना करणे  

      Calculate the DH parameters of a given frame of robot manipulator  

3.5 रोबोि मॅतनपुलेिरच्या तदलेल्या DH फे्रममधील िि ान्सिॉमेशनची गणना करणे 

       Calculate the transformation between the given DH frames of robot manipulator 

परीचय:  

रोबोि मॅतनपुलेिरमधे्य साांध्याांद्वारे जोडलेल्या अनेक दुव्याांचे बनलेले असते. बेसच्या सांदभायत एां ड-इिेक्टरचे िान 

आतण त्याचे तनयांिण करण्यासाठी , त्याचे ओररां िेशन शोधण्यासाठी, एां ड-इिेक्टर आतण बेसशी सांलग्न कॉतडयनेि्स 

फे्रममधील सांबांध शोधणे आवश्यक आिे. यासाठी, प्रते्यक जॉइांिवर कोऑतडयनेि तसस्टर्म् असाइन केली जातात. 

रोबोतिक्समधे्य मुख्य रूपाने वापरल्या जातात, िि ान्सलेशन (त्या तवतशष्ट अक्षावर तकां वा तदशा/रेिेवर िोणारी गती) 

आतण रोिेशन (ओररएां िेशनमधील बदल), िे एकतित करून "िोमोतजतनयस िि ान्सिॉमेशन मॅतिि सेस" मधे्य दशयवले 

जातात, ज्याद्वारे रोबोिच्या एां ड-इिेक्टरच्या स्तिती आतण ओररएां िेशनची गणना केली जाते. िे 3D से्पसमधील 

तवतवध कोऑतडयनेि तसस्तस्टर्म्द्वारे रोबोिच्या एां ड-इिेक्टरचे िान आतण ओररएां िेशन शोधण्यासाठी मित्त्वाचे आिे; 

िे मोशन पॅ्लतनांग आतण तनयांिणासाठी अत्यांत आवश्यक आिे. 

3.1  कायनेमॅटिक्स:  
िे डायनॅतमक्सची  एक शाखा आिे, ज्यात िालचालीचा अभ्यास केला जातो, परां तु त्यासाठी कारणीभूत 

असलेल्या शक्ीांचा तवचार केला जात नािी. रोबोतिक आमयच्या कायमेतिक्सचा अथय त्याच्या िलचाली ांचा 

अभ्यास आतण त्याच्या जॉइांि पॅरामीिसयच्या आतण एां ड-इिेक्टरच्या स्तिती आतण ओररएां िेशन  याांच्यातील 

सांबांधाचा अभ्यास आिे. 

3.1.1  कायमेटिक्सचे मित्त्व:  

रोबोिचे तनयांिण करण्यासाठी, जॉइांि्सच्या िालचाली (इनपुि) आतण एां ड-इिेक्टरच्या िालचाली 

(आउिपुि) यामधील सांबांध जाणून घेणां आवश्यक आिे, कारण जॉइांि्सच्या िालचालीच्याच तनयांिणामुळे 

एां ड-इिेक्टरच्या िालचाली िोतात. 
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एां ड-इिेक्टरला बेसच्या सांदभायत तनयांतित करण्यासाठी, एां ड-इिेक्टरची स्तिती आतण ओररएां िेशन बेसच्या 

सांदभायत शोधणे आवश्यक आिे. 

यासाठी, एां ड-इिेक्टर आतण बेसला जोडलेल्या कोऑतडयनेि फे्रर्म्मधील सांबांध शोधणे आवश्यक आिे. 

िे सांबांध सवय तलांक्सला जोडलेल्या कोऑतडयनेि फे्रर्म्मधून तमळालेल्या कोऑतडयनेि िि ान्सिॉमेशन्स (उदा. 

िि ान्सलेशन + रोिेशन) द्वारे प्राप्त करता येतात, ज्यामुळे प्रते्यक फे्रममधून एक सांपूणय रूपरेिा तयार केली 

जाते. 

कायमेतिक्समधे्य रोबोिच्या तवतवध तलांक्सना जोडलेल्या कोऑतडयनेि फे्रर्म्मधील िि ान्सिॉमेशन्स करणे 

आवश्यक आिे. 

या उदे्दशाने, ररतजड (कठोर शरीराची) स्तिती आतण ओररएां िेशन वणयन करणाऱया पद्धती त्या पुढील 

फे्रर्म्मधील कोऑतडयनेि िि ान्सिॉमेशन्स तमळवण्यासाठी उपयोगी ठरतात. 

3.1.2  रोबोटिक्समधील  कोऑटडथनेि टसस्टम आटण फे्रम्स: संदिथ आटण बॉडीफे्रम्स  

• रोबोतिक्समधे्य, समन्वय प्रणाली म्हणजे एक अक्षाांचा सांच जो तदलेल्या जागेत रोबोिच्या घिकाांची स्तिती 

आतण ओररएां िेशन पररभातित करण्यासाठी वापरला जातो. 

• िे रोबोिच्या पयायवरणामधे्य िलचाल आतण िान वणयन करण्यासाठी सांदभय तबांदू आिे. 

• एक फे्रम म्हणजे रोबोिमधे्य समन्वय प्रणालीची व्याख्या. िे ठरवते की ते जागेत कुठे आिे आतण त्याच्या 

आजुबाजुच्या मित्त्वाच्या विूांचे तकां वा के्षिाांचे िान रोबोिच्या तुलनेत कसे आिे. 

• शरीराची स्तिती आतण ओररएां िेशन ओळखण्यासाठी (उदािरणाथय, त्याची 'पोझ' तकां वा 'कॉस्तिगरेशन'), 

एक स्तिर सांदभय समन्वय प्रणाली िातपत केली जाते, जी 'तिक्स्ड फे्रम' तकां वा सांदभय फे्रम म्हणून ओळखली 

जाते. िे एक स्तिर समन्वय प्रणाली आिे, ज्यावरून िानाांतरणे आतण तिरवणां आधाररत असतात. 

• ‘U’ म्हणजे सावयतिक समन्वय प्रणाली तकां वा तिक्स्ड सांदभय समन्वय प्रणाली आतण त्याचे अक्ष आिेत x_u, 

y_u आतण z_u, जे एकमेकाांपासून स्वतांि आतण परस्पर लाांब असतात. 

• ‘B’ म्हणजे शरीर समन्वय प्रणाली, जी िलणायाय शरीराला जोडलेली असते आतण त्याचे अक्ष आिेत x_b, 

y_b आतण z_b. 

Figure:3.1 
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3.1.3  3D जागेत ररटजड पोझ (व्हिती आटण ओररएंिेशन) त्याच्या िान आटण ओररएंिेशन  

3D अवकाशातील विूचे िान स्तिती (तकां वा सांिमण) आतण तदशातनदेशन (Orientation) तकां वा 

पररभ्रमण (or rotation) मूल्याांद्वारे तनतदयष्ट केले जाऊ शकते. 3D अवकाशात दशयवायची विू तवचारात 

घ्या. त्यासाठी ततची स्तिती आतण तदशातनदेशन तवचारात घेतले पातिजे. 

‘U’ युतनव्हसयल कोऑतडयनेि तसस्टम तकां वा तिक्स रेिेररन्स कोऑतडयनेि तसस्टम दशयवते आतण  ततच्या 

अक्ष  Xu,Yu व Zu  या स्वतांि आतण एकमेकाांना समकोण असतात. 

‘B’ एखाद्या विूची बॉडी कोऑटडथनेि टसस्टम दशयवते आतण ततच्या अक्ष Xb, Yb व Zb  असतात. 

3D अवकाशात विूच्या तवतशष्ट स्तितीचे प्रतततनतधत्व करण्यासाठी, विूवरील तबांदू Q तवचारात घ्या आतण 

त्यास X, Y व Z  अक्षाांवर िलवा. िी पोतझशन कोऑटडथनेि टसस्टम असेल आतण यासाठी तीन पॅरामीिसय 

आवश्यक असतात. Figure: 3.2 चा सांदभय घ्या. 

तदशातनदेशन(Orientation) तकां वा पररभ्रमण (or rotation) तवचारात घेण्यासाठी, X अक्षाभोवती 

पररभ्रमण, Y अक्षाभोवती पररभ्रमण आतण Z अक्षाभोवती पररभ्रमण तवचारात घ्यावे लागते. िी 

तदशातनदेशन कोऑटडथनेि टसस्टम असेल आतण यासाठी तीन पॅरामीिसय आवश्यक असतात. 

म्हणून, 3D अवकाशात विूचे प्रतततनतधत्व करण्यासाठी एकूण सिा पॅरामीिसय आवश्यक असतात. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure:3.2 

अवकाशातील एखाद्या ररतजड बॉडीची स्तिती, त्या बॉडीवरील तबांदू Q ची पोतझशन सांदभय प्रणाली U च्या 

उगमाच्या सांदभायतील स्तिती म्हणून व्यक् केली जाते. 

कोणत्यािी गतीशील ररतजड बॉडीवरील तबांदू Q ची स्तिती युतनव्हसयल रेिेररन्स फे्रम ‘U’ च्या तुलनेत 

दशयवण्यासाठी, त्या तबांदूला उगमापासून X अक्ष, Y अक्ष आतण Z अक्षाांवर िलवावे. त्यामुळे तबांदू Q ला 

ठरातवक तनदेशाांक प्राप्त िोतील. िी स्तिती समाक्ष प्रणाली असेल. 

तबांदू Q ला दशयवण्यासाठी त्याचे वेक्टर वापरले जाते, जे पोतझशन वेक्टर तकां वा 3D कािेतशयन वेक्टर 

असते. िे एक 3X 1 मॅतिि क्स असते. 

𝑄̅ = [

𝑞𝑋

𝑞𝑌

𝑞𝑍

] 

 

3.2  पररभ्रमण म्यािर ायसेस (Rotation matrices): टदशाटनदेशनाचे प्रटतटनटधत्व, रोल (Roll), 

टपच(pitch), यॉ (yaw) 

3D अवकाशात ररतजड बॉडीच्या तदशातनदेशन / पररभ्रमणाचे प्रतततनतधत्व करण्यासाठी दोन कोऑतडयनेि 

फे्रम तवचारात घ्या. त्यापैकी एक मुख्य तकां वा युतनव्हसयल कोऑतडयनेि फे्रम ‘U’ आिे, आतण दुसरी ररतजड 

बॉडीशी सांलग्न असलेली कोऑतडयनेि फे्रम ‘B’ आिे. ररतजड बॉडी स्तिर रेिेररन्स फे्रम च्या तुलनेत 

गतीशील असते. 
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अवकाशातील ररतजड बॉडीचे तदशातनदेशन कोऑतडयनेि फे्रम ‘B’ च्या युतनि वेक्टर घिकाांच्या रूपात 

व्यक् केले जाते. 

रोल (Roll):. रोल िा ररतजड बॉडीच्या Z अक्षाभोवती िोणारे पररभ्रमण आिे. 

तपच (Pitch):. तपच िा ररतजड बॉडीच्या x अक्षाभोवती िोणारा पररभ्रमण आिे. 

यॉ (Yaw): यॉ िा ररतजड बॉडीच्या y अक्षाभोवती (वर तदशेकडे तनदेतशत) िोणारा पररभ्रमण आिे. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure:3.3 

उड्डाण करताना एखादे टवमान तीन पररमाणांमधे्य मोकळे पररभ्रमण करू शकते: 

• यॉ (Yaw): वरून खाली जाणाऱया अक्षाभोवती पररभ्रमण, ज्यामधे्य तवमानाचा नाक डावीकडे तकां वा 

उजवीकडे तिरते. 

• तपच (Pitch): पांखापासून पांखाकडे जाणाऱया अक्षाभोवती पररभ्रमण, ज्यामधे्य तवमानाचे नाक वर तकां वा 

खाली जाते. 

• रोल (Roll): नाकापासून शेपिाकडे जाणाऱया अक्षाभोवती पररभ्रमण, ज्यामधे्य तवमान एका बाजूला झुकते. 

3.2.1  Z अक्षािोवती प्रार्टमक पररभ्रमण मॅटिरक्स: Z अक्षािोवती अाँिीक्लॉकवाईस (Anticlockwise)  

            टदशेने पररभ्रमणासाठी मॅटिरक्स द्वारे टदलेले समीकरण: 

ररतजड बॉडीच्या अवकाशातील तदशातनदेशनाचे प्रतततनतधत्व बॉडी फे्रम B च्या युतनि वेक्टर घिकाांच्या 

स्वरूपात केले जाते, जे कोऑतडयनेि फे्रमच्या X, Y आतण Z अक्षाांवर तनदेतशत असतात आतण एका 

रेिेररन्स फे्रम च्या तुलनेत तनधायररत केले जातात. 

िे पुढीलप्रमाणे वु्यत्पन्न केले जाते: 

एका   समान उगम असलेल्या दोन कोओडीनेि फे्रर्म् तवचारात घ्या. त्यापैकी एक म्हणजे स्तिर तकां वा 

युतनव्हसयल कोओडीनेि फे्रम ‘U’, ज्याचे अक्ष X, Y आतण Z आतण उगम O आिे. दुसरी म्हणजे ररतजड 

बॉडीची कोओडीनेि फे्रम ‘B’, ज्याची अके्ष x₁, y₁ आतण z₁ आिेत. 

िी ररतजड बॉडी स्तिर सांदभय फे्रमच्या तुलनेत गतीमधे्य आिे. 

ररतजड बॉडीवरील Q या कोणत्यािी तबांदूचा तवचार करा. याचे युतनव्हसयल  कोओडीनेि फे्रम ‘U’ मधील X, 

Y आतण Z अक्षाांवरील कोओडीनेि qₓ, qᵧ आतण q_z आिेत, ज्याचे सतदश (Vector) स्वरूप Q𝑈 असे 

दशयवले जाते. 

 

𝑄̅𝑈 = [

𝑞𝑋

𝑞𝑌

𝑞𝑍

], …….. eqn. 1 

तबांदू Q चे बॉडी कोओडीनेि फे्रम ‘B’ मधील x₁, y₁ आतण z₁ अक्षाांवरील तनदेशाांक qₓ₁, qᵧ₁ आतण q_z₁ 

आिेत, ज्याचे सतदश (Vector) स्वरूप  𝑄̅𝐵असे दशयवले जाते. .  So, 
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𝑄̅𝐵 = [

𝑞𝑋1

𝑞𝑌1

𝑞𝑍1

],…….. eqn. 2 

 

स्तिर कोओडीनेि फे्रम ‘U’ मधील तबांदू Q चे कोओडीनेि qₓ, qᵧ आतण q_z खालीलप्रमाणे शोधता येतात: 

𝑞𝑋  = 𝑂𝐵 = 𝐸𝑄, 𝑞𝑌 = 𝑂𝐸 = 𝑄𝐵 

 

 
 

Figure:3.4 

समजा बॉडी कोओडीनेि फे्रम ‘B’ िी स्तिर फे्रमच्या Z अक्षाभोवती θ कोनाने अाँिीक्लॉकवाइझ   

(Anticlockwise) तिरवली आिे. म्हणून, z₁ अक्ष िा Z अक्षासारखाच रािील, परां तु x₁ अक्ष X पासून 

वेगळा असेल आतण y₁ अक्ष Y पासून वेगळा असेल. 

बॉडी कोओडीनेि फे्रम ‘B’ मधील तबांदू Q चे तनदेशाांक qₓ₁, qᵧ₁ आतण q_z₁ खालीलप्रमाणे शोधता येतात: 

 

Figure:3.5 

 

कोन θ साठी OCD या तिकोणाचा तवचार करा 

𝑠𝑖𝑛 𝜃 =
𝐷𝐶

𝑂𝐷
=

𝐷𝐶

𝑞𝑥1
,    𝐷𝐶 = 𝑞𝑥1𝑠𝑖𝑛 𝜃   ,   𝑐𝑜𝑠 𝜃 =

𝑂𝐶

𝑂𝐷
=

𝑂𝐶

𝑞𝑥1
,    𝑂𝐶 = 𝑞𝑥1𝑐𝑜𝑠 𝜃 

कोन θ साठी AQD या तिकोणाचा तवचार करा. 

𝑠𝑖𝑛 𝜃 =
𝐴𝐷

𝑄𝐷
=

𝐴𝐷

𝑞𝑦1
,    𝐴𝐷 = 𝑞𝑦1𝑠𝑖𝑛 𝜃   ,   𝑐𝑜𝑠 𝜃 =

𝐴𝑄

𝑄𝐷
=

𝐴𝑄

𝑞𝑦1
,    𝐴𝑄 = 𝑞𝑦1𝑐𝑜𝑠 𝜃 

तबांदू Q चे दोन्ही कोओडीनेि फे्रर्म् (U आतण B) मधील सांबांध पुढीलप्रमाणे आिेत: 

𝑞𝑋  = 𝑂𝐵 = 𝑂𝐶 − 𝐵𝐶 
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Therefore, 

𝑞𝑋  = 𝑞𝑥1 cos 𝜃 − 𝑞𝑦1 sin 𝜃 + 𝑞𝑧1   × 0 

(note:  z coordinate is zero since the rotation is about Z axis.) 

Similarly,  

𝑞𝑌  = 𝑄𝐵 = 𝐴𝐵 + 𝐴𝑄 = 𝐶𝐷 + 𝐴𝑄 

Therefore, 

𝑞𝑌  = 𝑞𝑥1 sin 𝜃 + 𝑞𝑦1 cos 𝜃 + 𝑞𝑧1   × 0 

(Note:  z coordinate is zero since the rotation is about Z axis.) 

 Similarly,  

 𝑞𝑍  = 𝑞𝑥1  × 0 + 𝑞𝑦1  × 0 + 𝑞𝑧1   × 1 

(note: x & y coordinates are 0 and  z coordinate is 1 since the rotation is about Z axis.) 

वरील समीकरणे मॅतिि क्स स्वरूपात रूपाांतररत केल्यास 

[

𝑞𝑋

𝑞𝑌

𝑞𝑍

] = [
𝑐𝑜𝑠𝜃 −𝑠𝑖𝑛𝜃 0
𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 0
0 0 1

] [

𝑞𝑥1

𝑞𝑦1

𝑞𝑧1

] 

वरील मॅतिि क्स  समीकरण पुढीलप्रमाणे तलतिता येते: 𝑄̅𝑈 = 𝑅(𝑍,̅  𝜃) × 𝑄̅𝐵 

तर, θ कोनाने Z अक्षाभोवती तिरणे मॅतिि क्स 𝑅(𝑍,̅ 𝜃) द्वारे तदले जाते: 

𝑅(𝑍,̅ 𝜃) = [
𝑐𝑜𝑠𝜃 −𝑠𝑖𝑛𝜃 0
𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 0
0 0 1

] 

  

3.2.2  प्रार्टमक पररभ्रमण मॅटिरक्स – X अक्षािोवती: 

X अक्षाभोवती अाँिीक्लॉकवाईस (Anticlockwise) पररभ्रमण करणारे मॅतिि क्स खालीलप्रमाणे आिे: 

𝑅(𝑋,̅  𝜃) = [
1 0 0
0 𝑐𝑜𝑠𝜃 −𝑠𝑖𝑛𝜃
0 𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃

] 

येथे, X अक्षाशी सांबांतधत पांक्ी आतण िांभ अपररवततयत आिेत, याचा अथय असा की X अक्षाच्या तदशेने 

असलेले कोणतेिी वेक्टर बदलत नािीत. 

3.2.3  प्रार्टमक पररभ्रमण मॅटिरक्स – Y अक्षािोवती: 

Y अक्षाभोवती तवरोधी तदशेने (Anticlockwise) पररभ्रमण करणारे मॅतिि क्स खालीलप्रमाणे आिे: 

Rot (𝑌,̅ 90) = [
𝑐𝑜𝑠𝜃 0 𝑠𝑖𝑛𝜃

0 1 0
−𝑠𝑖𝑛𝜃 0 𝑐𝑜𝑠𝜃

] 

येथे, Y अक्षाशी सांबांतधत पांक्ी आतण िांभ अपररवततयत आिेत, याचा अथय असा की Y अक्षाच्या तदशेने 

असलेले कोणतेिी वेक्टर बदलत नािीत. 

वरील सांकल्पना खालीलप्रमाणे OSS 6.1, 6.2, 6.3 द्वारा पडताळल्या जातात. 

स्वाध्याय: 

1. जर मॅतनपु्यलेिरचे Y अक्षाभोवती 90 अांशाने तिरवले असेल, तर Root ((Y,) ̅90) काढा. 

(If the rotation about Y Axis is by an angle 90 degree  then find out  Rot (𝑌,̅ 90) ) 

Rot (𝑌,̅ 90) = [
𝑐𝑜𝑠𝜃 0 𝑠𝑖𝑛𝜃

0 1 0
−𝑠𝑖𝑛𝜃 0 𝑐𝑜𝑠𝜃

] = [
𝑐𝑜𝑠90 0 𝑠𝑖𝑛90

0 1 0
−𝑠𝑖𝑛90 0 𝑐𝑜𝑠90

] 
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= [
0 0 1
0 1 0

−1 0 0
] 

3.3  कोऑटडथनेि रूपांतरण (Coordinate Transformation) 

कोऑतडयनेि रूपाांतरण म्हणजे एका शरीरास जोडलेल्या समाक्ष प्रणालीच्या स्तितीत व तदशातनदेशनात बदल 

िोणे. 

• रोबोि मॅतनपु्यलेिरमधे्य अनेक साांधे असतात जे तलांकद्वारे जोडलेले असतात. 

• एां ड-इिेक्टरच्या स्तिती आतण तदशातनदेशन शोधण्यासाठी, बेसशी त्याचे नाते शोधणे आवश्यक असते. 

• प्रते्यक तलांकला जोडलेल्या कोऑतडयनेि प्रणाली ांमधे्य कोऑतडयनेि रूपाांतरण करून पूणय वणयन करता येते. 

तवतभन्न कोऑतडयनेि फे्रर्म्मधून िलण्यासाठी, 'समन्वय रूपाांतरण' वापरले जातात, जे एका फे्रर्म् मधील  

तबांदूची  पोतझशन आतण ओररएां िेशन दुसऱया फे्रर्म्च्या तुलनेत गणनात्मक पद्धतीने काढण्यासाठी वापरले 

जातात. कोऑतडयनेि रूपाांतरणे मॅतिि क्स आतण वेक्टर तियाांद्वारे केली जातात 

कोऑतडयनेि रूपाांतरण समीकरणे  

िे दोन ररतजड बॉडीच्या कोऑतडयनेि फे्रर्म्मधील सांबांध आिे, जे युतनव्हसयल  रेिेरेंन्स  कोऑतडयनेि फे्रम U 

आतण बॉडी कोऑतडयनेि फे्रम B आिे.   

रोबोि मॅतनपुलेिरच्या प्रते्यक जॉइांिची स्वतः ची रेिरन्स फे्रम असते ज्याचे स्वतः चे ओररतजन  आतण युतनि 

वे्हक्टर फे्रमच्या X,Y,Z अक्षाांसि तनदेतशत करतात. 

अांतराळातील कोऑतडयनेि फे्रम B असलेल्या ररतजड बॉडीची स्तिती तनतित कोऑतडयनेि फे्रम, U च्या 

ओररतजन O च्या सांदभायत बॉडीवरील योग्य तबांदू Q च्या स्तितीनुसार व्यक् केली जाते. 

अांतराळातील ररतजड बॉडीचे ओररएां िेशन त्याच्या बॉडीफे्रमच्या युतनि वेक्टर, B , तनतित फे्रम U 

घिकाांनुसार व्यक् केले जाते. 

U आतण B या दोन  कोऑतडयनेि फे्रममधील सांबांध खालीलप्रमाणे दशयतवला आिे: 

[𝑄̅𝑈

1
] = [ 𝑅𝐵

𝑈 𝑡𝐵̅
0 1

] [𝑄̅𝐵

1
] 

िि ान्सलेशन  आतण रोिेशन नुसार वरील समीकरण िे 'कोऑतडयनेि पररवतयन' दशयवते, तबांदू Q च्या  ररतजड 

बॉडीपासून फे्रम B पासून स्तिर फे्रम, U पयंत िलवते. त्यावरून t ̅_B फे्रम  िे  िि ान्सलेशन   दशयतवणारा 

पोतझशन वेक्टर  तमळाला आिे. 

𝑡𝐵̅ = [

𝑡𝑥
𝑡𝑦
𝑡𝑧

] , 𝑄̅𝑈 = [

𝑞𝑋

𝑞𝑌

𝑞𝑍

] , 𝑄̅𝐵 = [

𝑞𝑥1

𝑞𝑦1

𝑞𝑧1

] 

[ 𝑅𝐵
𝑈 𝑡𝐵̅
0 1

] मॅतिि क्स िे िोमोतजतनअस  िि ान्सलेशन मॅतिि क्स (HTM) आिे 

 

3.3.1  िोमोटजटनअस  िर ान्सलेशन मॅटिरक्स (HTM) 

िोमोतजतनअस  िि ान्सलेशन मॅतिि क्स (HTM) िे मॅतिि क्स जे तनतित (fix ) फे्रमच्या सांदभायत मुख्य भागाशी 

सांलग्न फे्रमचे िि ान्सलेशन  आतण रोिेशन  दोन्ही दशयवते. 

िोमोतजतनअस  िि ान्सलेशन मॅतिि क्स (HTM) T 

𝑇 = [ 𝑅𝐵
𝑈 𝑡𝐵̅
0 1

] = [

𝑟11 𝑟12 𝑟13 𝑡𝑥
𝑟21 𝑟22 𝑟23 𝑡𝑦
𝑟31 𝑟32 𝑟33 𝑡𝑧
0 0 0 1

] 

फे्रम B फे्रमचे  U च्या रेिेरन्सने िोणारे रोिेशन: 
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𝑅𝐵
𝑈 = [

𝑟11 𝑟12 𝑟13

𝑟21 𝑟22 𝑟23

𝑟31 𝑟32 𝑟33

] 𝑡𝐵̅ = [

𝑡𝑥
𝑡𝑦
𝑡𝑧

] 

श द्ध िर ान्सलेशनासाठी HTM 

कोणतेिी रोिेशन नसताना शुद्ध िि ान्सलेशनासाठी आतण िि ान्सलेशन नसताना शुद्ध रोिेशनसाठी HTM 

तमळवता येते. शुद्ध रोिेनासाठी HTM (कोणतेिी िि ान्सलेशन नसताना) 

𝑇 = [ 𝑅𝐵
𝑈 𝑡𝐵̅
0 1

] 

िि ान्सलेशन तशवाय रोिेशन X अक्षावर असल्यास, HTM  असे असेल: 

𝑇 𝑓𝑜𝑟 𝑅𝑜𝑡(𝑥, 𝜃) = [

1 0 0 0
0 𝑐𝑜𝑠𝜃 −𝑠𝑖𝑛𝜃 0
0 𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 0
0 0 0 1

] 

𝑇 𝑓𝑜𝑟 𝑅𝑜𝑡(𝑦, 𝜃) = [

𝑐𝑜𝑠𝜃 0 𝑠𝑖𝑛𝜃 0
0 1 0 0

−𝑠𝑖𝑛𝜃 0 𝑐𝑜𝑠𝜃 0
0 0 0 1

] 

𝑇 𝑓𝑜𝑟 𝑅𝑜𝑡(𝑍, 𝜃) = [

𝑐𝑜𝑠𝜃 −𝑠𝑖𝑛𝜃 0 0
𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

] 

शुद्ध िि ान्सलेशनासाठी HTM (कोणतेिी रोिेशन नसताना) 

𝑇 = [
𝐼 𝑡𝐵̅
0 1

] ,Where  𝐼 = 𝐼𝑑𝑒𝑛𝑡𝑖𝑡𝑦 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥 

रोिेशन तशवाय जर िि ान्सलेशन X अक्षावर असल्यास, HTM  असे असेल: 

𝑇  𝑎𝑙𝑜𝑛𝑔 𝑋 𝑎𝑥𝑖𝑠 = [

1 0 0 𝑡𝑥
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

] 

त्याचप्रमाणे, 

𝑇  𝑎𝑙𝑜𝑛𝑔 𝑌 𝑎𝑥𝑖𝑠 = [

1 0 0 0
0 1 0 𝑡𝑦
0 0 1 0
0 0 0 1

] 

𝑇  𝑎𝑙𝑜𝑛𝑔 𝑍 𝑎𝑥𝑖𝑠 = [

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 𝑡𝑧
0 0 0 1

] 

वर नमूद केलेला तसद्धाांत LLO 7.1, 7.2, 7.3 द्वारे OSS वापरून सत्यातपत केला आिे 

3.3.2   सोडवलेली उदािरणे :  

1. फे्रम B मधील Q तबांदूसाठी िि ान्सलेशन न करता युतनव्हसयल कोऑतडयनेि तसस्टीमच्या Z अक्षासि 

90 अांशाने तिरण्यासाठी HTM शोधा. (Find out the HTM for rotation by 90 degree along 

Z axis of the Universal coordinate system without translation for a point Q in frame 

B ) 
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𝑇 𝑓𝑜𝑟 𝑅𝑜𝑡(𝑍, 90) = [

𝑐𝑜𝑠90 −𝑠𝑖𝑛90 0 0
𝑠𝑖𝑛90 𝑐𝑜𝑠90 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

] = [

0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

] 

2. फे्रम B मधील Q तबांदूसाठी रोिेशन न करता युतनव्हसयल कोऑतडयनेि तसस्टीमच्या Y अक्षासि 4 

युतनि्सद्वारे िि ान्सलेशनासाठी HTM शोधा (Find out the HTM for translation by 4 units  

along Y axis of the Universal coordinate system without rotation for a point Q in 

frame B ) 

𝑇 𝑎𝑙𝑜𝑛𝑔 𝑌 𝑎𝑥𝑖𝑠 = [

1 0 0 0
0 1 0 4
0 0 1 0
0 0 0 1

] 

3. फे्रम B िे युतनव्हसयल कोऑतडयनेि तसस्टीमच्या X अक्षाभोवती 90 अांशाांनी तिरवले जाते आतण नांतर 

िि ान्सलेशनतशवाय Z अक्षाभोवती 90 अांशाांनी तिरवले जाते. HTM शोधा (A frame B is rotated 

about the X axis of the Universal coordinate system by 90 degrees and then about 

the Z axis by 90 degrees without translation. Find out HTM) 

𝐻𝑇𝑀 = [

0 −1 0 0
0 0 −1 0
1 0 0 0
0 0 0 1

] 

 

𝑅(𝑋, 90)𝑅(𝑍, 90) = [
1 0 0
0 𝑐𝑜𝑠90 −𝑠𝑖𝑛90
0 𝑠𝑖𝑛90 𝑐𝑜𝑠90

] [
𝑐𝑜𝑠90 −𝑠𝑖𝑛90 0
𝑠𝑖𝑛90 𝑐𝑜𝑠90 0

0 0 1
] 

 

[
1 0 0
0 0 −1
0 0 0

] [
0 −1 0
1 0 0
0 0 1

] = [
0 −1 0
0 0 −1
1 0 0

] 

 

𝐻𝑇𝑀 = [

0 −1 0 0
0 0 −1 0
1 0 0 0
0 0 0 1

] 

 

4. एक फे्रम B िे युतनव्हसयल कोऑतडयनेि तसस्टीमच्या X अक्षावर िि ान्सलेशनतशवाय 90 अांशाांनी 

तिरवले जाते. B मधील Q तबांदूची स्तिती [10 2 8]T ने तदली आिे. 𝑄̅𝑈शोधा. (A frame B is 

rotated about the X axis of the Universal coordinate system by 90 degrees without 

translation. Let the position of a point Q in B is given by [10  2  8]T . Find out  𝑄̅𝑈 

[𝑄̅𝑈

1
] = [ 𝑅𝐵

𝑈 𝑡𝐵̅
0 1

] [𝑄̅𝐵

1
] 

 

𝐻𝑇𝑀 = 𝑇 = [ 𝑅𝐵
𝑈 𝑡𝐵̅
0 1

] 

 

𝑅𝐵
𝑈 = 𝑅(𝑋, 90) = [

1 0 0
0 𝑐𝑜𝑠90 −𝑠𝑖𝑛90
0 𝑠𝑖𝑛90 𝑐𝑜𝑠90

] = [
1 0 0
0 0 −1
0 1 0

] 
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[𝑄̅𝐵

1
] = [

10
2
8
1

] [
𝑡𝐵̅
1

] = [

0
0
0
1

] 

 

𝑇 =  [

1 0 0 0
0 0 −1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

] 

 

[𝑄̅𝑈

1
] =  [

1 0 0 0
0 0 −1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

] [

10
2
8
1

] = [

10
−8
2
1

] 

 

5. फे्रम B चे भािाांतर युतनव्हसयल कोऑतडयनेि तसस्टीमच्या Z अक्षासि 10 युतनि्सने रोिेशनतशवाय 

केले जाते. B मधील Q तबांदूची स्तिती [0 5 3] T ने तदली आिे. 𝑄̅𝑈 शोधा.(A frame B is translated 

along the Z axis of the Universal coordinate system by 10 units without rotation. 

Let the position of a point Q in B is given by [0 5 3] T. Find out  𝑄̅𝑈 

[𝑄̅𝑈

1
] = [ 𝑅𝐵

𝑈 𝑡𝐵̅
0 1

] [𝑄̅𝐵

1
] 

 

𝐻𝑇𝑀 = 𝑇 = [ 𝑅𝐵
𝑈 𝑡𝐵̅
0 1

] 

 

𝑅 𝑓𝑜𝑟 𝑛𝑜 𝑟𝑜𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 = [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] , [
𝑡𝐵̅
1

] = [

0
0
10
1

] 

 

For no rotation, 𝑇 =  [

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 10
0 0 0 1

] 

 

[𝑄̅𝐵

1
] = [

0
5
3
1

] 

 

[𝑄̅𝑈

1
] =  [

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 10
0 0 0 1

] [

0
5
3
1

] = [

0
5
13
1

] 
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6. फे्रम B िे युतनव्हसयल कोऑतडयनेि तसस्टीमच्या X अक्षावर 90 अांशाांनी तिरवले जाते आतण Xu, Yu 

आतण Zu सोबत अनुिमे 1, 2 आतण 1 युतनिने भािाांतररत केले जाते. B मधील Q तबांदूची स्तिती [1 

2 3] T ने तदली आिे. 𝑄̅𝑈 शोधा (A frame B is rotated about the X axis of the Universal 

coordinate system by 90 degrees and translated along Xu, Yu and Zu by 1, 2 and 

1 unit(s), respectively. Let the position of a point Q in B is given by [1 2 3] T. Find 

out  𝑄̅𝑈) 

 

[𝑄̅𝑈

1
] = [ 𝑅𝐵

𝑈 𝑡𝐵̅
0 1

] [𝑄̅𝐵

1
] 

 

𝐻𝑇𝑀 = 𝑇 = [ 𝑅𝐵
𝑈 𝑡𝐵̅
0 1

] 

 

𝑅 = 𝑅(𝑋, 90)𝐵
𝑈 = [

1 0 0
0 𝑐𝑜𝑠90 −𝑠𝑖𝑛90
0 𝑠𝑖𝑛90 𝑐𝑜𝑠90

] = [
1 0 0
0 0 −1
0 1 0

] 

 

It is given as  Q in B = 𝑄̅𝐵 = [1    2     3]𝑇 

[𝑄̅𝐵

1
] = [

1
2
3
1

] [
𝑡𝐵̅
1

] = [

1
2
1
1

] 

 

𝑇 =  [

1 0 0 1
0 0 −1 2
0 1 0 1
0 0 0 1

] 

 

[𝑄̅𝑈

1
] =  [

1 0 0 1
0 0 −1 2
0 1 0 1
0 0 0 1

] [

1
2
3
1

] = [

2
−1
3
1

] 

 

3.4  डेनेटवि-िािथनबगथ (DH) पॅरामीिसथ टकंवा टकनेमॅटिक पॅरामीिसथ टकंवा जॉइंि-टलंक पॅरामीिसथ, 

DH टनयम, 2R, 2P, 3P, 3R, SCARA सारख्या टदलेल्या मॅटनप लेिरसाठी DH िेबल 

डीएच पॅरामीिसय चार पॅरामीिसयसि रोबोिच्या प्रते्यक जॉइांिचे प्रतततनतधत्व करतात, प्रते्यक मागील जॉइांिच्या 

सांदभायत घेतले जातात.  

DH पॅरामीिसय रोबोिच्या प्रते्यक साांध्याचे वणयन चार मापदांडाांद्वारे करतात: 

1. सांयुक् तविापन (d): Z अक्षावर अनुवाद  

• िे पूवयस्तितील (Previous) Z-अक्षाच्या बाजूने केलेले िि ान्सलेशन आिे, जे पूवयस्तितील X अक्षाला वतयमान 

X अक्षाशी िेदण्यासाठी आवश्यक आिे. 

• िे पूवयस्तितील Z-अक्षाच्या बाजूने पूवयस्तित X-अक्ष आतण वतयमान X-अक्ष याांच्यातील अांतर आिे. 

2. सांयुक् कोन (θ): Z अक्षाभोवती पररभ्रमण 
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• िे पूवयस्तितील Z अक्षाच्या भोवतालचे रोिेशन आिे ज्यामुळे पूवयस्तितील X अक्ष वतयमान X अक्षाच्या समाांतर 

िोईल. जेव्हा रोिेशन काउांिर क्लॉकवाईज केले जाते तेव्हा ते सकारात्मक असते . 

3. तलांक लाांबी (ai or r ): X अक्षावर अनुवाद:  

• िे िि ान्सलेशन वतयमान X-अक्षाला,  पूवयस्तितील Z-अक्षाला वतयमान Z-अक्षाशी एकसारखां करणे आवश्यक 

आिे. जर पूवयस्तितील Z-अक्ष वतयमान Z-अक्षाशी एकसारखा झाला, तर तलांक लाांबी शून्य िोईल. 

• िे वतयमान X-अक्षावर पूवयस्तितील Z-अक्ष आतण वतयमान Z-अक्ष यामधील अांतर आिे. 

4. तिस्ट कोन (αi ): X अक्षाभोवती रोिेशन: 

• िे वतयमान X-अक्षाच्या भोवतालचे रोिेशन आिे , ज्यामुळे पूवयस्तितील Z-अक्ष वतयमान Z-अक्षाला  समाांतर 

िोईल. 

• िे वतयमान  X-अक्षाभोवती पूवयस्तितील आतण वतयमान  Z-अक्षाांमधील कोन म्हणून मोजले जाते. 

वरील उले्लस्तखत तसद्धाांत LLO 8.1 द्वारे OSS चा उपयोग करून सत्यातपत केला आिे. 

3.4.1 खालील गोष्ीसंाठी DH पॅरामीिर िेबल तयार करा: 

1. आकृतीत तदलेल्या 2P  म्यातनपु्यलेिरचे DH पॅरामीिसय शोधा: 

 

 

 

 

 

 

 

Figure:3.6 

Table 3.1: D-H parameters: 

Frame i d or bi (Joint offset) θi  (Joint angle) ai or r (Link length) 𝛂i (Twist angle) 

1 𝐛𝟏(joint variable) 𝟎 a1 0 

2 𝐛𝟐(joint variable) 𝟎 a2 0 

 

2.  आकृतीत टदलेल्या 3P  म्याटनप्य लेिरचे DH पॅरामीिसथ शोधा: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure:3.7 
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Table 3.2: D-H parameters: 

Frame i d or bi (Joint offset) θi  (Joint angle) ai or r (Link length) 𝛼i (Twist angle) 

1 𝑏1(joint variable) 0 a1 0 

2 𝑏2(joint variable) 0 a2 0 

2 𝑏3(joint variable) 0 a3 0 

 

3. आकृतीत टदलेल्या 2R  म्याटनप्य लेिरचे DH पॅरामीिसथ शोधा:  

DH Parameters of a 2R manipulator given in the below figure: 

(Axis Z is perpendicular to the plane of page) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure:3.8 

Table 3.3: D-H parameters: 

Frame i d or bi (Joint offset) θi  (Joint angle) ai or r (Link length) 𝛼i (Twist angle) 

1 0 𝜃𝟏(joint variable) a1 0 

2 0 𝜃𝟐(joint variable) a2 0 

 

4. आकृतीत टदलेल्या 3R  म्याटनप्य लेिरचे DH पॅरामीिसथ शोधा: (DH Parameters of a 

3Rmanipulator given in the figure:) Axis Z is perpendicular to the plane of page; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure:3.9 
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Table 3.4: D-H parameters: 

Frame i d or bi (Joint offset) θi  (Joint angle) ai or r (Link length) 𝛼i (Twist angle) 

1 0 𝜃𝟏 a1 0 

2 0 𝜃𝟐 a2 0 

3 0 𝜃𝟑 a3 0 

 

5. आकृतीमधे्य तदलेल्या SCARA चे DH पॅरामीिसय शोधा: DH Parameters of SCARA given in the 

figure: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure:3.10 

SCARA मधे्य 3 रोिरीजॉइांि व एक प्रीझम्यातिक  जॉइांि आिे. DH िेबल  खाली दाखवले आिे 

 

Table 3.5: D-H parameters: 

Frame i d or bi (Joint offset) θi  (Joint angle) ai or r (Link length) 𝛼i (Twist angle) 

1 b1 𝜃𝟏(joint variable) a1 0 

2 b2 𝜃𝟐(joint variable) a2 0 

3 b3   (joint variable) 0 0 0 

4 -b4 𝜃𝟒(joint variable) 0 0 

 

3.5 DH फे्रम्समधील िर ान्सलेशन आटण संबंटधत HTM, Ti (Transformation between DH frames 

and the corresponding HTM,  Ti (from the frame i to the frame i + 1)) 

DH फे्रर्म्मधील रूपाांतर आतण सांबांतधत HTM प्राप्त करण्यासाठी, DH पॅरामीिसयशी सांबांतधत चार 

प्राथतमक िि ान्सलेशन खालीलप्रमाणे प्राप्त करा आतण नांतर त्याांचा गुणाकार करा. 
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DH पॅरामीिसयशी सांबांतधत चार प्राथतमक रूपाांतर: 

i) फे्रम i ला जॉईांि ऑिसेि bi  नुसार Zi अक्षावर िि ान्सलेि केले जाते: 

िि ान्सलेशन मॅतिि क्स  पुढे तदले असेल 

𝑇𝑏𝑖   = [

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 𝑏𝑖

0 0 0 1

] 

 

 

ii) िि ान्सले्टड  फे्रमला Zi अक्षाभोवती जॉईांि कोन θi नुसार रोिेि करा 

                  िि ान्सलेशन मॅतििक्स  पुढे तदले असेल 

𝑇𝜃𝑖 = [

𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 −𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖 0 0
𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

] 

 

 

iii) िि ान्सले्टड  फे्रम i ला Xi+1अक्षावर तलांक ai ने रोिेि करा 

िि ान्सलेशन मॅतिि क्स  पुढे तदले असेल 

𝑇𝑎𝑖   = [

1 0 0 𝑎𝑖

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

] 

 

iv) िि ान्सले्टड  फे्रम i ला Xi+1अक्षावर तिस्ट कोन  𝛼𝑖  ने रोिेि करा 

                 िि ान्सलेशन मॅतिि क्स  पुढे तदले असेल 

𝑇𝛼𝑖 = [

1 0 0 0
0 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖 −𝑠𝑖𝑛𝛼𝑖 0
0 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑖 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖 0
0 0 0 1

] 

फे्रम i+1 त्याच्या मागील फे्रम i च्या सांदभायतील पररणामी तनदेशाांक पररवतयन Ti (जे अनुिमे तलांक i−1 

आतण i ला सांलग्न आिेत) वरील चार मूलभूत रूपाांतरणाांचे पि-गुणाकार करून प्राप्त िोते. िे डीएच (DH) 

पॅरामीिसयसाठी सांबांतधत चार मूलभूत रूपाांतरणाांपासून वैयस्तक्क HTM आिे, जेथे i=1,…,n. 

          DH िि ान्सिॉरमेशन मॅतिि क्स (फे्रम i ते  फे्रम i + 1) = TbiTθiTaiTαi 

𝑇𝑖 = [

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 𝑏𝑖

0 0 0 1

] [

𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 −𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖 0 0
𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

] [

1 0 0 𝑎𝑖

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

] [

1 0 0 0
0 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖 −𝑠𝑖𝑛𝛼𝑖 0
0 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑖 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖 0
0 0 0 1

] 

= [

𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 −𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖 0 0
𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 0 0

0 0 1 𝑏𝑖

0 0 0 1

] [

1 0 0 𝑎𝑖

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

] [

1 0 0 0
0 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖 −𝑠𝑖𝑛𝛼𝑖 0
0 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑖 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖 0
0 0 0 1

] 

= [

𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 −𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖 0 𝑎𝑖𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖

𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 0 𝑎𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖

0 0 1 𝑏𝑖

0 0 0 1

] [

1 0 0 0
0 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖 −𝑠𝑖𝑛𝛼𝑖 0
0 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑖 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖 0
0 0 0 1

] 
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𝑇𝑖 = [

𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 −𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖𝑠𝑖𝑛𝛼𝑖 𝑎𝑖𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖

𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖 −𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑠𝑖𝑛𝛼𝑖 𝑎𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖

0 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑖 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖 𝑏𝑖

0 0 0 1

]  𝑓𝑜𝑟  𝑖 = 1,2,3,4 

एक्सपे्रसशन  Ti  यास िि ान्सिॉरमेशन मॅतिि क्स तकां वा HTM असेिी वाचले जाऊ शकते, जे फे्रम i+1 चे                  

िि ान्सलेशन दशयवते, जी तलांक i ला सांलग्न आिे आतण फे्रम i मधे्य प्रिुत आिे, जी तलांक i−1 ला सांलग्न आिे. 

वरील उले्लस्तखत तसद्धाांत LLO 9.1 द्वारे OSS वापरून सत्यातपत केला जातो. 

3.5.1 DH पॅरामीिसथ शोधण्यासाठी संख्यात्मक पद्धत आटण डीएच पररवतथन मॅटिरक्स तयार करणे: 

1. खालील आकृतीसाठी डीएच पॅरामीिसथ शोधा आटण समरूपी पररवतथन मॅटिरक्स तयार करा. 

 
Figure:3.11 

 

Table 3.6: DH िेबल 

Frame i d or bi (Joint offset) θi  (Joint angle) ai or r (Link length) 𝛼 i (Twist angle) 

1 a1 𝜃𝟏 0 90 

2 0 𝜃𝟐 a2 0 

 

𝑇𝑖 = [

𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 −𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖𝑠𝑖𝑛𝛼𝑖 𝑎𝑖𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖

𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖 −𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑠𝑖𝑛𝛼𝑖 𝑎𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖

0 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑖 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖 𝑏𝑖

0 0 0 1

]  𝑓𝑜𝑟  𝑖 = 1,2 

Here, i=1,2  

Since there are two joints here, there will be two DH transformation matrices, T1 and T2. 

𝐻𝑇𝑀    𝑇1 = [

𝑐𝑜𝑠𝜃1 −𝑠𝑖𝑛𝜃1𝑐𝑜𝑠90 𝑠𝑖𝑛𝜃1𝑠𝑖𝑛90 0𝑐𝑜𝑠𝜃1

𝑠𝑖𝑛𝜃1 𝑐𝑜𝑠𝜃1𝑐𝑜𝑠90 −𝑐𝑜𝑠𝜃1𝑠𝑖𝑛90 0𝑠𝑖𝑛𝜃1

0 𝑠𝑖𝑛90 𝑐𝑜𝑠90 𝑎1

0 0 0 1

]     

𝐻𝑇𝑀    𝑇1 = [

𝑐𝑜𝑠𝜃1 0 𝑠𝑖𝑛𝜃1 0
𝑠𝑖𝑛𝜃1 0 −𝑐𝑜𝑠𝜃1 0

0 1 0 𝑎1

0 0 0 1

]     

𝐻𝑇𝑀    𝑇2 = [

𝑐𝑜𝑠𝜃2 −𝑠𝑖𝑛𝜃2𝑐𝑜𝑠0 𝑠𝑖𝑛𝜃2𝑠𝑖𝑛0 𝑎2𝑐𝑜𝑠𝜃1

𝑠𝑖𝑛𝜃2 𝑐𝑜𝑠𝜃2𝑐𝑜𝑠0 −𝑐𝑜𝑠𝜃2𝑠𝑖𝑛0 𝑎2𝑠𝑖𝑛𝜃1

0 𝑠𝑖𝑛90 𝑐𝑜𝑠90 0
0 0 0 1

]     
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𝐻𝑇𝑀    𝑇2 = [

𝑐𝑜𝑠𝜃2 −𝑠𝑖𝑛𝜃2 0 𝑎2𝑐𝑜𝑠𝜃1

𝑠𝑖𝑛𝜃2 𝑐𝑜𝑠𝜃2 0 𝑎2𝑠𝑖𝑛𝜃1

0 1 0 0
0 0 0 1

]     

 

2. खालील आकृतीसाठी डीएच पॅरामीिसथ शोधा आटण समरूपी पररवतथन मॅटिरक्स तयार करा. 

 
Figure:3.12 

Table 3.7: DH िेबल 

Frame i d or bi (Joint offset) θi  (Joint angle) ai or r (Link length) 𝛼 i (Twist angle) 

1 a1 𝜃1(joint variable) a2 0 

2 a3 𝜃2(joint variable) a4 0 

 

𝑇𝑖 = [

𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 −𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖𝑠𝑖𝑛𝛼𝑖 𝑎𝑖𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖

𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖 −𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑠𝑖𝑛𝛼𝑖 𝑎𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖

0 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑖 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖 𝑏𝑖

0 0 0 1

]  𝑓𝑜𝑟  𝑖 = 1,2,3,4 

Here, i=1, 2  

Since there are two joints here, there will be two DH transformation matrices,  T1 and 

T2. 

𝑇1 = [

𝑐𝑜𝑠𝜽𝟏 −𝑠𝑖𝑛𝜽𝟏𝑐𝑜𝑠0 𝑠𝑖𝑛𝜽𝟏𝑠𝑖𝑛0 𝒂𝟐𝑐𝑜𝑠𝜽𝟏

𝑠𝑖𝑛𝜽𝟏 𝑐𝑜𝑠𝜽𝟏𝑐𝑜𝑠0 −𝑐𝑜𝑠𝜽𝟏𝑠𝑖𝑛0 𝒂𝟐𝑠𝑖𝑛𝜽𝟏

0 𝑠𝑖𝑛0 𝑐𝑜𝑠0 𝒂𝟏

0 0 0 1

] 

𝑇1 = [

𝑐𝑜𝑠𝜽𝟏 −𝑠𝑖𝑛𝜽𝟏 0 𝒂𝟐𝑐𝑜𝑠𝜽𝟏

𝑠𝑖𝑛𝜽𝟏 𝑐𝑜𝑠𝜽𝟏 0 𝒂𝟐𝑠𝑖𝑛𝜽𝟏

0 0 1 𝒂𝟏

0 0 0 1

] 

 

𝑇2 = [

𝑐𝑜𝑠𝜽𝟐 −𝑠𝑖𝑛𝜽𝟐𝑐𝑜𝑠0 𝑠𝑖𝑛𝜽𝟐𝑠𝑖𝑛0 𝒂𝟒𝑐𝑜𝑠𝜽𝟐

𝑠𝑖𝑛𝜽𝟐 𝑐𝑜𝑠𝜽𝟐𝑐𝑜𝑠0 −𝑐𝑜𝑠𝜽𝟐𝑠𝑖𝑛0 𝒂𝟒𝑠𝑖𝑛𝜽𝟐

0 𝑠𝑖𝑛0 𝑐𝑜𝑠0 𝒂𝟑

0 0 0 1

] 
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𝑇2 = [

𝑐𝑜𝑠𝜽𝟐 −𝑠𝑖𝑛𝜽𝟐 0 𝒂𝟒𝑐𝑜𝑠𝜽𝟐

𝑠𝑖𝑛𝜽𝟐 𝑐𝑜𝑠𝜽𝟐 0 𝒂𝟒𝑠𝑖𝑛𝜽𝟐

0 0 1 𝒂𝟑

0 0 0 1

] 

 

3. खालील आकृतीसाठी डीएच पॅरामीिसथ शोधा आटण समरूपी पररवतथन मॅटिरक्स तयार करा. 

 
Figure:3.13 

Table 3.8: DH Table  

Frame i d or bi (Joint offset) θi  (Joint angle) ai or r (Link length) 𝛼 i (Twist angle) 

1 0 𝜃1(joint variable) a1 0 

2 0 𝜃2(joint variable) a2 0 

 

𝑇𝑖 = [

𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 −𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖𝑠𝑖𝑛𝛼𝑖 𝑎𝑖𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖

𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖 −𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑠𝑖𝑛𝛼𝑖 𝑎𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖

0 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑖 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖 𝑏𝑖

0 0 0 1

]  𝑓𝑜𝑟  𝑖 = 1,2 

After substituting the DH parameters for each frame, there will be two HTMs as below 

 

𝑇1 = [

𝑐𝑜𝑠𝜽𝟏 −𝑠𝑖𝑛𝜽𝟏𝑐𝑜𝑠0 𝑠𝑖𝑛𝜽𝟏𝑠𝑖𝑛0 𝒂𝟏𝑐𝑜𝑠𝜽𝟏

𝑠𝑖𝑛𝜽𝟏 𝑐𝑜𝑠𝜽𝟏𝑐𝑜𝑠0 −𝑐𝑜𝑠𝜽𝟏𝑠𝑖𝑛0 𝒂𝟏𝑠𝑖𝑛𝜽𝟏

0 𝑠𝑖𝑛0 𝑐𝑜𝑠0 𝟎
0 0 0 1

] 

𝑇1 = [

𝑐𝑜𝑠𝜽𝟏 −𝑠𝑖𝑛𝜽𝟏 0 𝒂𝟏𝑐𝑜𝑠𝜽𝟏

𝑠𝑖𝑛𝜽𝟏 𝑐𝑜𝑠𝜽𝟏 0 𝒂𝟏𝑠𝑖𝑛𝜽𝟏

0 0 1 𝟎
0 0 0 1

] 

 

𝑇2 = [

𝑐𝑜𝑠𝜽𝟐 −𝑠𝑖𝑛𝜽𝟐𝑐𝑜𝑠0 𝑠𝑖𝑛𝜽𝟐𝑠𝑖𝑛0 𝒂𝟐𝑐𝑜𝑠𝜽𝟐

𝑠𝑖𝑛𝜽𝟐 𝑐𝑜𝑠𝜽𝟐𝑐𝑜𝑠0 −𝑐𝑜𝑠𝜽𝟐𝑠𝑖𝑛0 𝒂𝟐𝑠𝑖𝑛𝜽𝟐

0 𝑠𝑖𝑛0 𝑐𝑜𝑠0 𝟎
0 0 0 1

] 
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𝑇2 = [

𝑐𝑜𝑠𝜽𝟐 −𝑠𝑖𝑛𝜽𝟐 0 𝒂𝟐𝑐𝑜𝑠𝜽𝟐

𝑠𝑖𝑛𝜽𝟐 𝑐𝑜𝑠𝜽𝟐 0 𝒂𝟐𝑠𝑖𝑛𝜽𝟐

0 0 1 𝟎
0 0 0 1

] 

 

4. खालील आकृतीसाठी डीएच पॅरामीिसथ शोधा आटण समरूपी पररवतथन मॅटिरक्स तयार करा. 

 
Figure:3.14 

Table 3.9: DH Table 

Frame i d or bi (Joint offset) θi  (Joint angle) ai or r (Link length) 𝛼 i (Twist angle) 

1 0 𝜃1(joint variable) a1 0 

2 0 𝜃2(joint variable) a2 0 

3 0 𝜃3(joint variable) a3 0 

 

        HTM: 

𝑇𝑖 = [

𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 −𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖𝑠𝑖𝑛𝛼𝑖 𝑎𝑖𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖

𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖 −𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑠𝑖𝑛𝛼𝑖 𝑎𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖

0 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑖 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖 𝑏𝑖

0 0 0 1

]  𝑓𝑜𝑟  𝑖 = 1,2,3 

After substituting the DH parameters for each frame, there will be three HTMs as below:  

 𝑇1 = [

𝑐𝑜𝑠𝜽𝟏 −𝑠𝑖𝑛𝜽𝟏𝑐𝑜𝑠0 𝑠𝑖𝑛𝜽𝟏𝑠𝑖𝑛0 𝒂𝟏𝑐𝑜𝑠𝜽𝟏

𝑠𝑖𝑛𝜽𝟏 𝑐𝑜𝑠𝜽𝟏𝑐𝑜𝑠0 −𝑐𝑜𝑠𝜽𝟏𝑠𝑖𝑛0 𝒂𝟏𝑠𝑖𝑛𝜽𝟏

0 𝑠𝑖𝑛0 𝑐𝑜𝑠0 𝟎
0 0 0 1

] 

𝑇1 = [

𝑐𝑜𝑠𝜽𝟏 −𝑠𝑖𝑛𝜽𝟏 0 𝒂𝟏𝑐𝑜𝑠𝜽𝟏

𝑠𝑖𝑛𝜽𝟏 𝑐𝑜𝑠𝜽𝟏 0 𝒂𝟏𝑠𝑖𝑛𝜽𝟏

0 0 1 𝟎
0 0 0 1

] 

 

𝑇2 = [

𝑐𝑜𝑠𝜽𝟐 −𝑠𝑖𝑛𝜽𝟐𝑐𝑜𝑠0 𝑠𝑖𝑛𝜽𝟐𝑠𝑖𝑛0 𝒂𝟐𝑐𝑜𝑠𝜽𝟐

𝑠𝑖𝑛𝜽𝟐 𝑐𝑜𝑠𝜽𝟐𝑐𝑜𝑠0 −𝑐𝑜𝑠𝜽𝟐𝑠𝑖𝑛0 𝒂𝟐𝑠𝑖𝑛𝜽𝟐

0 𝑠𝑖𝑛0 𝑐𝑜𝑠0 𝟎
0 0 0 1

] 
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𝑇2 = [

𝑐𝑜𝑠𝜽𝟐 −𝑠𝑖𝑛𝜽𝟐 0 𝒂𝟐𝑐𝑜𝑠𝜽𝟐

𝑠𝑖𝑛𝜽𝟐 𝑐𝑜𝑠𝜽𝟐 0 𝒂𝟐𝑠𝑖𝑛𝜽𝟐

0 0 1 𝟎
0 0 0 1

] 

𝑇3 = [

𝑐𝑜𝑠𝜽𝟑 −𝑠𝑖𝑛𝜽𝟑𝑐𝑜𝑠0 𝑠𝑖𝑛𝜽𝟑𝑠𝑖𝑛0 𝒂𝟑𝑐𝑜𝑠𝜽𝟑

𝑠𝑖𝑛𝜽𝟑 𝑐𝑜𝑠𝜽𝟑𝑐𝑜𝑠0 −𝑐𝑜𝑠𝜽𝟑𝑠𝑖𝑛0 𝒂𝟑𝑠𝑖𝑛𝜽𝟑

0 𝑠𝑖𝑛0 𝑐𝑜𝑠0 𝟎
0 0 0 1

] 

𝑇3 = [

𝑐𝑜𝑠𝜽𝟑 −𝑠𝑖𝑛𝜽𝟑 0 𝒂𝟑𝑐𝑜𝑠𝜽𝟑

𝑠𝑖𝑛𝜽𝟑 𝑐𝑜𝑠𝜽𝟑 0 𝒂𝟑𝑠𝑖𝑛𝜽𝟑

0 0 1 𝟎
0 0 0 1

] 

 

5. खालील आकृतीसाठी डीएच पॅरामीिसथ शोधा आटण समरूपी पररवतथन मॅटिरक्स तयार करा: 

 
Table 3.10: DH Table 

Frame i d or bi (Joint offset) θi  (Joint angle) ai or r (Link length) 𝛼 i (Twist angle) 

1 b1 𝜃1(joint variable) a1 0 

2 b2 𝜃2(joint variable) a2 0 

3 b3  (joint variable) 0 0 0 

4 -b4 𝜃4(joint variable) 0 0 

 

HTM: 

𝑇𝑖 = [

𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 −𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖𝑠𝑖𝑛𝛼𝑖 𝑎𝑖𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖

𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖 −𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑠𝑖𝑛𝛼𝑖 𝑎𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖

0 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑖 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖 𝑏𝑖

0 0 0 1

]  𝑓𝑜𝑟  𝑖 = 1,2,3,4 

After substituting for i=1, 2, 3, and 4  HTMs will be:  
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 𝑇1 = [

𝑐𝑜𝑠𝜽𝟏 −𝑠𝑖𝑛𝜽𝟏𝑐𝑜𝑠0 𝑠𝑖𝑛𝜽𝟏𝑠𝑖𝑛0 𝒂𝟏𝑐𝑜𝑠𝜽𝟏

𝑠𝑖𝑛𝜽𝟏 𝑐𝑜𝑠𝜽𝟏𝑐𝑜𝑠0 −𝑐𝑜𝑠𝜽𝟏𝑠𝑖𝑛0 𝒂𝟏𝑠𝑖𝑛𝜽𝟏

0 𝑠𝑖𝑛0 𝑐𝑜𝑠0 𝒃𝟏

0 0 0 1

] 

𝑇1 = [

𝑐𝑜𝑠𝜽𝟏 −𝑠𝑖𝑛𝜽𝟏 0 𝒂𝟏𝑐𝑜𝑠𝜽𝟏

𝑠𝑖𝑛𝜽𝟏 𝑐𝑜𝑠𝜽𝟏 0 𝒂𝟏𝑠𝑖𝑛𝜽𝟏

0 0 1 𝒃𝟏

0 0 0 1

] 

 

𝑇2 = [

𝑐𝑜𝑠𝜽𝟐 −𝑠𝑖𝑛𝜽𝟐𝑐𝑜𝑠0 𝑠𝑖𝑛𝜽𝟐𝑠𝑖𝑛0 𝒂𝟐𝑐𝑜𝑠𝜽𝟐

𝑠𝑖𝑛𝜽𝟐 𝑐𝑜𝑠𝜽𝟐𝑐𝑜𝑠0 −𝑐𝑜𝑠𝜽𝟐𝑠𝑖𝑛0 𝒂𝟐𝑠𝑖𝑛𝜽𝟐

0 𝑠𝑖𝑛0 𝑐𝑜𝑠0 𝒃𝟐

0 0 0 1

] 

𝑇2 = [

𝑐𝑜𝑠𝜽𝟐 −𝑠𝑖𝑛𝜽𝟐 0 𝒂𝟐𝑐𝑜𝑠𝜽𝟐

𝑠𝑖𝑛𝜽𝟐 𝑐𝑜𝑠𝜽𝟐 0 𝒂𝟐𝑠𝑖𝑛𝜽𝟐

0 0 1 𝒃𝟐

0 0 0 1

] 

 

𝑇3 = [

𝑐𝑜𝑠𝟎 −𝑠𝑖𝑛𝟎𝑐𝑜𝑠0 𝑠𝑖𝑛𝟎𝑠𝑖𝑛0 𝟎
𝑠𝑖𝑛𝟎 𝑐𝑜𝑠𝟎𝑐𝑜𝑠0 −𝑐𝑜𝑠𝟎𝑠𝑖𝑛0 0
0 𝑠𝑖𝑛0 𝑐𝑜𝑠0 𝒃𝟑

0 0 0 1

] 

𝑇3 = [

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 𝒃𝟑

0 0 0 1

] 

 

𝑇4 = [

𝑐𝑜𝑠𝜽𝟒 −𝑠𝑖𝑛𝜽𝟒𝑐𝑜𝑠0 𝑠𝑖𝑛𝜽𝟒𝑠𝑖𝑛0 𝟎
𝑠𝑖𝑛𝜽𝟒 𝑐𝑜𝑠𝜽𝟒𝑐𝑜𝑠0 −𝑐𝑜𝑠𝜽𝟒𝑠𝑖𝑛0 𝟎

0 𝑠𝑖𝑛0 𝑐𝑜𝑠0 −𝒃𝟒

0 0 0 1

] 

 

 

𝑇4 = [

𝑐𝑜𝑠𝜽𝟒 −𝑠𝑖𝑛𝜽𝟒 0 𝟎
𝑠𝑖𝑛𝜽𝟒 𝑐𝑜𝑠𝜽𝟒 0 𝟎

0 0 1 −𝒃𝟒

0 0 0 1

] 

 

सारांश: 

• िे काइनेतिक्सचे वणयन करते, जे रोबोतिक्समधे्य जोड आतण दुव्याांच्या िालचाली ांचा  अभ्यास करते, माि त्या 

िालचाली तनमायण करणाऱया शक्ीांवर तवचार करत नािी. 

• कोणत्यािी तवतशष्ट कायायसाठी रोबोिने कायय करायचे असल्यास, एन्ड एफे्फक्टर ची (end-effector) स्तिती 

आतण ओररएां िेशन , म्हणजेच त्याची मुद्रा तकां वा सांरचना (pose and configuration ), बेसच्या सांदभायत प्रथम 

तनतित करणे आवश्यक आिे. 

• िे एन्ड एफे्फक्टरला (end-effector) आतण बेसला सांलग्न केलेल्या तनदेशाांक फे्रममधील सांबांधाांमधून शोधले 

जाऊ शकते. 
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• त्यासाठी, प्रते्यक तलांकच्या साांध्याच्या अक्षाांवर तनदेशाांक फे्रम सांलग्न करणे आवश्यक आिे. 

• शरीराच्या तनदेशाांक फे्रम आतण सांदभय फे्रममधील सांबांध तनदेशाांक पररवतयनाद्वारे दशयतवले जाते आतण ते HTM 

द्वारे प्राप्त केले जाते. 

• येथे, एकच मॅतिि क्स ओररएां िेशन  आतण िि ान्सलेशन  एकि करते. 

• अशा प्रकारे, एन्ड एफे्फक्टरला (end-effector) आतण बेसला सांलग्न तनदेशाांक फे्रममधील सांबांध प्राप्त िोतो, 

ज्यामधून एन्ड एफे्फक्टरची  पोतझशन आतण ओररएां िेशन बेसच्या सांदभायत तनतित िोते. 

 स्वाध्याय: 

1. काइनेमॅतिक्स म्हणजे काय? त्याचे रोबोतिक्समधील मित्त्व साांगा (Define kinematics. State its 

significance in Robotics) 

2. रोल, तपच आतण यॉ मोशन स्पष्ट करा (Explain roll, pitch yaw motion)  

3. 𝑅(𝑍,̅  𝜃) साठी रोिेशनल ऑपरेिर मॅतिि क्स तयार करा (Derive the rotational operator matrix for 

            𝑅(𝑍,̅  𝜃) 

4. X-अक्ष आतण Y-अक्षावरील मूलभूत रोिेशन मॅतिि क्सचे सूि द्या (State the formula of elementary 

rotation matrix about X axis and Y axis) 

5. X-अक्षाभोवती 45° आतण Y-अक्षाभोवती 90° रोिेशन मॅतिि क्सचा गुणाकार शोधा (If the rotation about 

X axis is by an angle 45 degree and rotation about Y Axis is by an angle 90 degree  then 

find out  Rot (𝑋,̅ 45) × Rot (𝑌,̅ 90) ) 

6. रोबोतिक्समधे्य कोऑतडयनेि िि ान्सिॉमेशन  (Coordinate Transformation) स्पष्ट करा. (Explain 

Coordinate transformation in Robotics) 

7. कोऑतडयनेि िि ान्सिॉमेशनचे  समीकरण  साांगा. (State the equation for Coordinate transformation 

in Robotics ) 

8. HTM ची व्याख्या साांगा आतण त्याचे सूि द्या   (Define HTM. State its formula)  

9. फे्रम B िी युतनव्हसयल कोऑतडयनेि प्रणालीच्या (Universal Coordinate System) X-अक्षाभोवती 90° 

आतण नांतर Z-अक्षाभोवती 90° तिरवायची आिे, पण िानाांतर (Translation) नािी. ह्या स्तितीसाठी HTM 

काढा (A frame B is rotated about the X axis of the Universal coordinate system by 90 

degrees and  then about the Z axis by 90 degrees without translation. Find out HTM) 

10. आपल्याला फे्रम B िी युतनव्हसयल कोऑतडयनेि प्रणालीच्या (Universal Coordinate System), i. X-

अक्षाभोवती 90° रोिेशन, ii. Z-अक्षाभोवती 90° रोिेशन, iii. िि ान्सलेशन  (Translation) = (4,0,2) X, Y, 

Z अक्षाभोवती ,या तीन तियाांना तमळून िोमोतजतनयस िि ान्सिॉमेशन मॅतिि क्स (HTM) काढायचा आिे. (A 

frame B is rotated about the X axis of the Universal coordinate system by 90 degrees and  

then about Z axis by 90 degree followed by translation by 4, 0,2  units  along X, Y and Z 

axis of the Universal coordinate system. Find out HTM) 

11. फे्रम {B} िी युतनव्हसयल कोऑतडयनेि प्रणालीच्या  (Universal Coordinate System) i.  Xu-अक्षाभोवती 

45° रोिेशन , ii. िि ान्सलेशन  (Translation) = (1,2,3) [Xu, Yu, Zu], iii. फे्रम {B} मधील तबांदू Q = [3 2 

1]ᴛ, यावरून तबांदू Q चा युतनव्हसयल कोऑतडयनेि प्रणालीतील िान  𝑄̅𝑈काढायचा आिे. (A frame {B} is 

rotated about 𝑿u axis of the universal coordinate system by 45 degrees and translated 

along 𝑿u, 𝒀u, 𝒁u by 1, 2, and 3 units, respectively. Let the position of a point Q in {B} is 

given by [3 2 1] 𝑻.  Determine 𝑄̅𝑈 )   
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12. D-H पॅरामीिसय  व्याख्या साांगा आतण D-H तनयमाांचे स्पष्टीकरण करा  (Define D-H parameters and D-

H rules.) 

13. 2R पॅ्लनर रोबोिसाठी D-H पॅरामीिसय आतण िि ान्सिॉमेशन मॅतिि क्स शोधा (Find the D-H parameters 

and transformation matrix for a 2R planar robot.) 

14. SCARA रोबोिसाठी D-H पॅरामीिसय आतण िोमोतजतनयस िि ान्सिॉमेशन मॅतिि क्स वु्यत्पन्न करा (Derive 

the D-H parameters and homogeneous transformation matrix for SCARA robot.)              

सेल्फ  लेअटनिंग अक्टव्हििीज (Self learning Activities):  

1. तदलेल्या मॅतनपुलेिसयसाठी D-H िेबल तनधायररत करा (सांख्यात्मक पद्धतीने आतण OSS वापरून) 

(Determine DH table for the given manipulator such as 2R, 2P, 3P, 3R, SCARA by 

numerical method and by using OSS) 

2. तदलेल्या मॅतनपुलेिरसाठी िोमोतजतनयस िि ान्सिॉमेशन मॅतिि क्स (HTM) शोधा (सांख्यात्मक पद्धतीने आतण 

OSS वापरून) (Determine the homogeneous transformation matrix (HTM) of the given 

manipulator by numerical method and by using OSS) 

पूवथअि: मॅटिरक्स ग णाकार (Matrix Multiplication)  

मॅतिि क्स गुणाकारासाठी, पतिल्या मॅतिि क्समधील िांभाांची सांख्या दुसऱया मॅतिि क्समधील पांक्ी ांच्या सांखे्यशी 

समान असावी. पररणामी तमळणाऱया मॅतिि क्समधे्य पतिल्या मॅतिि क्सच्या पांक्ी ांची सांख्या आतण दुसऱया 

मॅतिि क्सच्या िांभाांची सांख्या असते. 

 
 

संदिथ  (References): 
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Pearson Education Ltd. 2017978- 

0133489798 

3 Ghosal, A. 
Robotics- Fundamental Concepts and 

Analysis 

Oxford University Press 2009978- 

0195673913 
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युशनि 4 

रोबोशिक आममची काईनेमॅशिक्स 

Kinematics of the Robotic Arm 

 

टवषय टनष्पत्ती (Course Outcome): रोबोप्रिक आमणची काईनेमॅप्रिक्स प्रवशे्लप्रषत करणे. 

Analyse the kinematics of the robotic arm. 

घिक टनष्पत्ती (Teaching Learning Outcome): 

4.1: िॉरवडय आतण इन्व्व्हसय तकनेमॅतिक्सयामधील िरक स्पष्ट करणे. 

Differentiate between forward and inverse kinematics. 

4.2: तदलेल्या मॅतनपु्यलेिरसाठी िॉरवडय पोतझशन अॅनातलतसस करणे. 

Perform forward position analysis of the given manipulator. 

4.3: जेकॉतबयन मॅतिि क्सचे वणयन करणे. 

Describe Jacobian matrix. 

4.4:  तदलेल्या मॅतनपु्यलेिरसाठी जेकॉतबयन गणना करणे. 

 Perform Jacobian computations for a given manipulator. 

4.1:  रोबोशिक्समधील काइनेमॅशिक्सची ओळख 

रोबोप्रिक आमणच्या गतीशास्त्राचा (kinematics) अर्थण त्याच्या हालचाली ांचा अभ्यास आप्रण साांध्याांच्या (joint) 

मापदांडाांशी त्याच्या अांप्रतम कार्यणकारी (end effector) च्या न्सस्थती आप्रण अप्रभमुखतेचे (orientation) सांबांध 

समजणे होर्य. रोबोप्रिक आमणमधे्य, गतीशास्त्र हे महत्त्वपूणण आहे कारण र्याच्या मदतीने आमण अवकाशात 

कसे हलते आप्रण प्रवप्रशष्ट कारे्य साध्य करण्यासाठी त्याच्या हालचाली कशा प्रनर्यांप्रित कराव्यात हे समजते. 

 

Figure 4.1: रोबोतिक आमय चे काइनेमॅप्रिक्स (Kinematics of Robotic Arm) 

स्थान प्रवश्लेषण म्हणजे साांधे चल (joint variables) आप्रण अांप्रतम कार्यणकारी (end effector) च्या न्सस्थती 

व अप्रभमुखता (orientation) र्याांतील सांबांधाांचा अभ्यास होर्य. हे दोन िकारचे असते: पुढील स्थान प्रवश्लेषण 

(Forward Position Analysis) आप्रण िप्रतलोम स्थान प्रवश्लेषण (Inverse Position Analysis). 

रोबोिला कोणतेही प्रवप्रशष्ट कार्यण पार पाडण्यासाठी, अांप्रतम कार्यणकारीची न्सस्थती आप्रण अप्रभमुखता, म्हणजेच 

त्याची पोझ प्रकां वा सांरचना, बेसच्या सांदभाणत िर्थम प्रनन्सश्चत करावी लागते. म्हणूनच, स्थान प्रवश्लेषण अत्यांत 

महत्त्वाचे आहे. 

4.1.2  पोशजशनअॅनाशलशसस: फॉरिडम पोशझशन अॅनाशलशसस/ काइनेमॅशिक्सआशण इन्व्व्हसमपोशझशन 

अॅनाशलशसस/ काइनेमॅशिक्सयांची संकल्पना 

फॉरवडण पोप्रझशन अॅनाप्रलप्रसस, ज्याला फॉरवडण काइनेमॅप्रिक्स प्रकां वा डार्यरेक्ट काइनेमॅप्रिक्स असेही 

म्हणतात, ही पद्धती प्रदलेल्या साांध्याांच्या चल (joint variables) प्रकां वा प्रलां क्सच्या लाांबी आप्रण साांध्याांच्या 
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कोनाांवरून बेस कोऑप्रडणनेि प्रसस्टमच्या सांदभाणत अांप्रतम कार्यणकारी (end-effector) ची न्सस्थती आप्रण 

अप्रभमुखता (orientation) शोधण्यासाठी वापरली जाते. 

फॉरवडण पोप्रझशन अॅनाप्रलप्रसस शोधण्यासाठी खालील चरणाांचे अनुसरण केले जाते: 

1. डेनेप्रवि-हािेनबगण (Denavit-Hartenberg, DH) पॅरामीिसण प्रनन्सश्चत करा: DH पॅरामीिसणच्या मदतीने, 

िते्यक प्रलां कसाठी सांदभण फे्रर्म् प्रनन्सश्चत केल्या जातात, ज्यामुळे रोबोप्रिक आमणच्या गतीशास्त्रीर्य 

प्रवश्लेषणासाठी आवश्र्यक मॅप्रिर सेस तर्यार करता रे्यतात. 

2. िते्यक फे्रमसाठी वैर्यन्सक्तक होमोप्रजप्रनर्यस िर ािफॉमेशन मॅप्रिर क्स (HTM) शोधा: DH पॅरामीिसणनुसार, 

िते्यक फे्रमसाठी HTM, Ti, शोधले जाते. हे चार मूलभूत िर ािफॉमेशिचे सांर्योजन आहे: 

िते्यक Ti मॅप्रिर क्स खालीलिमाणे आहे: 

𝑇𝑖 = [

𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 −𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛𝛼𝑖 𝑎𝑖𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖

𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖 −𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝛼𝑖 𝑎𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖

0 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑖 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖 𝑏𝑖

0 0 0 1

] िते्यक i = 1,2,3,4  ……….Equation (1) 

3. एकूण होमोप्रजप्रनर्यस िर ािफॉमेशन मॅप्रिर क्स (HTM), TTT, अांप्रतम कार्यणकारी (end effector) च्या बेस 

प्रकां वा फे्रम 1 च्या सांदभाणतील न्सस्थती आप्रण अप्रभमुखता दशणवते.  

4. हे वरील वैर्यन्सक्तक HTM T = T1 * T2 *. . . Tnचे अनुिमे गुणाकार करून प्रमळवले जाते: 

5. हे फे्रम िर ािफॉमेशन आहे, आप्रण हे फॉरवडण काइनेमॅप्रिक्सचे अांप्रतम पररणाम दशणवते. 

खालील ब्लॉक डार्यिाममधे्य फॉरवडण काइनेमॅप्रिक्स िप्रिरे्यचे चरण दशणप्रवले आहेत: 

 

 Figure 4.2 : फॉरवडण काइनेमॅप्रिक्स (Forward Kinematics) 

4.1.3  इन्व्व्हसम पोशझशन अॅनाशलशसस / इन्व्व्हसम काइनेमॅशिक्स 

इन्फ्व्हसण पोप्रझशन प्रवश्लेषण प्रकां वा इन्फ्व्हसण काइनेमॅप्रिक्समधे्य, जर प्रलां कची लाांबी ज्ञात असेल, तर प्रदलेल्या 

अांप्रतम कार्यणकारीच्या (end-effector) अप्रभमुखता आप्रण न्सस्थतीच्या आधारे साांध्याांचे (joint) चल शोधावे 

लागतात. 

इन्फ्व्हसण काइनेमॅप्रिक्स समस्या अप्रधक न्सिष्ट आहे कारण: 

1. गप्रणतीर्य समीकरणे (Algebraic Equations) सामान्यतः  साांध्याांच्या चलाांमधे्य नॉनलाइप्रनअर 

(nonlinear) असतात आप्रण त्यामुळे नेहमीच बांद-स्वरूपाचे (closed-form) समाधान शोधणे शक्य नसते. 

2. अनेक समाधान पर्याणर्य (Multiple Solutions) उपलब्ध असू शकतात.काही पररन्सस्थती ांमधे्य अनांत उपार्य 

(infinite solutions) ही अन्सस्तत्वात असू शकतात. 

3. मॅप्रनपु्यलेिर आप्रकण िेक्चरच्या (Manipulator Architecture) दृष्टीने कोणतेही स्वीकार्यण (admissible) 

समाधान उपलब्ध नसू शकते. 
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Figure 4.3 : इन्फ्व्हसण काइनेमॅप्रिक्स (Inverse kinematics) 

इन्फ्व्हसण काइनेमॅप्रिक्स समस्या सोडवण्याच्या पद्धती: 

1. बांद-स्वरूपाचे (Closed-Form) समाधान शोधणे:बीजगप्रणत (Algebra) प्रकां वा भूप्रमती (Geometry) 

वापरून साांध्याांचे कोन (joint angles) शोधणे.बीजगप्रणतीर्य पररवतणन (algebraic transformations) 

प्रकां वा भूप्रमतीर्य रु्यक्त्या (geometrical heuristics) वापरून उत्तर प्रमळवणे. 

2. साांन्सख्यकीर्य (Numerical) पद्धती वापरून उत्तर शोधणे:काही परस्पर-सप्रन्नधी (successive-

approximation) अल्गोररदमचा वापर करून साांन्सख्यकीर्य उपार्य काढणे. 

4.2  फॉरिडम पोशझशन अॅनाशलशसस 2R पॅ्लनर आशण 2P पॅ्लनर आममसाठी :  

4.2.1 फॉरिडम पोशझशन अॅनाशलशसस 2R पॅ्लनर आममसाठी 

 

Figure 4.4 : फॉरवडण पोप्रझशन अॅनाप्रलप्रसस (Forward position analysis) 

2R पॅ्लनर आमणसाठी, फॉरवडण काइनेमॅप्रिक्स (Forward Kinematics) मॅप्रिर क्स T खालीलिमाणे असेल: 

T=T1×T2 
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इरे्थ, 

T₁ आप्रण T₂ र्या अनुिमे पप्रहल्या आप्रण दुसऱ्र्या साांध्याांसाठी (joint) पररवतणन मॅप्रिर क्स आहेत.अांप्रतम 

कार्यणकारीची (End-Effector) न्सस्थती आप्रण अप्रभमुखता (Position & Orientation) ह्या मॅप्रिर क्सच्या 

गुणाकाराने ठरतात. 

Table No. 4.1: D-H पॅरामीिसण 

Frame 

i 

d or bi (Joint 

offset) 
θi  (Joint angle) ai or r (Link length) 

𝛼i (Twist 

angle) 

1 0 
𝜃1(joint 

variable) 
a1 0 

2 0 
𝜃2(joint 

variable) 
a2 0 

Ti = [

cosθi −sinθicosαi sinθisinαi aicosθi

sinθi cosθicosαi −cosθisinαi aisinθi

0 sinαi cosαi bi

0 0 0 1

]जेव्हा  i = 1,2,3,4 

DH पॅरामीिसण सबन्सस्ट्ूि केल्यानांतर HTMs: 

HTM, T1 = [

cosθ1 −sinθ1 0 a1cosθ1

sinθ1 cosθ1 0 a1sinθ1

0 0 1 0
0 0 0 1

]जेव्हा  i = 1 

HTM,T2 = [

cosθ2 −sinθ2 0 a2cosθ2

sinθ2 cosθ2 0 a2sinθ2

0 0 1 0
0 0 0 1

]जेव्हा  i = 2 

𝑇 = 𝑇1 ∗ 𝑇2                                     ………. Equation (2) 
HTM,T1

= [

cos(θ1) cos(θ2) − sin(θ1) sin(θ2) cosθ1 −cos(θ1) sin(θ2) − sin(θ1) cos(θ2) 0 𝑎2 cos(𝜃1) cos(𝜃2) − 𝑎2 sin(𝜃1) sin(𝜃2) + 𝑎1 cos(𝜃1)

sin(θ1) cos(θ2) + cos(θ1) sin(θ2) cos(θ1) cos(θ2) − sin(θ1) sin(θ2) 0 𝑎2 sin(𝜃1) cos(𝜃2) + 𝑎2 cos(𝜃1) sin(𝜃2) + 𝑎1 sin(𝜃1)
0 0 1 0
0 0 0 1

] 

जेव्हा  i = 1 

HTM, T2 = [

cos(θ₁ +  θ₂) −sin(θ₁ +  θ₂) 0 a₂cos(θ₁ +  θ₂)  +  a₁cosθ₁
sin(θ₁ +  θ₂) cos(θ₁ +  θ₂) 0 a₂sin(θ₁ +  θ₂)  +  a₁sinθ₁

0 0 1 0
0 0 0 1

]जेव्हा  i = 2 

 

4.2.1 फॉरिडम पोशझशन अॅनाशलशसस 2Pपॅ्लनर आममसाठी 

2P पॅ्लनर आमणसाठी, फॉरवडण काइनेमॅप्रिक्स (Forward Kinematics) मॅप्रिर क्स T खालीलिमाणे असेल: 

T=T1×T2 
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Table No 4.2 : D-H पॅरामीटर्स 

Frame 

i 

d or bi (Joint 

offset) 
θi(Joint angle) 

Ai or r (Link 

length) 

𝜶i (Twist 

angle) 

1 𝑏1(joint 

variable) 

0 a1 0 

2 𝑏2(joint 

variable) 

0 a2 0 

Ti = [

cosθi −sinθicosαi sinθisinαi aicosθi

sinθi cosθicosαi −cosθisinαi aisinθi

0 sinαi cosαi bi

0 0 0 1

]जेव्हा  i = 1,2 

िते्यक फे्रमसाठी Denavit-Hartenberg (DH) पॅरामीिसणलागू केल्यानांतर, खालील दोन 

Homogeneous Transformation Matrices (HTMs) प्रमळतील: 

𝑇1 = [

𝑐𝑜𝑠0 −𝑠𝑖𝑛0𝑐𝑜𝑠0 𝑠𝑖𝑛0𝑠𝑖𝑛0 𝑎1𝑐𝑜𝑠0
𝑠𝑖𝑛0 𝑐𝑜𝑠0𝑐𝑜𝑠0 −𝑐𝑜𝑠0𝑠𝑖𝑛0 𝑎1𝑠𝑖𝑛0
0 𝑠𝑖𝑛0 𝑐𝑜𝑠0 𝑏1

0 0 0 1

]जेव्हा 𝑖 = 1 

 T1 = [

1 0 0 a1

0 1 0 0
0 0 1 b1

0 0 0 1

]जेव्हाi = 1 

T2 = [

cos0 −sin0cos0 sin0sin0 a2cos0
sin0 cos0cos0 −cos0sin0 a2sin0
0 sin0 cos0 b2

0 0 0 1

]जेव्हा i = 2 

 T1 = [

1 0 0 a2

0 1 0 0
0 0 1 b2

0 0 0 1

]जेव्हा  i = 2 

𝑇 = 𝑇1 ∗ 𝑇2 

T = [

1 0 0 a1

0 1 0 0
0 0 1 b1

0 0 0 1

] ∗   [

1 0 0 a2

0 1 0 0
0 0 1 b2

0 0 0 1

] = [

1 0 0 a1 + a2

0 1 0 0
0 0 1 b1 + b2

0 0 0 1

]………. Equation(3) 

 

4.3  रेिीय आशण कोनीय शिस्थापन, िेग ि ििेग यांची व्याख्या 

4.3.1 रेिीय शिस्थापन, रेिीय िेग आशण रेिीय ििेग 

1. रेषीर्य प्रवस्थापन (Linear Displacement): 

 जेव्हा एखादी वसू्त सरळ रेषेत हालचाल करते, तेव्हा ती केलेले एकूण स्थानाांतरणरेषीर्य प्रवस्थापनम्हणतात. 

2. रेषीर्य वेग (Linear Velocity): 

सरळ मागाणने चालणाऱ्र्या वसू्तच्या प्रवस्थापनाचा कालानुसार दररेषीर्य वेगम्हणतात. 

3. रेषीर्य िवेग (Linear Acceleration): 

सरळ रेषेत चालणाऱ्र्या वसू्तच्या वेगाचा कालानुसार दररेषीर्य िवेगम्हणतात. 
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4.3.2  कोनीय शिस्थापन, कोनीय िेग आशण कोनीय ििेग 

1. कोनीर्य प्रवस्थापन (Angular Displacement): 

 जर वसू्त वतुणळाकार मागाणने प्रफरत असेल, तर ती प्रफरलेला कोन म्हणजेकोनीर्य प्रवस्थापनहोर्य. 

2. कोनीर्य वेग (Angular Velocity): 

  कोणत्याही प्रफरत्या वसू्तच्याकोनीर्य प्रवस्थापनाचा कालानुसार दरम्हणजेकोनीर्य वेगहोर्य. 

2. कोनीर्य िवेग (Angular Acceleration): 

  कोणत्याही प्रफरत्या वसू्तच्या कोनीर्य वेगाचा कालानुसार दरकोनीर्य िवेगम्हणतात. 

4.4 रोबोिची शिन्नगती आशण िेग: जेकशबयन समीकरण ि जेकशबयन मॅशिर क्स 

4.4.1  जेकशबयन मॅशिर क्सचा पररचय (Introduction to Jacobian Matrix) 

• समन्वर्य पररवतणन (Coordinate Transformation) 

समन्वर्य पररवतणन म्हणजेएका सांदभण फे्रममधून (reference frame) दुसऱ्र्या सांदभण फे्रममधे्य रोबोिच्या स्थान 

(position) आप्रण अप्रभमुखतेचे (orientation) रूपाांतरकरणे. 

1. समन्वर्य पररवतणन समीकरण:[Q̅U

1
] = [ RB

U t̅B
0 1

] [Q̅B

1
] 

2. होमोप्रजप्रनर्यस िर ािफॉमेशन मॅप्रिर क्स (HTM) 

HTM म्हणजेएकाच वेळी अनुवाद (Translation) आप्रण परावतणन (Rotation) पररवतणन करण्यासाठी 

वापरली जाणारी मॅप्रिर क्स. 

HTM चे समीकरण:Ti =TbiTθiTaiTαi 

HTM मॅप्रिर क्स: 

Ti = [

cosθi −sinθicosαi sinθisinαi aicosθi

sinθi cosθicosαi −cosθisinαi aisinθi

0 sinαi cosαi bi

0 0 0 1

]जेव्हा  i = 1,2,3.. 

ही मॅप्रिर क्सिते्यक साांध्याचे स्थान आप्रण अप्रभमुखता पुढच्या फे्रममधे्य रूपाांतररत करते. 

3. अांप्रतम कार्यणकारी (End-Effector) चे HTM: 

T = T1 * T2 *. . . Tn 

हेफे्रम िर ािफॉमेशनआहे आप्रणफॉरवडण काइनेमॅप्रिक्स (Forward Kinematics) िप्रिरे्यचा भाग आहे. 

फॉरवडण काइनेमॅप्रिक्सचे वैप्रशष्ट्े: 

4. र्या समीकरणातरोिेशन मॅप्रिर क्सआप्रणन्सस्थती सप्रदश (Position Vector) दोन्ही असतात, जे साांध्याांच्या 

(joint variables) कार्याणवर अवलां बून असतात. 

5. अांप्रतम कार्यणकारीचेस्थान आप्रण अप्रभमुखता बदलतेजेव्हा साांध्याांचे कोन बदलतात. 

6. जेकप्रबर्यन मॅप्रिर क्स (Jacobian Matrix) आप्रण गती प्रवश्लेषण (Velocity Analysis) 

7. जेकप्रबर्यन मॅप्रिर क्सहासाांध्याांच्या वेग (joint velocities) आप्रण अांप्रतम कार्यणकारीच्या रेषीर्य व कोनीर्य वेग 

(linear & angular velocity) र्याांच्यातील सांबांध दशणवतो. 

 

4.4.2 जेकशबयन मॅशिर क्स  

जेकप्रबर्यन मॅप्रिर क्सही अशी मॅप्रिर क्स आहे जी अांप्रतम कार्यणकारीच्या (end-effector) रेषीर्य (linear) आप्रण 

कोनीर्य (angular) वेगाचासाांध्याांच्या वेगाशी (joint velocities) सांबांध दशणवते. 

• जेकप्रबर्यन मॅप्रिर क्सचे महत्त्व आप्रण उपर्योग: 

1. प्रसांगु्यलररिी (Singular Configuration) शोधण्यासाठी: 
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प्रसांगु्यलररिी म्हणजेअसा प्रबांदू प्रजरे्थ रोबोि एक प्रकां वा अप्रधक स्वातांत्र्य अांश (DOF) गमावतो.अशा प्रठकाणी 

अांप्रतम कार्यणकारीएका प्रवप्रशष्ट प्रदशेने हलवता रे्यत नाही.हेवकण से्पसच्या (workspace) काठावरघडते, जसे 

की जेव्हा रोबोि पूणणपणे ताणलेला (fully stretched) असतो. 

2. अप्रतररक्त स्वातांत्र्य अांश (Redundancy) प्रवश्लेषणासाठी: 

काही वेळा रोबोिकडे अप्रधक DOF असतो, त्यामुळे तो एकाच िागेिला वेगवेगळ्या मागाांनी पोहोचू 

शकतो.जेकप्रबर्यन वापरूनसवोतृ्कष्ट मागण शोधता रे्यतो. 

3. वेग प्रवश्लेषणासाठी (Velocity Analysis) इन्फ्व्हसण काइनेमॅप्रिक्स शोधण्यासाठी: 

जेकप्रबर्यन मॅप्रिर क्सहे इन्फ्व्हसण काइनेमॅप्रिक्समधे्य वापरले जाते जेव्हा अांप्रतम कार्यणकारीच्या इन्सित वेगावरून 

साांध्याांचे वेग शोधार्यचे असतात. 

4. अांप्रतम कार्यणकारीवर लागू केलेल्या बलाांमुळे साांध्याांवर प्रकती िॉकण  (torque) प्रनमाणण होईल र्यासाठी: 

जर अांप्रतम कार्यणकारीवर प्रवप्रशष्टबल (force) लागू केले, तर जेकप्रबर्यनद्वारेसाांध्याांवर होणारा िॉकण काढता 

रे्यतो.र्याचा उपर्योगरोबोिच्या प्रनर्यांिणात (control) आप्रण बल व्यवस्थापनात (force analysis) होतो. 

5. गतीशास्त्रीर्य अल्गोररदम प्रवकप्रसत करण्यासाठी:रोबोि डार्यनॅप्रमक्स (robot dynamics) मधे्य, 

जेकप्रबर्यनचा वापर करूनबल, िॉकण  आप्रण वेग र्याांचा सांबांधस्पष्ट करता रे्यतो.र्याचा उपर्योगरोबोि कां िर ोल 

प्रसस्टीम आप्रण प्रसमु्यलेशनमधे्य होतो. 

4.4.3  जेकशबयन मॅशिर क्स(Jacobian Equation) रोबोशिक्समधे्य 

जेकप्रबर्यन मॅप्रिर क्सही अांप्रतम कार्यणकारीचा (end-effector) रेषीर्य (linear) आप्रण कोनीर्य (angular) 

वेगसाांध्याांच्यावेगाशी (joint velocities) जोडते.हे गप्रणतीर्य सांबांध खालील समीकरणाद्वारे दशणवले जाते. 

जेकप्रबर्यन समीकरण: 

𝑣𝑒= J * q̇……….Equation (4) 

प्रजरे्थ: 

𝑣𝑒⟶अांप्रतम कार्यणकारीचावेग वेक्टर (velocity vector) 

J ⟶जेकप्रबर्यन मॅप्रिर क्स 

q̇ ⟶साांध्याांचा वेग वेक्टर (joint velocity vector) 

र्यामधे्य x, y, z अक्षाांभोवती प्रफरण्याचा वेग (angular velocity) असतो. 

Or,   

जेकप्रबर्यनसमीकरणामधील सांज्ञा आप्रण त्याांचे अर्थणजेकप्रबर्यनसमीकरण रोबोिच्या अांप्रतम कार्यणकारीचा 

(end-effector) वेगआप्रणसाांध्याांचा वेगर्याांच्यातील गप्रणतीर्य सांबांध दशणवते. 

ẋ, ẏ, ż हे अांप्रतम कार्यणकारीचे (end-effector) रेषीर्य वेग (Linear Velocities) आहेत. 

हे X, Y, Z प्रदशाांमधे्यस्थानाचा बदल (position change) दराने मोजले जातात. 

𝑥̇ =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
, 𝑦̇ =

𝑑𝑦

𝑑𝑡
, 𝑧̇ =

𝑑𝑧

𝑑𝑡
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ω_x, ω_y, ω_zहे अांप्रतम कार्यणकारीचे कोनीर्य वेग (Angular Velocities) आहेत.हे X, Y, Z 

अक्षाांभोवतीप्रफरण्याचा वेग दशणवतात.कोनीर्य वेग म्हणजेकोनीर्य प्रवस्थापन (angular displacement) θ 

चा कालानुसार (time) बदल. 

𝜔 =
𝑑𝜃

𝑑𝑡
 

समीकरणाच्या उजव्या बाजूला साांध्याांचा वेग मॅप्रिर क्स (Joint Velocity Matrix) असतो.हेसाांध्याच्या चलाांचे 

(joint variables) प्रवभेदक (derivative) असते. 

साांध्याांचे वेग    :𝑞1̇, 𝑞2,̇ 𝑞3̇ … . 𝑞𝑛̇ 

n⟶रोबोिच्या साांध्याांची सांख्या दशणवते. 

 

4.4.4  एंड इफेक्टरच्या रेिीय आशण कोनीय िेगांच्या संबंधातील जेकशबयन मॅशिर क्स 

• जेकप्रबर्यन मॅप्रिर क्स (Jacobian matrix) काढण्यासाठी, एां ड इफेक्टरच्या िते्यक स्थान समीकरणाचे 

सवणजॉइांि वे्हररएबल्सच्या सांदभाणत वु्यत्पन्न (derivative) घेतले जाते. 

• जेकप्रबर्यन मॅप्रिर क्स J हे 6×n पररमाणाचे असते आप्रण ते सांरु्यक्त चल (joint variables) र्याांचे एक फां क्शन 

असते. 

• जेकप्रबर्यन मॅप्रिर क्समधे्य n स्तांभ असतात, जे मॅप्रनपु्यलेिरमधील साांध्याांची (joints) सांख्या दशणवतात. 

• जेकप्रबर्यन मॅप्रिर क्सच्या पांक्ती दोन भागाांमधे्य प्रवभागल्या जातात: 

• पप्रहल्या तीन पांक्तीएां ड इफेक्टरच्यारेषीर्य वेगाांशी (linear velocities) सांबांप्रधत असतात.शेविच्या तीन 

पांक्तीएां ड इफेक्टरच्याकोनीर्य वेगाांशी (angular velocities) सांबांप्रधत असतात. 

• म्हणून, जेकप्रबर्यन मॅप्रिर क्सच्या वरील भागालारेषीर्य वेग जेकप्रबर्यन (𝐽𝑣) म्हणतात आप्रण खालच्या 

भागालाकोनीर्य वेग जेकप्रबर्यन (𝐽𝜔) म्हणतात. 

• एां ड इफेक्टरचारेषीर्य वेग (𝑣𝑒) सांरु्यक्त वेगाांवर (joint velocities) अवलां बून खालीलिमाणे दशणवला जाऊ 

शकतो: 

𝑣𝑒 = 𝐽𝑣𝑞̇ 

𝐽𝑣ही 3×n मॅप्रिर क्स आहे जी सांरु्यक्त वेगाांचे एां ड इफेक्टरच्या रेषीर्य वेगासाठी र्योगदान 

दशणवते.𝐽𝑣सांरु्यक्त चल 𝑞 चे एक फां क्शन आहे. 

• एां ड इफेक्टरचाकोनीर्य वेग (𝜔𝑒) सांरु्यक्त वेगाांवर खालीलिमाणे अवलां बून असतो: 

𝜔𝑒 = 𝐽𝜔𝑞̇ 

𝐽𝜔 ही 3×n मॅप्रिर क्स आहे जी सांरु्यक्त वेगाांचे एां ड इफेक्टरच्या कोनीर्य वेगासाठी र्योगदान दशणवते.𝐽𝜔देखील 

सांरु्यक्त चल q चे एक फां क्शन आहे. 

• त्यामुळे, जेकप्रबर्यन मॅप्रिर क्स J खालीलिमाणे सांकप्रलत केला जातो: 

𝐽 = [
𝐽𝑣
𝐽𝜔

] 

𝐽𝑣आप्रण 𝐽𝜔वेगळ्या पद्धती ांनी वु्यत्पन्न (derive) करावे लागतात. दोन्ही स्वतांिपणे काढून नांतर एकप्रित 

करून अांप्रतम जेकप्रबर्यन मॅप्रिर क्स तर्यार केला जातो. 

• 𝐽𝑣चे िप्रतप्रनप्रधत्व (Representation of 𝐽𝑣) 

 

वेग म्हणजे न्सस्थतीचा (position) वु्यत्पन्न (derivative) असतो.𝐽𝑣हा एां ड इफेक्टरच्यारेषीर्य वेगाशी (linear 

velocity) सांबांप्रधत असल्यामुळे, x, y आप्रण z स्थान समीकरणाांचे सांरु्यक्त चलाांिमाणे वु्यत्पन्न घेऊन 𝐽𝑣िाप्त 

करता रे्यतो.सांरु्यक्त चल: [q1,q2,...qn][q_1, q_2, ... q_n][q1,q2,...qn] 
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𝐽𝑣 =

[
 
 
 
 
 
 
∂x

∂q1

∂x

∂q2

∂x

∂q3
 ⋯⋯

∂x

∂qn

∂y

∂q1

∂y

∂q2

∂y

∂q3
 ⋯⋯

∂y

∂qn

∂z

∂q1

∂z

∂q2

∂z

∂q3
 ⋯⋯

∂z

∂qn]
 
 
 
 
 
 

3×n

 

𝐽𝜔चे िप्रतप्रनप्रधत्व (Representation of 𝐽𝜔) 

कोनीर्य वेग (Angular velocity) म्हणजेकोनीर्य प्रवस्थापनाचा (angular displacement) वु्यत्पन्न 

(derivative) असतो.𝐽𝜔हा सांरु्यक्त वेगाांमुळेएां ड इफेक्टरच्या कोनीर्य वेगाशी (angular velocity) सांबांप्रधत 

असल्यामुळे, x, y आप्रण z अक्षाांवरील कोनीर्य प्रवस्थापनाांचे सांरु्यक्त चलाांिमाणे वु्यत्पन्न (derivate) घेऊन 

𝐽𝜔िाप्त करता रे्यतो.𝑞1, 𝑞2. . . 𝑞𝑛 

𝐽𝜔 =

[
 
 
 
 
 
 
∂θx

∂q1

∂θx

∂q2

∂θx

∂q3
 ⋯⋯

∂θx

∂qn

∂θy

∂q1

∂θy

∂q2

∂θy

∂q3
 ⋯⋯

∂θy

∂qn

∂θz

∂q1

∂θz

∂q2

∂θz

∂q3
 ⋯⋯

∂θz

∂qn]
 
 
 
 
 
 

3×n

 

र्यावरून असे प्रदसून रे्यते की, 

जॅकोप्रबर्यन मॅप्रिर क्समधे्यिते्यक सांरु्यक्त चलाच्या (joint variable) प्रवभेदक (differential) बदलाशी 

सांबांप्रधत प्रवभेदक अनुिमप्रणका (differential translation) आप्रण प्रफरणारी सप्रदश (rotation vector) 

समाप्रवष्ट असते.जॅकोप्रबर्यन मॅप्रिर क्स (Jacobian Matrix) 

𝑱 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
∂x

∂q1

∂x

∂q2

∂x

∂q3
 ⋯⋯

∂x

∂qn

∂y

∂q1

∂y

∂q2

∂y

∂q3
 ⋯⋯

∂y

∂qn

∂z

∂q1

∂z

∂q2

∂z

∂q3
 ⋯⋯

∂z

∂qn

∂θx

∂q1

∂θx

∂q2

∂θx

∂q3
 ⋯⋯

∂θx

∂qn

∂θy

∂q1

∂θy

∂q2

∂θy

∂q3
 ⋯⋯

∂θy

∂qn

∂θz

∂q1

∂θz

∂q2

∂θz

∂q3
 ⋯⋯

∂θz

∂qn]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6×n

 

4.5  जॅकोशबयन मॅशिर क्सिरील साधे संख्यात्मक उदाहरण 

समस्या 1: 2-DOF प्रसररर्यल मॅप्रनपुलेिरसाठी जेकॉप्रबर्यन मॅप्रिर क्स शोधाप्रदलेली माप्रहती:एका 2-DOF 

प्रसररर्यल मॅप्रनपुलेिरसाठी, L1 आप्रणL2 लाांबीच्या प्रलां क असतात आप्रण साांध्याांचे कोनθ1आप्रणर्याांनीदशणप्रवले 

जातात.एां ड-इफेक्टरच्या कोऑप्रडणनेि्स (X, Y) र्या िकारे प्रदलेल्या आहेत: 

X = L1 cosθ1+  L2cos (θ1+θ2) 

Y = L1 sinθ1+  L2 sin (θ1+θ2) 

प्रदलेल्या सांरचनेसाठी जेकॉप्रबर्यन मॅप्रिर क्स शोधा. 

Solution  : 

चालू स्वातांत्र्य पदवी (DOF) = 2 असल्यामुळे, जेकॉप्रबर्यन मॅप्रिर क्सपुढीलिमाणे प्रदली जाते: 
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J =

[
 
 
 
 
∂x

∂θ1

∂x

∂θ2

∂y

∂θ1

∂y

∂θ2

]
 
 
 
 

 

X आप्रणYर्या समीकरणाांचेθ1 आप्रणθ2 च्या सांदभाणत अांशतः  अवकलन घेतल्यास, आपल्याला प्रमळते: 

∂X/∂θ1 = -L1 sinθ1-  L2 sin (θ1+θ2) 

∂X/∂θ2 =  -  L2 sin (θ1+θ2) 

 ∂Y/∂θ1 = L1 cos θ1 + L2 cos (θ1+θ2) 

∂Y/∂θ2  = L2 cos (θ1+θ2) 

म्हणून, जॅकोप्रबर्यन मॅप्रिर क्स आहे: 

J = [
∂qx / ∂θ1 ∂qX / ∂θ2
∂qY / ∂θ1 ∂qY / ∂θ2

] 

𝐽 =   [
−L1 sinθ1 −  L2 sin (θ1 + θ2) −  L2 sin (θ1 + θ2) 

 −L1 cos θ1 −   L2 cos (θ1 + θ2) L2 cos (θ1 + θ2)
] 

सारांश: 

रोबोप्रिक हाताच्या काइनेमॅप्रिक्समधे्य साांध्याांच्या पररमाणाांमधील गती आप्रण एां ड-इफेक्टरच्या न्सस्थती व 

अप्रभमुखतेतील सांबांधाांचा अभ्यास केला जातो. स्थान प्रवश्लेषण, जे रोबोि प्रनर्यांिणासाठी आवश्र्यक आहे, पुढील दोन 

िकाराांमधे्य वगीकृत केले जाते:फॉरवडण काइनेमॅप्रिक्स – प्रदलेल्या साांध्याांच्या पररमाणाांवरून एां ड-इफेक्टरची न्सस्थती 

व अप्रभमुखता शोधणे.इन्फ्व्हसण काइनेमॅप्रिक्स – प्रदलेल्या एां ड-इफेक्टरच्या न्सस्थतीवरून साांध्याांच्या पररमाणाांची गणना 

करणे.फॉरवडण काइनेमॅप्रिक्ससाठी, डेनाप्रवि-हािेनबगण (DH) पररमाणाांचा वापर करून होमोप्रजप्रनर्यस 

िर ािफॉमेशन मॅप्रिर क्स (HTM) प्रनधाणररत केला जातो, तर इन्फ्व्हसण काइनेमॅप्रिक्समधे्य अशा नॉनप्रलप्रनअर 

समीकरणाांचे प्रनराकरण करावे लागते, जे अनेक प्रकां वा शून्य उत्तर देऊ शकतात.जॅकोप्रबर्यन मॅप्रिर क्स, जे 

प्रडफरें प्रशर्यल गती समीकरणाांपासून वु्यत्पन्न केले जाते, हे साांध्याांच्या गती ांना एां ड-इफेक्टरच्या रेषीर्य आप्रण कोनीर्य 

गती ांशी जोडते. वेग प्रवश्लेषण, इन्फ्व्हसण काइनेमॅप्रिक्स, प्रसांगु्यलॅररिी शोधणे आप्रण बल-िॉकण  सांबांध समजून घेण्यासाठी 

हे महत्त्वाचे आहे.हे सांकल्पना समजून घेणे रोबोिच्या गती प्रनर्योजन आप्रण प्रनर्यांिणासाठी अत्यांत आवश्र्यक आहे. 

 

स्वाध्याय:  

1. फॉरवडण काइनेमॅप्रिक्स आप्रण इन्फ्व्हसण काइनेमॅप्रिक्सची व्याख्या करा. (Define forward kinematics and 

inverse kinematics.) 

2. 2R आप्रण 2P पॅ्लनर रोबोिचे फॉरवडण काइनेमॅप्रिक्स मॅप्रिर क्स समीकरण वु्यत्पन्न करा. (Derive the 

forward kinematics matrix equation of a 2R & 2P planar robot .) 

3. जेकॉप्रबर्यन मॅप्रिर क्सचे वणणन करा. (Describe Jacobian matrix.) 

4. L₁ आप्रण L₂ लाांबीच्या दोन प्रलां क असलेल्या 2 DOF प्रसररर्यल मॅप्रनपु्यलेिरमधे्य, साांधे कोन θ₁ आप्रण θ₂ 

आहेत. एां ड-इफेक्टरचे समन्वर्य (X, Y) खालीलिमाणे आहेत: 

X = L₁ cos(θ₁) + L₂ cos(θ₁ + θ₂) 

Y = L₁ sin(θ₁) + L₂ sin(θ₁ + θ₂) 

           A 2 DOF serial manipulator with the links having lengths of L1 and L2 has the joint angles  

          represented by θ1 and θ2. The end-effector’s coordinates are represented by (X, Y) where 

          X = L1 cosθ1 + L2cos (θ1+θ2), Y = L1 sinθ1 + L2 sin (θ1+θ2) Find out the Jacobian  

         matrix for the given configuration. 
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5. प्रदलेल्या सांरचनेसाठी जेकॉप्रबर्यन मॅप्रिर क्स शोधा.(i) रेखीर्य वेग (Linear Velocity) (ii) रेखीर्य प्रवस्थापन 

(Linear Displacement) (iii) रेखीर्य त्वरण (Linear Acceleration) (iv) कोनीर्य त्वरण (Angular 

Acceleration) र्याांची व्याख्या करा. (Define (i) Linear Velocity (ii) Linear Displacement (iii) Linear 

Acceleration (iv) Angular Acceleration.) 

6. रोबोप्रिक आमणच्या काइनेमॅप्रिक्सचा अर्थण स्पष्ट करा (State the meaning of  kinematics of a robotic 

arm?) 

7. रोबोप्रिक काइनेमॅप्रिक्समधे्य होमोप्रजप्रनर्यस िर ािफॉमेशन मॅप्रिर क्स (HTM) कसा वापरला जातो? 

(Explain how the homogeneous transformation matrix (HTM) is applied in robotic 

kinematics) 

8. फॉरवडण काइनेमॅप्रिक्स वापरून रोबोप्रिक आमणच्या एां ड-इफेक्टरची न्सस्थती आप्रण प्रदशा कशी प्रनधाणररत 

करता?( Describe the process of determining the position and orientation of a robotic arm’s 

end-effector using forward kinematics) 

9. इन्फ्व्हसण काइनेमॅप्रिक्स सोडवताना सामान्यतः  कोणत्या अडचणी रे्यतात?( Describe the common 

challenges faced in solving inverse kinematics) 

10. दोन ररव्हॉलू्यि साांधे असलेल्या रोबोप्रिक आमणसाठी, फॉरवडण काइनेमॅप्रिक्स वापरून एां ड-इफेक्टरची 

न्सस्थती कशी प्रनधाणररत कराल?( Given a robotic arm with two revolute joints, how would you 

determine the end-effector position using forward kinematics?) 

11. इन्फ्व्हसण काइनेमॅप्रिक्स समस्याांचे प्रनराकरण करण्यासाठी सांख्यात्मक पद्धती कशा वापरल्या जाऊ 

शकतात? (Explain how numerical methods are applied to solve inverse kinematics 

problems) 

सेल्फ  लेअटनिंग अक्टव्हििीज (Self Learning Activities): 

1.काइनेमॅप्रिक प्रलां केज मॉडेल कागद आप्रण स्टर ॉसह 

• प्रिर्याकलाप: कागदी काप आप्रण स्टर ॉचा वापर करून 2R पॅ्लनर मॅप्रनपु्यलेिर तर्यार करा, ज्यात प्रलां क्स 

आप्रण साांधे दशणप्रवले जातील. 

• उप्रद्दष्ट: साांध्याांचे हस्तचाप्रलत सांचालन करा आप्रण एां ड-इफेक्टरच्या न्सस्थतीतील बदलाांचे प्रनरीक्षण करा. 

• पररणाम: फॉरवडण आप्रण इन्फ्व्हसण काइनेमॅप्रिक्सबद्दल अांतज्ञाणन प्रवकप्रसत करा. 

2. रोबोिच्या एां ड-इफेक्टसणची तुलना दशणप्रवणारे चािण तर्यार करा. 
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यूशनि 5 

रोबोशिक  आमम  आशण  मोिन  पॅ्लशनंगच्या  गशतिीलतेचे  शसंहािलोकन  

Overview of Dynamics of the Robotic Arm and Motion Planning 

 

शििय शनष्पत्ती (Course Outcome): रोबोटिक आमथच्या गटतशीलता आटण गती टनयोजनाचा अर्थ लावणे   

Interpret the dynamics and motion planning of the robotic  
                                                     arm. 

घिक शनष्पत्ती (Theory Learning Outcomes): 
5.1 गततशास्त्र आतण गततशीलतेमधे्य िरक ओळखणे  

Differentiate between kinematics and dynamics. 

5.2  गतीच्या गततमान समीकरणाांचे वणयन करणे  

Describe dynamic equations of motion. 

5.3  सांयुक् से्पस तनयोजन आतण कािेतशयन से्पस  तनयोजन याांची तुलना करणे .  

Compare joint space planning and Cartesian space planning. 

5.4 तबांदू ते तबांदू गती आतण सलग मागय गतीचे वणयन करणे . 

Describe point to point motion and continuous path motion. 

पररचय:  

र्या अध्यार्यात रोबोिच्या गतीची समीकरणे, म्हणजेच अॅक्च्चु्यएिसणने साांध्यावर लावलेल्या िॉकण  आप्रण 

बलाांमुळे रोबोिची गती कशी प्रनमाणण होते, र्याचा अभ्यास केला जाणार आहे. रोबोिच्या गप्रतशील वतणनाचे 

वणणन करणारी समीकरणाांचा एक सांच प्रवकप्रसत केला जाईल, ज्याला रोबोिचे डार्यनॅप्रमक मॉडेल देखील 

म्हिले जाते. हा प्रवकास अनेक िकारे महत्वाचा आहे: 

(i) र्योग्य प्रनर्यांिण धोरणे प्रवकप्रसत करण्यासाठी डार्यनॅप्रमक मॉडेलचा वापर केला जाऊ शकतो. उच्च-गती 

ऑपरेशि अांतगणत रोबोिची चाांगली कामप्रगरी साध्य करण्यासाठी एका अत्याधुप्रनक प्रनर्यांिकाला 

वास्तववादी गप्रतमान मॉडेलचा वापर आवश्यक असतो. काही कां िर ोल र्योजना इन्सित मागणिमणाचे 

अनुसरण करण्यासाठी आवश्यक असलेले अ ॅक्च्चु्यएिर िॉकण  आप्रण बल शोधण्यासाठी रे्थि गप्रतमान 

मॉडेलवर अवलांबून असतात.  

(ii) रोबोप्रिक प्रसस्टीमच्या सांगणक प्रसमु्यलेशनसाठी प्रवकप्रसत केलेले डार्यनॅप्रमक मॉडेल वापरले जाऊ शकते. 

प्रवप्रवध ऑपरेप्रिांग पररन्सस्थतीत मॉडेलच्या वतणनाचे परीक्षण करून, रोबोि तर्यार झाल्यावर तो कसा वागेल 

र्याचा अांदाज लावता रे्यतो.  

(iii) रोबोिचेडार्यनॅप्रमक मॉडेल प्रलांक, बेअररांग आप्रण अॅक्च्चु्यएिसणच्या प्रडझाइन आप्रण सार्यप्रझांगसाठी आवश्यक 

असलेल्या सवण सांरु्यक्त ररएक्शन शक्ती देते. 
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Figure 5.1: रोबो आनलर्यझेर मधील 3-R रोबोिचे डार्यनॅप्रमक मॉडेल (Dynamic Model of 3R Robot 

Model in Robo-analyzer) 

5.1 डायनॅशमक्स: व्याख्या,Forward Dynamics आशण Inverse Dynamicsची संकल्पना 

5.1.1  व्याख्या: 

  डार्यनॅप्रमक्स म्हणजे प्रसस्टम प्रकां वा शरीराांमधे्य गती प्रनमाणण करणाऱ्र्या बल आप्रण क्षणाांचा अभ्यास.  

  रोबोिचे डार्यनॅप्रमक मॉडेल म्हणजे अ ॅक्च्चु्यएिसणद्वारे साांध्यावर लावले जाणारे बल/िॉकण  आप्रण मॅप्रनपुलेिरच्या 

पररणामी गतीमधील सांबांधाांचा अभ्यास. ते अ ॅक्च्चु्यएिसणद्वारे साांध्यावर लावले जाणारे िॉकण  आप्रण बलाांमुळे 

एां ड इफेक्टरचा मागण प्रकां वा मागण वणणन करते. मॅप्रनपुलेिरच्या हालचाली ांचे डार्यनॅप्रमक समीकरण हे 

मॅप्रनपुलेिरच्या गप्रतमान वतणनाचे वणणन करणारे गप्रणतीर्य समीकरणाांचा सांच आहे. ते दोन िकारचे असते: 

फॉरवडण प्रकां वा डार्यरेक्ट डार्यनॅप्रमक्स आप्रण इनव्हसण डार्यनॅप्रमक्स. 

5.1.2 फॉरिडम डायनॅशमक्स (Forward dynamics): 

फॉरवडण डार्यनॅप्रमक्स लागू केलेल्या बल आप्रण िॉकण च्या सांचापासून रोबोिची गती प्रनप्रित करते. हे िामुख्याने 

प्रसमु्यलेशनसाठी वापरले जाते. अ ॅक्च्चु्यएिसणद्वारे जाइांि वरती लागू केलेल्या प्रदलेल्या बल / िॉकण साठी एां ड 

इफेक्टरच्या पररणामी साांध्याांच्या हालचाली आप्रण िके्षपण शोधण्यासाठी र्याचा वापर केला जातो. हे 

खालीलिमाणे दाखवले जाते: 

𝑞̈ = 𝑓(𝑞, 𝑞̇, 𝜏 ),  𝑞̇ =  ∫ 𝑞̈, 𝑑𝑡 , 𝑞 =  ∫ 𝑞.̇ 𝑑𝑡………….. …………………… eqn. (1), 

Where,  

𝑞 = 𝑑𝑖𝑠𝑝𝑙𝑎𝑐𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡, 𝑞̇ = 𝑣𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑡𝑦, 𝑞̈ = 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑙𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛, 𝜏 = 𝑇𝑜𝑟𝑞𝑢𝑒 
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5.1.3 इनव्हसम डायनॅशमक्स (Inverse dynamics): 

इनव्हसण डार्यनॅप्रमक्स एां ड इफेक्टरची इन्सित गती प्रनमाणण करण्यासाठी आवश्यक असलेले बल आप्रण िॉकण  

प्रनप्रित करते. हे रोबोि प्रनर्यांिण, िके्षपण प्रडझाइन आप्रण ऑप्रिमार्यझेशन आप्रण रोबोि र्यांिणा प्रडझाइन 

करण्यासाठी वापरले जाते. व्यस्त गप्रतशीलतेची समस्या म्हणजे रोबोिच्या एां ड-इफेक्टरचा इन्सित मागण 

प्रनमाणण करण्यासाठी आवश्यक असलेले अ ॅक्च्चु्यएिर िॉकण  आप्रण/प्रकां वा बल शोधणे. रोबोि प्रनर्यांप्रित 

करण्याच्या समसे्यसाठी गप्रतशीलतेचे हे सूिीकरण उपरु्यक्त आहे. 

हे अ ॅक्च्चु्यएिरद्वारे जाइांि वरती लागू कराव्या लागणाऱ्र्या बलाांचे/िॉकण चे मूल्याांकन आहे जे इन्सित जाइांि च्या 

हालचाली ांचा सांच आप्रण end effector च्या िभावकाांच्या िके्षपणासाठी वापरले जाते. हे समीकरण 2 मधे्य 

दाखवले आहे..  

𝜏 = 𝑓−1 (𝑞̈, 𝑞̇, 𝑞) …………………. …………eqn. (2) 

रोबोिच्या हालचालीचे डार्यनॅप्रमक प्रबहेप्रवर्यर खालील द्वारे वणणन केले जाऊ शकते:लॅिेंज-रू्यलरआप्रण  

नू्यिन-रू्यलर.ज्याद्वारे रोबोि मॅप्रनपुलेिरच्या जाइांि साठी गतीची गप्रतमान समीकरणे प्रवकप्रसत केली जाऊ 

शकतात. नू्यिन-रू्यलर समीकरणे वेक्टर आपरोच म्हणून ओळखली जातात, तर रू्यलर-लॅिेंज समीकरणे 

ऊजाण आपरोच वरती आधाररत आहेत. 

5.2 रोबोि मॅशनपुलेिरच्या जाइंि साठी गतीचे डायनॅशमक समीकरणे: 

गतीची गप्रतमान समीकरणे अनेक पद्धती ांनी तर्यार करता रे्यतात. एक पद्धत म्हणजे डार्यनॅप्रमक समीकरणे 

रु्यलर-लॅिेंज लागू करणे. र्या दृप्रष्टकोनाचा फार्यदा असा आहे की जर जनरल को ऑप्रडणनेि स्वतांिपणे प्रनवडले 

गेले तर ते गतीच्या गप्रतमान इके्वशन मधून मर्याणदाांचे बल काढून िाकते. 

ही पद्धत ररप्रजड बॉडी िणालीच्या कार्यनेप्रिक आप्रण पोिेंशल उजेच्या गणना पद्धती ांवर आधाररत आहे. 

लॅिॅंप्रजर्यनची व्याख्या अभ्यासासाठी र्याांप्रिक िणालीच्या गप्रतज आप्रण सांभाव्य उजेमधील फरक म्हणून केली 

जाते, म्हणजे, 

L=T –U, म्हणजेLहे लॅिॅंप्रजर्यन दशणवते,आप्रण TandUहे अनुिमे एकूण कार्यनेप्रिक आप्रण पोिेंशल एनप्रजण 

दशणवतात.गप्रतज ऊजाण रोबोप्रिक िणालीच्या दुव्याांच्या सांरचनेवर (म्हणजेच न्सस्थती आप्रण प्रदशा) आप्रण 

वेगावर अवलांबून असते, तर न्सस्थतीज ऊजाण केवळ दुव्याांच्या सांरचनेवर अवलांबून असते. नांतर गप्रतमान 

समीकरणे प्रदली जातात.  
𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖̇
) − 

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖̇
= 𝜙𝑖  , 𝑓𝑜𝑟 𝑖 = 1…… . 𝑛……………………eqn. (3) 

 र्यामधे्य; 

n= प्रसस्टमचे कॉन्सिगरेशन पररभाप्रषत करण्यासाठी वापरल्या जाणार्याण स्वतांि सामान्यीकृत प्रनदेशाांकाांची 

सांख्या आहे, 

qi’s=  सामान्यीकृत प्रनदेशाांक आहेत (लॅिाांप्रगर्यन फॉमु्यणलेशनमधे्य ऑबे्जक्टचे स्थान प्रनप्रदणष्ट करण्यासाठी 

वापरले जाणारे वे्हररएबल्स 

𝜙i= सामान्यीकृत प्रनदेशाांकाांशी सुसांगत लागू बलाांमुळे सामान्यीकृत बल आहेत. 

5.2.1 कायनेशिक एनशजम (Kinetic Energy): 

गप्रतजऊजेचे सामान्य समीकरण =
1

2
𝑚𝑣2 र्यातील m हेवसु्तमान आहेआप्रण v वेग आहे. एखादा n प्रलांक 

असलेला रोबोि प्रवचारात घ्या, त्याच्या iनांबर च्या प्रलां कची कार्यनेप्रिक एनप्रजण Ti, खालीलिमाणे दशणवता 

रे्यईल,  

𝑇𝑖 =  
1

2
𝑚𝑖𝑐̇𝑖

𝑇𝑐̇𝑖 + 
1

2
𝜔𝑖

𝑇𝐼𝑖𝜔𝑖…………………eqn. (4) 
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 Where,  

𝑐̇𝑖 − 𝑇ℎ𝑟𝑒𝑒 𝑑𝑖𝑚𝑟𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 𝑣𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑡𝑦 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑜𝑓 𝑡ℎ𝑒 𝑚𝑎𝑠𝑠 𝐶𝑖 𝑜𝑓 𝑡ℎ𝑒 𝑖𝑡ℎ 𝑙𝑖𝑛𝑘 

𝜔𝑖 − 𝑇ℎ𝑟𝑒𝑒 𝑑𝑖𝑚𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 𝑎𝑛𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑣𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑡𝑦 𝑜𝑓 𝑡ℎ𝑒 𝑖𝑡ℎ 𝑙𝑖𝑛𝑘 

𝑚𝑖 − 𝑀𝑎𝑠𝑠 𝑜𝑓 𝑡ℎ𝑒 𝑖𝑡ℎ 𝑙𝑖𝑛𝑘 (𝑎 𝑠𝑐𝑎𝑙𝑎𝑟 𝑞𝑢𝑎𝑛𝑡𝑖𝑡𝑦) 

𝐼𝑖 − 𝑇ℎ𝑒 3𝑥3 𝑖𝑛𝑒𝑟𝑡𝑖𝑎 𝑡𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟 𝑜𝑟 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥 𝑜𝑓 𝑡ℎ𝑒 𝑖𝑡ℎ 𝑙𝑖𝑛𝑘 𝑎𝑏𝑜𝑢𝑡 𝐶𝑖. 

 

5.2.2 पोिेंिल एनशजम (Potential energy): 

सांभाव्य ऊजेचे सामान्य समीकरण असे आहेU=m.g.h. रोबोिमधे्य साठवलेली एकूण सांभाव्य ऊजाण िते्यक 

दुव्याच्या सांभाव्य ऊजेच्या र्योगदानाच्या र्योगाने प्रदली जाते. मॅप्रनपुलेिरच्या कठोर दुव्याांसाठी, दुव्यामधे्य 

साठवलेली सांभाव्य ऊजाणiगुरुत्वाकषणणाच्या िभावाखाली प्रलांक iच्या वसु्तमानाच्या कें िाला कै्षप्रतज सांदभण 

समतलापासून त्याच्या सध्याच्या स्थानावर वाढवण्यासाठी आवश्यक असलेल्या कामाची मािा म्हणून 

पररभाप्रषत केले जाते. 
जडत्व फे्रमच्या सांदभाणत, प्रलांक iला स्थानावर प्रवस्थाप्रपत करण्यासाठी आवश्यक असलेले कामCiद्वारे प्रदले 

आहे. 

−𝑚𝑖𝑐𝑇𝑔 

प्रजरे्थ gहा गुरुत्वाकषणणामुळे होणाऱ्र्या त्वरणामुळे होणारा सप्रदश आहे. 

म्हणून, रोबोि मॅप्रनपुलेिरमधे्य साठवलेली एकूण न्सस्थतीज ऊजाण 

𝑈 =  − ∑𝑚𝑖

𝑛

𝑖=1

. 𝑐𝑖
𝑇 . 𝑔 

…………………………….eqn. (5) 

 

वे्हक्टरCi हा रोबोिच्या साांध्याच्या चलाांचे, म्हणजेच qi चे कार्यण आहे. म्हणून, एकूण न्सस्थतीज ऊजाण ही केवळ 

जाइांिच्या चलाांचे कार्यण आहे, जाइांिच्या वेगाांचे नाही. 
5.2.3  यूलर-लॅग्रेंजसमीकरण: 

L = T - U = 
1

2
𝑚𝑖 𝑐̇𝑖

𝑇𝑐̇𝑖 + 
1

2
𝜔𝑖

𝑇𝐼𝑖𝜔𝑖 + ∑ 𝑚𝑖
𝑛
𝑖=1 . 𝑐𝑖

𝑇 . 𝑔 

……………eqn. (6) 

5.2.4 नू्यिन-यूलर समीकरण:  

नू्यिन-रू्यलर समीकरणे कठोर बॉडीच्या एकप्रित अनुवादात्मक आप्रण पररभ्रमण गप्रतमानतेचे वणणन करतात. 

ते बल आप्रण सांवेगाच्या दृष्टीने गप्रतमान िणाली ांचे वणणन करते.हे इके्वशन नू्यिन च्या एनप्रजण च्या लॉं 

(𝐸=𝑚𝑐2)वरती आधाररत आहे. हे एका कठोर शरीराच्या गुरुत्वाकषणण कें िाच्या गतीचा सांबांध त्या कठोर 

शरीरावर कार्यण करणाऱ्र्या बलाांच्या आप्रण िॉकण च्या बेरजेशी जोडते. हे मॅप्रनपुलेिरच्या सामान्य दुव्यावर कार्यण 

करणाऱ्र्या सवण बलाांच्या सांतुलनावर आधाररत आहे.

5.3 मोिन पॅ्लशनंग: (जॉइंि से्पस पॅ्लशनंग, कािेशियन से्पस पॅ्लशनंग) 

रोबोिला एखादे प्रवप्रशष्ट कार्यण पूणण करण्यासाठी, एां ड इफेक्टरला एका प्रवप्रशष्ट मागाणवर प्रकां वा िके्षपविामधे्य 

जावे लागते (से्पस कवण जो मॅप्रनपुलेिर िारां प्रभक स्थान आप्रण अप्रभमुखतेपासून अांप्रतम स्थानाकडे 

सरकतो)गती प्रनर्योजनाद्वारे रोबोिचा मागण प्रनन्सश्चत करणे आवश्र्यक आहे. 

िारां प्रभक स्थानावरून अांप्रतम स्थानावर जाण्यासाठी कृती ांचा िम प्रनन्सश्चत करणे प्रकां वा रोबोिचे जाइांि 

ज्यािमाणे हलतील त्यानुसार कार्यण प्रनमाणण करणे हे रोबोि्ससाठी मोशन पॅ्लप्रनांगचे मुख्य उद्दीष्ट 
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आहे.िके्षपवि प्रनर्योजनाचा (trajectory planning) उदे्दश अांप्रतम पररणामकाला (end effector)  

सुरुवातीच्या अवसे्थपासून इन्सित अवसे्थपर्यांत सतत आप्रण सहजतेने हलवणे हा आहे. 

हे कार्यण प्रनप्रमणती रोबोिच्या कार्याांवर अवलां बून असते, उदाहरणार्थण, एखादी वसू्त एका प्रबांदूपासून दुसऱ्र्या 

प्रबांदूवर ठेवण्यासाठी उचलणे प्रकां वा विरेषेवर दोन धातूचे तुकडे जोडणे.आधीच्या िकरणात, िारां प्रभक 

आप्रण अांप्रतम प्रबांदू प्रनरु्यक्त केले जातात, i.e., प्रबांदू-ते-प्रबांदू गती, तर नांतरच्या पररन्सस्थतीत प्रबांदूांचा मर्याणप्रदत 

िम प्रनप्रदणष्ट करणे आवश्र्यक आहे, i.e., सतत-मागण गती.रोबोि वापरकताण सामान्यतः  प्रबांदू-ते-प्रबांदू प्रकां वा 

सतत-मागाणच्या कार्याणचे वणणन करण्यासाठी अनेक मापदांड प्रनप्रदणष्ट करतो.एक अल्गोररदम नांतर रोबोिच्या 

गती प्रनर्यांिकासाठी इनपुिची गणना करतो.मोशन पॅ्लप्रनांग एकतर जॉइांि से्पसमधे्य केले जाऊ शकते, i.e., 

जॉइांि पोप्रझशि, वेग आप्रण िवेग, प्रकां वा कािेप्रशर्यन से्पस (ज्याला ऑपरेशनल से्पस देखील म्हणतात) 

i.e.,एां ड-इफेक्टर पोप्रझशि, ओररएां िेशन आप्रण त्याांच्या िाइम डेररवे्हप्रिव्ह्जच्या बाबतीत. 

गती प्रनर्योजन हे दोन िकारचे आहे 

1. जाइांि से्पसपॅ्लप्रनांग  

2. कािेप्रशर्यन से्पस पॅ्लप्रनांग  

5.3.1 जाइंि से्पस पॅ्लशनंग (Joint Space Planning): 

सांरु्यक्त जागेत गती प्रनर्योजनाला सांरु्यक्त जागेचे प्रनर्योजन म्हणतात. कालाांतराने सांरु्यक्त चलाांचा इन्सित मागण 

प्रनन्सश्चत करण्याची ही पद्धत आहे. 

सांरु्यक्त जागेची व्याख्या एका सप्रदशाने केली जाते ज्याचे घिक मॅप्रनपुलेिरच्या िते्यक साांध्याचे स्थान, वेग 

आप्रण िवेग असतात. म्हणून, सांरु्यक्त जागेत, रोबोिचे कॉन्सिगरेशन पररभाप्रषत करण्यासाठी सांरु्यक्त कोन 

आप्रण प्रवस्थापन वापरले जातात. रोबोिवरील प्रनर्यांिण प्रिर्या सांरु्यक्त जागेत चालते. सांरु्यक्त जागेत, 

मागणिमण सांरु्यक्त कोनाांच्या सांदभाणत पररभाप्रषत केले जाते. 

5.3.2  कािेशशयन से्पस पॅ्लशनंग (Cartesian Space Planning): 

कािेप्रशर्यन से्पसमधे्य गती प्रनर्योजनाला कािेप्रशर्यन से्पस पॅ्लप्रनांग म्हणतात. कालाांतराने एां ड इफेक्टरची 

न्सस्थती आप्रण प्रदशाप्रनदेशाच्या दृष्टीने इन्सित मागण प्रनन्सश्चत करण्याची ही पद्धत आहे. कािेप्रशर्यन से्पस (प्रकां वा 

िास्क से्पस प्रकां वा ऑपरेशनल से्पस) ही एका वेक्टरद्वारे पररभाप्रषत केली जाते ज्याचे घिक रोबोिच्या एां ड 

इफेक्टरची न्सस्थती, प्रदशाप्रनदेश आप्रण त्याांचे वेळ डेररवे्हप्रिव्ह असतात. म्हणून, कािेप्रशर्यन से्पसमधे्य, 

रोबोिची कॉन्सिगरेशन पररभाप्रषत करण्यासाठी कािेप्रशर्यन प्रनदेशाांक वापरले जातात. 

सामान्यत: कािेप्रशर्यन से्पसमधे्य गती प्रनर्योजन ऑपरेिरद्वारे पसांत केले जाते कारण ते रोबोिला करार्यच्या 

कार्याणचे नैसप्रगणक वणणन करण्यास अनुमती देते कारण रोबोिला करार्यचे कार्यण र्या जागेत केले जाते. तर्थाप्रप, 

रोबोिवरील प्रनर्यांिण प्रिर्या सांरु्यक्त जागेत केली जाते. अशा िकारे, कािेप्रशर्यन से्पसमधे्य वरील अनुिमाशी 

सांबांप्रधत सांरु्यक्त चलाांच्या वेळेच्या िमाची पुनरणचना करण्यासाठी एक र्योग्य व्यस्त गप्रतशास्त्र अल्गोररदम 

वापरला जातो. कािेप्रशर्यन से्पस प्रनदेशाांक िणालीमधे्य एां ड-इफेक्टर न्सस्थती आप्रण प्रदशाप्रनदेश वणणन करते. 

5.3.3 (Differentiate between Joint space trajectory and Cartesian trajectory planning) 

(जॉइंि से्पस िर ॅजेक्टरी आशण कािेशियन िर ॅजेक्टरी पॅ्लशनंग मधील फरक स्पष्ट् करा.) 

Ans: 
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Table No. 5.1 

जॉइंि से्पस िर ॅजेक्टरी पॅ्लशनंग कािेशियन से्पस िर ॅजेक्टरी पॅ्लशनंग 

सांरु्यक्त अवकाशातील गती प्रनर्योजनाला सांरु्यक्त 

अवकाश प्रनर्योजन असे म्हणतात. 

कािेप्रशर्यन अवकाशातील गती प्रनर्योजनाला 

कािेप्रशर्यन से्पस पॅ्लप्रनांग म्हणतात. 

जॉइांि से्पस िर ॅजेक्टरी पॅ्लप्रनांग म्हणजे िागेि 

पोप्रझशन आप्रण ओररएां िेशन साध्य करण्यासाठी 

वेळोवेळी इन्सित सांरु्यक्त कोन प्रनप्रदणष्ट करून 

रोबोप्रिक मॅप्रनपुलेिरसाठी मागण प्रनप्रित करण्याची 

िप्रिर्या. 

कालाांतराने अांप्रतम िभावकाची न्सस्थती आप्रण 

अप्रभमुखतेच्या दृष्टीने इन्सित मागण प्रनप्रित करण्याची 

ही पद्धत आहे. 

सांरु्यक्त अवकाशाची व्याख्या वेक्टरद्वारे केली जाते 

ज्याचे घिक मॅप्रनपुलेिरच्या िते्यक जॉइांिची न्सस्थती, 

वेग आप्रण त्वरण आहेत. 

कािेप्रशर्यनसे्पस 

(प्रकां वािास्कसे्पसप्रकां वाऑपरेशनलसे्पस) 

एकावेक्टरद्वारेपररभाप्रषतकेलेजातेज्याचेघिकम्हणजे

रोबोिच्याअांप्रतमिभावकाचीन्सस्थती, 

ओररएां िेशनआप्रणत्याांचेवेळेचे डेररवे्हप्रिव्ह. 

रोबोिवरील प्रनर्यांिण प्रिर्या सांरु्यक्त अवकाशात 

(से्पस मधे्य) केली जाते. 

रोबोिलाजेकामकरावांलागतांतेर्याजागेतकेलांजातां 

सांरु्यक्त अवकाशात, रोबोिच्या कॉन्सिगरेशनची 

व्याख्या करण्यासाठी सांरु्यक्त कोन आप्रण प्रवस्थापन 

वापरले जातात. 

कािेप्रशर्यनअवकाशात, 

रोबोिचेकॉन्सिगरेशनपररभाप्रषतकरण्यासाठीकािेप्रश

र्यनप्रनदेशाांकवापरलेजातात. 

5.3.4 जॉइंि से्पस िर ॅजेक्टरी (Joint space trajectory) 

सांरु्यक्त अांतराळ िके्षपक िके्षपणाप्रवषर्यी महत्त्वाचे मुदे्द: 

5.3.4.1 इनपुि म्हणून संयुक्त कोन (Joint angles as input) 

इन्सित अांप्रतम-िभावक न्सस्थती रे्थि प्रनप्रदणष्ट करण्याऐवजी, वापरकताण प्रवप्रशष्ट प्रबांदूांवर (वेपॉइांि्स) इन्सित 

सांरु्यक्त कोन पररभाप्रषत करतो. गप्रणतीर्य िके्षप (Mathematical Interpolation): 

मागणप्रबांदूांमधील मध्यवती प्रबांदूांवर सांरु्यक्त कोनाांची गणना करण्यासाठी रेखीर्य इांिरपोलेशन, कू्यप्रबक न्सस्प्लि 

प्रकां वा बी-न्सस्प्लि सारख्या तांिाांचा वापर केला जातो, ज्यामुळे सुरळीत सांिमण सुप्रनप्रित होते. 

उल्ा प्रकनेमेप्रिक्सची वारांवार आवश्यकता नसते: िास्क-से्पस  िर ॅजेक्टरी  पॅ्लप्रनांगच्या प्रवपरीत, जॉइांि 

से्पस इांिरपोलेशनसाठी बऱ्र्याचदा कमी वारांवार उल्ा प्रकनेमेप्रिक्स गणनाांची आवश्यकता असते, जी 

सांगणकीर्य दृष्ट्ा महाग असू शकते. 

5.3.4.2 जॉइंि से्पस इंिरपोलेिनचे फायदे (Benefits of Joint Space Interpolation): 

सांगणकीर्य कार्यणक्षमता: िास्क-से्पस िर ॅजेक्टरीसाठी सतत सोडप्रवण्यापेक्षा, केवळ वेपॉइांि्सवर उलिे 

प्रकनेमेप्रिक्स सोडप्रवणे वेगवान असू शकते.   

सुरळीत गती (Smooth Motion): इांिरपोलेशन पद्धती काळजीपूवणक प्रनवडून, रोबोिची गती सुरळीत केली 

जाऊ शकते आप्रण धक्कादार्यक हालचाली िाळता रे्यतात. 

अांमलबजावणी करणे सोपे असते. 

• िास्क-से्पस िर ॅजेक्टरीजच्या तुलनेत, प्रवशेषत:  साध्या हालचाली ांसाठी सांरु्यक्त अांतराळ िके्षपक प्रडझाइन 
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करणे आप्रण अांमलात आणणे बर्याणचदा सोपे असते. 

5.4 पाथ Vs िके्षपपथ (Pathvs. Trajectory): 

5.4.1  पाथ(Path): 

• कॉन्सिगरेशनच्या वेळेचा प्रवचार न करता प्रवप्रशष्ट िमाने रोबोि कॉन्सिगरेशनच्या अनुिमाला पर्थ 

म्हणतात. 

• हा सवण प्रबांदूांचा सांच आहे, जो िारां प्रभक ते अांप्रतम कॉन्सिगरेशनपर्यांत जातो. 

• वेळेचा प्रवचार न करता, मॅप्रनपुलेिर िारां प्रभक न्सस्थती आप्रण अप्रभमुखतेकडून अांप्रतम न्सस्थतीकडे वािचाल 

करतो—हे अांतराळ वि (spatial curve) आहे. 

5.4.2  िके्षप पाथ (Trajectory): 

• िके्षप पर्थ प्रकां वा उड्डाण मागण म्हणजे गप्रतमान वसु्त-मान असलेली वसू्त काळाचे कार्यण म्हणून अांतराळातून 

अनुसरण करते. 

• काळाचे कार्यण म्हणून, प्रवप्रशष्ट िमाने रोबोि कॉन्सिगरेशनच्या अनुिमास िके्षप पर्थ म्हणतात. 

• िर ॅजेक्टरी म्हणजे ठराप्रवक वेळअसलेला मागण. 

• हेअवकाशवि आहे जे मॅप्रनपुलेिर िारां प्रभक न्सस्थती आप्रण अप्रभमुखतेपासून वेळेचे कार्यण म्हणून 

अांप्रतमन्सस्थतीकडे जाते. 

(मागणही एक स्थाप्रनकरचना आहे आप्रण आपण जगातून अतेबपर्यांत कसे पोहोचतो हे साांगते.) िर ॅजेक्टरी 

म्हणजेएकमागण आप्रण एक वेळापिक. वािेने आपण प्रकती वेगाने वािचाल करावी, वािेत कोणत्यावेळी 

असावे हे साांगते.) 

5.4.3 कािेशियनिर ॅजेक्टरीज, पॉईिंिूपॉईिंशिरुद्धशनरंतरपाथ शनयोजन (Cartesian Trajectories: 

Point-to-Point vs. Continuous Path Planning) 

िके्षपाचे दोन िकार आहेत:  

1. पॉइांि-िू-पॉइांि मोशन 

2. प्रनरांतर-पर्थगप्रत मोशन  

 हे रोबोिच्या कार्याणच्या स्वरूपावर अवलांबून असते. 

पॉईांि-िू-पॉईांि मोशन (PTP): 

रे्यरे्थ, मागाणचे िारां प्रभक आप्रण अांप्रतम प्रबांदू प्रदले जातात. रोबोि एां ड इफेक्टरला ठराप्रवक वेळेत िारां प्रभक ते 

अांप्रतम सांरु्यक्त कॉन्सिगरेशनकडे जावे लागते. रे्यरे्थ, वास्तप्रवक एां ड-इफेक्टर िर ॅजेक्टरी महत्वाची नाही. 

PTP मोशनचा वापर: 

प्रपक-अँड-पे्लस ऑपरेशिमधे्य, प्रजरे्थ वसू्त एका प्रठकाणाहून उचलून दुसऱ्र्या प्रबांदूवर ठेवण्याची 

आवश्यकता असते. 

1. प्रनरांतर-पर्थगती (सीपी): रे्यरे्थ, मागाणच्या प्रबांदूांचा मर्याणप्रदत अनुिम प्रनप्रदणष्ट करणे आवश्यक आहे. मागाणचे 

वणणन अनेक प्रबांदूांच्या दृष्टीने करणे आवश्यक आहे जे सामान्यतः  दोन पेक्षा जास्त असतात. हे सांरु्यक्त प्रकां वा 

कािेप्रशर्यन अवकाशात N प्रबांदूांसह एक िके्षप पर्थ तर्यार करते. 

सीपी मोशनचा वापर: प्रजरे्थ एखाद्या मागाणवर शेविच्या िभावकाची सतत गती आवश्यक असते. 

उदाहरण: एक वळणावर दोन धातूचे तुकडे वेड करणे. 
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5.4.4 कािेशियन से्पस िर ॅजेक्टरी इंिरपोलेिनचे अनुियोग  (Applications of Cartesian Space 

Trajectory Interpolation): 

• रोबोि हाताळणी (Robot manipulation): 

प्रपक-अँड-पे्लस, वेन्सडांग, पेंप्रिांग इत्यादी कामाांसाठी रोबोिच्या एां ड-इफेक्टरच्या हालचालीवर अचूक 

प्रनर्यांिण ठेवणे. 

• CNC मशीप्रनांग: प्रमप्रलांग प्रकां वा प्रडर प्रलांग ऑपरेशनसाठी िूलपार्थ तर्यार करणे जेरे्थ वेगवेगळ्या कि दरम्यान 

सुरळीत सांिमण आवश्यक आहे. 

• स्वार्यत्तवाहने (Autonomous vehicles): गुांतागुांतीच्या वातावरणात नेन्सव्हगेि करणाऱ्र्या वाहनाांसाठी 

सुरळीत डर ार्यन्सव्हांग िर ॅजेक्टरीचे प्रनर्योजन करणे. 

 

 Exercise: सीपीमोिन आशण पीिीपी मोिन मधील फरक सांगा. (State the difference  

between CP Motion and PTP Motion) 

Ans: - 

Table No. 5.2 

कंिीनू्यअस पाथ मोशन 

Continuous Path (CP) Motion 

पॉइंि िू पॉइंि (पीिीपी) मोिन 

Point to point Motion 

मागाणच्या प्रबांदूांचा मर्याणप्रदत िम प्रनप्रदणष्ट करणे आवश्यक 

आहे. 

मागाणचे सुरुवातीचे आप्रण शेविचे प्रबांदू प्रनप्रित केले 

असतात. 

मागाणचे वणणन बऱ्र्याच प्रबांदूांच्या सांदभाणत केले गेले आहे जे 

सामान्यत: दोनपेक्षा जास्त असतात. 

रोबोिला ठराप्रवक वेळेत सुरुवातीच्या ते अांप्रतमसांरु्यक्त 

कॉन्सिगरेशनकडे जावे लागते,tf. 

सांरु्यक्त प्रकां वा कािेप्रशर्यन अवकाशात n प्रबांदू असलेला 

मागण. 

वास्तप्रवक एां ड-इफेक्टर िर ॅजेक्टरी महत्वाची नाही. 

Application: -आकण वेन्सडांग, पेंप्रिांग, गू्लइांगइ. Application: -प्रपकअँडपे्लस, स्पॉिवेन्सडांगइ. 
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सारांि: 

र्याअध्यार्यात रू्यलर-लािाांज आप्रण नू्यिन-रू्यलर दोन्ही फॉमु्यणलेशन वापरून रोबोि मॅप्रनपुलेिरसाठी ररप्रजड 

बॉडी गप्रतशीलता सादर केली आहे. 

वरील दोन्ही सूिे स्पष्ट करण्यासाठी वन-प्रलांक वन प्रडिी ऑफ फ्रीडम (DOF) आमण आप्रण िू-प्रलांक िू-DOF 

रोबोि आमण चे उदाहरण प्रदले आहे. 

जॉइांि से्पस िर ॅजेक्टरी आप्रण कािेप्रशर्यन िर ॅजेक्टरी पॅ्लप्रनांग मधील फरक स्पष्ट केला आहे. 

तसेच CP मोशन आप्रण पॉइांि-िू-पॉइांि मोशन र्याांच्या अनुिर्योग (applications) बरोबर फरक स्पष्ट केला 

आहे. 

रोबोि प्रनर्यांिण आप्रण प्रसमु्यलेशनसाठी आवश्यक अनुिमे िप्रतलोम आप्रण फॉरवडण डार्यनॅप्रमक्स अल्गोररदम 

देखील MATLAB, Mu-PAD आप्रण Robo-Analyzer सॉफ्टवेअर वापरून समाप्रवष्ट केले जातात. 

स्वाध्याय: 

1. फॉरवडण डार्यनॅप्रमक्स आप्रण इनव्हसण डार्यनॅप्रमक्स चे महत्त्व साांगा. (State the significance of 

Forward dynamics and Inverse dynamics.) 

2. खालील गोष्टी पररभाप्रषत करा (i) मागण (ii) रोबोिचा मागणिमण(Define the following (i) Path 

(ii) Trajectory of a robot.) 

3. सांरु्यक्त अवकाश मागण आप्रण कािेप्रशर्यन मागण प्रनर्योजन  र्यात फरक करा. (Differentiate 

between Joint space trajectory and Cartesian trajectory planning.) 

4. सीपीमोशन आप्रण पीिीपी मोशनमधील फरक साांगा.(State the difference between CP 

Motion and PTP Motion.) 

5. प्रकनेमॅप्रिक मॉडेल आप्रण डार्यनॅप्रमक मॉडेल (िते्यकी दोन पॉइांि) र्याांचीतुलनाकरा. (Compare 

Kinematic model and Dynamic model (two points each) 

6. लॅिेंज-रु्यलरपद्धतीचे वणणन करा आप्रण गप्रतमानतेमधे्य गतीचे समीकरण साांगा. (Describe 

Lagrange- Euler method and state it’s equation of motion in dynamics.) 

7. कोणत्याही ओपन-सोसण सॉफ्टवेअरचा वापर करून िूप्रलांक रोबोि आमणचे फॉरवडण आप्रण इनव्हसण 

डार्यनॅप्रमक्स करा. (Perform forward and Inverse Dynamics of Two link Robot arm 

using any Open-Source Software.) 
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