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युशनि-1 

पाशगल शडफरेस्तशशएशन 

(Partial Differentiation) 

शविय शनष्पत्ती (Course Outcome): 

CO1: ऑप्टिमम सोलु्यशन प्टमळप्टिण्यासाठी पाशशल प्टिफरेन्शशएशनची संकल्पना िापरा. 

घिक शनष्पत्ती (Theory Learning outcome): 

1. प्रथम ऑिशर, प्टितीय ऑिशर आप्टि प्टमप्टित ऑिशरचे पाशशल िेररवे्हटीव्ह काढा. 

2. होमोप्टिप्टनयस फंक्शनसाठी युलरचे थेरोम सत्याप्टपत करा. 

3. फंक्शनच्या मॅन्िमम आप्टि प्टमप्टनमम वॅ्हलू्य काढा. 

4. लॅरेंिच्या अप्टनर्ाशररत मल्टीप्लायसशचा िापर करून प्टिलेल्या अटीच्या अर्ीन असलेल्या फंक्शनचे मॅन्िमम आप्टि प्टमप्टनमम 

मूल्य शोर्ा. 

1.1 पररचय (Introduction)   

पार्शल िेररवे्हटीव्ह हे कृप्टिम बुन्िमत्ता (Artificial Intelligence) (ए आय)  आप्टि मर्ीन लप्टनिंग (Machine Learing) (एम एल) 

मधे्य मूलभूत भूप्टमका बिािते, प्टिरे्षत: टर ेप्टनंग मॉिेलमधे्य गे्रप्टियंट प्टिसेंट ऑप्टिमायझेर्न सारख्या ऑप्टिमायझेर्न आप्टि 

प्टर्कण्याच्या प्रप्टियेत , नू्यरल प्टसस्टममधे्य (Neural System) ब्याक प्रोपोगेर्न, कम्प्युटर न्व्हिन (Computer Vision) मधे्य 

संिर्शन आप्टि िीप लप्टनिंग (Deep Learning),प्रॉबेप्टबप्टलटी (Probability) आप्टि सांन्ख्यकीय मॉिेल (Statistical Models), 

वे्हक्टर मेकॅप्टनिला समथशन (Support Vector Mechanics), कोशवे्हि फंक्शनमधे्य ऑप्टिमायझेर्न (optimization in 

convex function), इलेन्क्टर कल अप्टभयांप्टिकीमधे्य काही समस्या (लाईन चे टर ान्सप्टमर्न) आप्टि अिून बरेच. म्हिूनच हे आिश्यक 

आहे की एआय आप्टि एमएलच्या प्टिद्यार्थ्ाशला पार्शल िेररवे्हप्टटव््हिची मूलभूत व्याख्या आप्टि पार्शल िेररवे्हप्टटव््हिसह ऑपरेर्नची 

स्पष्ट कल्पना असिे आिश्यक आहे. 

1.2 पािगल डेररवे्हिीव्ह (Partial derivative) : 

1.2.1 प्रथम ऑडगरचे पािगल डेररवे्हिीव्ह (Partial derivative of first order). 

Definition:   िर f (x, y) हे  x  आप्टि y िोन स्वतंि वे्हररएबल चे फंक्शन(function ) असतील तर . 

 f(x, y) चे पार्शल िेररवे्हटीव्ह प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु   x  ,  y  न्थथर म्हिून घेऊन .   
𝜕𝑓

𝜕𝑥
  or fx   िारे िर्शप्टिले िाते आप्टि 

त्याला आपि िेबा f बाय िेबा x असे िाचतो (प्टकंिा िेल f बाय िेल x असेही िाचतो) . 

            
𝜕𝑓

𝜕𝑥
   =   lim

∆𝑥→0
[
𝑓(𝑥+∆𝑥,𝑦)−𝑓(𝑥,𝑦)

∆𝑥
] , िेथे  ∆x ही  x  मर्ील  लहान िाढ आहे  .   

 f(x, y) चे पार्शल िेररवे्हटीव्ह प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  y   ,  x  न्थथर म्हिून घेऊन  ,  
𝜕𝑓

𝜕𝑦
  or fy  िारे िर्शप्टिले िाते आप्टि 

त्याला आपि िेबा f बाय िेबा y असे िाचतो (प्टकंिा िेल f  बाय िेल y असेही िाचतो)      

            
𝜕𝑓

𝜕𝑦
   =   lim

∆𝑦→0
[
𝑓(𝑥,𝑦+∆𝑦)−𝑓(𝑥,𝑦)

∆𝑦
]     िेथे  ∆y ही  y  मर्ील  लहान िाढ आहे .  

            
𝜕𝑓

𝜕𝑥
    आप्टि  

𝜕𝑓

𝜕𝑦
   ला  प्रथम ऑिशर पार्शल िेररवे्हप्टटव््हि म्हितात   .  

1.2.2 पािगल डेररवे्हशिव्हज्चे शनयम (Rules of partial derivatives) िर u आप्टि v हे िोन   

          वे्हररएबल्सचे फंकशन असतील तर       

     शनयम 1: पािगल डेररवे्हशिव्ह ्ऑफ सम शकंवा शडफरेन्स: (Derivative of sum / difference) 

             
𝜕

𝜕𝑥
(𝑢 ± 𝑣)  =   

𝜕𝑢

𝜕𝑥
 ± 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
   आप्टि  

𝜕

𝜕𝑦
(𝑢 ± 𝑣)  =   

𝜕𝑢

𝜕𝑦
 ±  

𝜕𝑢

𝜕𝑦
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    शनयम 2: पािगल डेररवे्हशिव्ह ्ऑफ प्रॉडक्ट: (Derivative of product)   

             
𝜕

𝜕𝑥
(𝑢 × 𝑣)  =   𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
   आप्टि    

𝜕

𝜕𝑦
(𝑢 × 𝑣)  =   𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝑣 

𝜕𝑢

𝜕𝑦
 

    शनयम 3: पािगल डेररवे्हशिव्ह ्ऑफ कोिंि: (Derivative of Quotient)  

             
𝜕

𝜕𝑥
(
𝑢

𝑣
)  =  

𝑣
𝜕𝑢 

𝜕𝑥
−𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
    

𝑣2      आप्टि         
𝜕

𝜕𝑦
(
𝑢

𝑣
)  =  

𝑣
𝜕𝑢 

𝜕𝑦
−𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝑣2  

पािगल डेररवे्हशिव्हज् काढताना आपणस किी किी चैन रुल सुध्दा वापरावा लागतो.  

पािगल डेररवे्हशिव्हज् काढण्यासाठी वापरले जाणारे सुिे: (Formula of partial derivatives:)    

1. 
𝜕

𝜕𝑥
(𝑘) = 0                                            

𝜕

𝜕𝑦
(𝑘) = 0 

2. 
𝜕

𝜕𝑥
(𝑓(𝑦)) = 0               येथे f(y ) मधे्य x समाप्टिष्ट नाही   

𝜕

𝜕𝑦
(𝑓(𝑥)) = 0              येथे f(x ) मधे्य y समाप्टिष्ट  नाही 

𝜕

𝜕𝑥
(𝑘𝑢) = 𝑘 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
          ,        

𝜕

𝜕𝑦
(𝑘𝑢) = 𝑘 

𝜕𝑢

𝜕𝑦
  

3.  
𝜕

𝜕𝑥
[𝑓(𝑥, 𝑦)]𝑛 = 𝑛 [𝑓(𝑥, 𝑦)]𝑛−1 𝜕𝑓

𝜕𝑥
          आप्टि   

𝜕

𝜕𝑦
[𝑓(𝑥, 𝑦)]𝑛 = 𝑛 [𝑓(𝑥, 𝑦)]𝑛−1 𝜕𝑓

𝜕𝑦
 

4.  
𝜕

𝜕𝑥
(

1

𝑓(𝑥,𝑦)
) =

−1

(𝑓(𝑥,𝑦))
2  

𝜕𝑓

𝜕𝑥
                          आप्टि          

𝜕

𝜕𝑦
(

1

𝑓(𝑥,𝑦)
) =

−1

(𝑓(𝑥,𝑦))
2  

𝜕𝑓

𝜕𝑦
 

5.  
𝜕

𝜕𝑥
(√𝑓(𝑥, 𝑦)) =

1

2√𝑓(𝑥,𝑦)
 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
                    आप्टि     

𝜕

𝜕𝑦
(√𝑓(𝑥, 𝑦)) =

1

2√𝑓(𝑥,𝑦)
 
𝜕𝑓

𝜕𝑦
 

6.  
𝜕

𝜕𝑥
(log (𝑓(𝑥, 𝑦)) =

1

𝑓(𝑥,𝑦)
 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
                    आप्टि    

𝜕

𝜕𝑦
(log (𝑓(𝑥, 𝑦)) =

1

𝑓(𝑥,𝑦)
 
𝜕𝑓

𝜕𝑦
 

7.  
𝜕

𝜕𝑥
𝑒𝑓(𝑥,𝑦) = 𝑒𝑓(𝑥,𝑦)  

𝜕𝑓

𝜕𝑥
                            आप्टि     

𝜕

𝜕𝑦
𝑒𝑓(𝑥,𝑦) = 𝑒𝑓(𝑥,𝑦)  

𝜕𝑓

𝜕𝑦
 

8.  
𝜕

𝜕𝑥
𝑎𝑓(𝑥,𝑦) = 𝑎𝑓(𝑥,𝑦)𝑙𝑜𝑔𝑎  

𝜕𝑓

𝜕𝑥
                    आप्टि     

𝜕

𝜕𝑦
𝑎𝑓(𝑥,𝑦) = 𝑎𝑓(𝑥,𝑦)𝑙𝑜𝑔𝑎  

𝜕𝑓

𝜕𝑦
 

9.  
𝜕

𝜕𝑥
sin(𝑓(𝑥, 𝑦)) = cos(𝑓(𝑥, 𝑦))

𝜕𝑓

𝜕𝑥
           आप्टि    

𝜕

𝜕𝑦
sin(𝑓(𝑥, 𝑦)) = cos(𝑓(𝑥, 𝑦)) 

𝜕𝑓

𝜕𝑦
 

10.   
𝜕

𝜕𝑥
cos(𝑓(𝑥, 𝑦)) = − sin(𝑓(𝑥, 𝑦))

𝜕𝑓

𝜕𝑥
      आप्टि 

𝜕

𝜕𝑦
cos(𝑓(𝑥, 𝑦)) = − sin(𝑓(𝑥, 𝑦)) 

𝜕𝑓

𝜕𝑦
 

11.   
𝜕

𝜕𝑥
tan(𝑓(𝑥, 𝑦)) = 𝑠𝑒𝑐2(𝑓(𝑥, 𝑦))

𝜕𝑓

𝜕𝑥
       आप्टि  

𝜕

𝜕𝑦
tan(𝑓(𝑥, 𝑦)) = 𝑠𝑒𝑐2(𝑓(𝑥, 𝑦))

𝜕𝑓

𝜕𝑦
 

12.  
𝜕

𝜕𝑥
cot(𝑓(𝑥, 𝑦)) = −𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2(𝑓(𝑥, 𝑦))

𝜕𝑓

𝜕𝑥
     आप्टि   

𝜕

𝜕𝑦
cot(𝑓(𝑥, 𝑦)) = −𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2(𝑓(𝑥, 𝑦))

𝜕𝑓

𝜕𝑦
 

13.  
𝜕

𝜕𝑥
sec(𝑓(𝑥, 𝑦) ) = sec 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑡𝑎𝑛𝑓(𝑥, 𝑦) 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
     आप्टि   

𝜕

𝜕𝑦
sec(𝑓(𝑥, 𝑦) ) = sec𝑓(𝑥, 𝑦) . tan𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑓

𝜕𝑦
     

14.  
𝜕

𝜕𝑥
cosec(𝑓(𝑥, 𝑦) ) = − cosec 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑐𝑜𝑡𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑓

𝜕𝑥
 

अर्ा प्रकारे आपि इशव्हसश प्टटर गॉनॉमेटर ीचे (Inverse trigonometry) पार्शल िेररवे्हटीव्ह (parial derivatives) काढण्यासाठीचे 

सिश सुिे प्टलहू र्कतो.  



मॅथेमॅशिक्स फॉर मशीन लशनिंग-314320                                                  Mathematics for Machine Learning -314320 

  

 Maharashtra State Board of Technical Education              3 

 

उदाहरणे  (फर्स्ग ऑडगर पािगल डेररवे्हिीव्ह):  

Examples (First order partial derivatives)  

उदाहरण 1: िर   f(x,y) =   xy2+xy + x2          शोर्ा  :   
𝝏𝒇

𝝏𝒙
 ,  

𝝏𝒇

𝝏𝒚
  

उत्तर:   प्टिलेले  f(x,y) =   xy2+xy + x2   ------------------ -------1  

प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 1 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  x   ,  येथे y ला न्थथर ठेिले  आहे.  

(Differentiating 1 partially w.r.t. x , by taking y as constant ) 

                  
𝜕𝑓

 𝜕𝑥
 = 

𝜕

𝜕𝑥
( xy2 + xy + x2  )   

                       = 
𝜕

𝜕𝑥
xy2 +

𝜕

𝜕𝑥
x. y +

𝜕

𝜕𝑥
x2      ----     पार्शल िेररवे्हप्टटव््ह ऑफ सम 

                       = y2 𝜕

𝜕𝑥
x + y

𝜕

𝜕𝑥
x. +

𝜕

𝜕𝑥
x2 

                       = y2(1) + y(1). +2x  

                                                        

 

       

आता, प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 1 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  y,  येथे x ला न्थथर ठेिले आहे. 

(Now, differentiating 1 partially w.r.t. y,  by taking x as a constant.)   

                   
𝜕𝑓

 𝜕𝑦
 = 

𝜕

𝜕𝑦
( xy2 + xy + x2  ) 

                        = 
𝜕

𝜕𝑦
xy2 +

𝜕

𝜕𝑦
x. y +

𝜕

𝜕𝑦
x2       ---    पार्शल िेररवे्हप्टटव््ह ऑफ सम 

                       =   x
𝜕

𝜕𝑦
y2 + x

𝜕

𝜕𝑦
𝑦.+

𝜕

𝜕𝑦
x2 

                      = x.2y +x(1). +o 

 

 

उदाहरण 2:  िर f(x, y) =  log(x2 + y2)  र्ोर्ा:   
𝝏𝒇

𝝏𝒙
  ,   

𝝏𝒇

𝝏𝒚
 

उत्तर:  प्टिलेले   f(x, y) =   log(x2 + y2)                           ----   -------1  

प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 1 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  x, येथे y ला न्थथर ठेिले आहे . 

 (Differentiating 1 partially w.r.t. x , by taking y as constant ) 

                     
𝜕𝑓

 𝜕𝑥
  = 

𝜕

𝜕𝑥
(log (𝑥2 + 𝑦2)    

                                    =    
1

𝑥2+𝑦2 
𝜕

𝜕𝑥
(𝑥2 + 𝑦2)            ------      चैन रूलचा  प्टनयम    ( chine rule)  

                                   =   
1

𝑥2+𝑦2
[

𝜕

𝜕𝑥
𝑥2 +

𝜕

𝜕𝑥
𝑦2]         ------  पार्शल िेररवे्हप्टटव््ह ऑफ सम 

                                   = 
1

𝑥2+𝑦2
[2𝑥 + 0]          

        

 

 

आता, प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 1 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  y  , येथे  x  ला न्थथर  ठेिले  आहे. 

 (Now, differentiating 1 partially w.r.t. y  ,  by taking x as  a constant. )   

                    
𝜕𝑓

 𝜕𝑦
   = 

𝜕

𝜕𝑦
(log (𝑥2 + 𝑦2)    

∴
𝝏𝒇

 𝝏𝒙
   = 𝐲𝟐 + 𝐲 + 𝟐𝐱 

∴  
𝝏𝒇

 𝝏𝒚
 = 2xy + x 

∴
𝝏𝒇

 𝝏𝒙
 = 

𝟐𝒙

𝒙𝟐+𝒚𝟐 
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                           =    
1

𝑥2+𝑦2 
𝜕

𝜕𝑦
(𝑥2 + 𝑦2)           ------     चैन रूलचा प्टनयम ( Chain rule)  

        =    
1

𝑥2+𝑦2 [
𝜕

𝜕𝑦
𝑥2 +

𝜕

𝜕𝑦
𝑦2]        ------   पार्शल िेररवे्हप्टटव््ह ऑफ सम   

                     = 
1

𝑥2+𝑦2
[0 + 2𝑦]          

 

 

उदाहरण  

3:  जर  f(x, y) =   sin(x3y5)  िोिा :   fx  आशण  fy        

उत्तर:  प्टिलेले  f(x, y) =  sin(x3y5)     ---------------------1  

प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 1 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु x, येथे y ला न्थथर ठेिले आहे.  

(Differentiating 1 partially w.r.t. x , by taking y as constant 

                      fx = 
𝜕𝑓

 𝜕𝑥
 = 

𝜕

𝜕𝑥
sin(x3y5) 

                                    =    cos(x3y5)
∂

∂x
(x3y5)                चैन रूलचा  प्टनयम ( Chain rule) 

                                    =    cos(x3y5)y5 ∂

∂x
(x3) 

                                    =    cos(x3y5)  y5 3x2 

 

 

 

आता, प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 1 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  y , येथे x ला न्थथर ठेिले आहे. 

 (Now, differentiating 1 partially w.r.t. y  , by taking x as  a constant. )   

                      fy   = 
𝜕𝑓

 𝜕𝑦
 = 

𝜕

𝜕𝑦
sin(x3y5) 

                             =    cos(x3y5)
∂

∂y
(x3y5)                    चैन रूलचा  प्टनयम    ( chine rule) 

                             =    cos(x3y5)x3 ∂

∂x
(y5) 

                             =   cos(x3y5) x3 5y4 

            

       

  

सरावासाठी   उदाहरणे  ( Example for practice )  

Q.1.  खाली प्टिलेल्या फंक्शनसाठी  f(x, y),     शोर्ा:   
𝝏𝒇

𝝏𝒙
 or  fx ,  

𝝏𝒇

𝝏𝒚
  or fy 

1. 𝑥4 + 𝑥2𝑦 + 16𝑦4               

2. √𝑥2 + 𝑦2 

3. 𝑥4 𝑒4𝑥𝑦2
   

4. sinx, siny, sin(x2 + y2 ) 

Q.2.     If ∅(𝑡, 𝑠)   =   𝑡3 + 7𝑠 𝑡5    शोर्ा:     
𝜕∅

𝜕𝑡
,      

𝜕∅

𝜕𝑠
       

Q.3.     If u(𝑥, 𝑦)   = 𝑒𝑥2+𝑦2
  show that   𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+  𝑦 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
  =  2. u .log u 

 

 

∴
𝝏𝒇

 𝝏𝒙
 = 

𝟐𝒚

𝒙𝟐+𝒚𝟐
 

∴  fx = 
𝝏𝒇

 𝝏𝒙
   =     𝟑𝐱𝟐 𝐲𝟓 cos(𝐱𝟑𝐲𝟓) 

∴  fy = 
𝝏𝒇

 𝝏𝒚
   =   𝟓𝐱𝟑 𝐲𝟒  cos(𝐱𝟑𝐲𝟓) 
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1.2.3 शितीय ऑडगरचे पािगल डेररवे्हशिव्ह : ( Second order partial derivative) 

  िर f (x, y) हे  x आप्टि y िोन स्वतंि वे्हररएबल चे फंक्शन(function ) आहेत,   तर   
𝜕𝑓

𝜕𝑥
  आप्टि  

𝜕𝑓

𝜕𝑦 
  हे फर्स्ग    

  ऑडगर पािगल डेररवे्हिीव्ह आहेत .  

 िर आपि   
𝜕𝑓

𝜕𝑥
  चा पुन्हा एकिा पार्शल िेररवे्हटीव्ह प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  x , y  न्थथर म्हिून घेऊन काढला , तर आपल्याला 

प्टितीय ऑिशरचे पार्शल िेररवे्हप्टटव्ह प्राप्त होते.  िुसर या ऑिशरचे पार्शल िेररवे्हप्टटव्ह हे  
𝜕2𝑓

  𝜕𝑥2
  िारे िर्शप्टिले िाते आप्टि 

त्याला आपि  िेबा  से्क्वअर (square )  f  बाय िेबा x से्क्वअर (square )   असे िाचतो (प्टकंिा िेल f बाय िेल x  

से्क्वअर (square )  असेही िाचतो).  

                      
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑓

𝜕𝑥
)=

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2             -------  प्टितीय ऑिशरचे पार्शल िेररवे्हप्टटव्ह 

 िर आपि   
𝜕𝑓

𝜕𝑦
  चा पुन्हा एकिा पार्शल िेररवे्हटीव्ह प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  y ,  x  न्थथर म्हिून घेऊन काढला  , तर 

आपल्याला प्टितीय ऑिशरचे पार्शल िेररवे्हप्टटव्ह प्राप्त होते.  िुसर या ऑिशरचे पार्शल िेररवे्हप्टटव्ह हे  
𝜕2𝑓

  𝜕𝑦2  िारे िर्शप्टिले 

िाते आप्टि त्याला आपि  िेबा  से्क्वअर (square )  f  बाय िेबा y से्क्वअर (square(   असे िाचतो ( प्टकंिा िेल f  

से्क्वअर (square )   बाय िेल y  से्क्वअर (square )  असेही िाचतो ).   

                
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑓

𝜕𝑦
)=

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2      -----    प्टितीय ऑिशरचे पार्शल िेररवे्हप्टटव्ह  

उदाहरणे  (शितीय ऑडगर पािगल डेररवे्हिीव्ह)  

Examples (Second  Order partial derivatives)  

उदाहरण 1.4: िर  f(x, y) = x3   + y3 - 3axy      शोिा:  
𝝏𝟐𝒇

𝝏𝒙𝟐   आशण  
𝝏𝟐𝒇

𝝏𝒚𝟐   

उत्तर:     प्टिलेले  f(x, y)   =  x3  + y3 - 3axy                     ----------------1 

प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 1 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु x , येथे  y  ला न्थथर  ठेिले आहे . 

    (Differentiating 1 partially w.r.t. x , by taking y as a constant )  

                      
𝜕𝑓

 𝜕𝑥
 = 

𝜕

𝜕𝑥
(𝑥3 + 𝑦3 − 3𝑎𝑥𝑦) 

                          = 
𝜕

𝜕𝑥
𝑥3 +

𝜕

𝜕𝑥
𝑦3 −

𝜕

𝜕𝑥
3𝑎𝑥𝑦             

                          =    3𝑥2 + 0 − 3𝑎𝑦 

                                                                    ---------      -----------2              

 

     

पुन्हा एकिा प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 2 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु x, येथे  y  ला न्थथर  ठेिले  आहे.  

    (again  differentiating 2 partially w.r.t. x , by taking y as a constant)  

    
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2  =    
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑓

𝜕𝑥
) =

𝜕

𝜕𝑥
(3𝑥2 − 3𝑎𝑦) 

                           =  
𝜕

𝜕𝑥
3𝑥2 −

𝜕

𝜕𝑥
3𝑎𝑦 

                           =  
𝜕

𝜕𝑥
3𝑥2 −

𝜕

𝜕𝑥
3𝑎𝑦 

                           =  3× 2𝑥 − 3𝑎(0) 

                                                                                          ----------3  

 

आता, प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 1 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  y  , येथे  x  ला न्थथर  ठेिले  आहे. 

 ( Now, differentiating 1 partially w.r.t. y  ,  by taking x as  a constant.) 

∴   
𝜕𝑓

 𝜕𝑥
  =    3𝑥2 − 3𝑎𝑦 

∴           
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2      = 6x 
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𝜕𝑓

 𝜕𝑦
 = 

𝜕

𝜕𝑦
(𝑥3 + 𝑦3 − 3𝑎𝑥𝑦) 

                          = 
𝜕

𝜕𝑦
𝑥3 +

𝜕

𝜕𝑦
𝑦3 −

𝜕

𝜕𝑦
3𝑎𝑥𝑦 

                          =    0 + 3𝑦2 − 3𝑎𝑥(1) 

                                                                                       -------------4           

 

पुन्हा एकिा प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 4 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु y, येथे x ला न्थथर ठेिले आहे. 

 (again differentiating 4 partially w.r.t. y, by taking x as constant)  

    
𝜕2𝑓

𝜕𝑦2  =    
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑓

𝜕𝑦
) =

𝜕

𝜕𝑦
(3𝑥2 − 3𝑎𝑦) 

                           =   
𝜕

𝜕𝑦
3𝑦2 −

𝜕

𝜕𝑦
3𝑎𝑥 

                             =  
𝜕

𝜕𝑦
3𝑦2 −

𝜕

𝜕𝑦
3𝑎𝑥 

                             =  3 × 2𝑦 − 3𝑎(0) 

                                                                                      ------------------5 

 

उदाहरण 1.5: जर  ∅(x,y)  =  𝑡𝑎𝑛−1 (
𝑦

𝑥
) , दाखवा  

𝜕2∅

𝜕𝑥2  +  
𝜕2∅

𝜕𝑦2  =  0 

उत्तर:     प्टिलेले   ∅(x,y)  =  𝑡𝑎𝑛−1 (
𝒚

𝒙
)                             ----------------1 

प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 1 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  x   ,  येथे  y  ला न्थथर  ठेिले  आहे . 

  (Differentiating 1 partially w.r.t. x , by taking y as constant)   

                     
𝜕∅

 𝜕𝑥
 = 

𝜕

𝜕𝑥
(𝑡𝑎𝑛−1 (

𝑦

𝑥
)) 

                            = 
1

1+(
𝑦

𝑥
)
2

𝜕

𝜕𝑥
(
𝑦

𝑥
)  

                            =   
1

1+
𝑦2

𝑥2

     𝑦
𝜕

𝜕𝑥
(
1

𝑥
) 

                            =   
1

𝑥2+𝑦2

𝑥2

     𝑦 (−
1

𝑥2) 

                            =   
𝑥2

𝑥2+𝑦2  𝑦 (−
1

𝑥2) 

                ∴   
𝜕∅

 𝜕𝑥
   =   

−𝑦

𝑥2+𝑦2                    --------------------2 

पुन्हा एकिा प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 2 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  x , येथे  y ला न्थथर  ठेिले  आहे . 

    (again  differentiating 2 partially w.r.t. x , by taking y as constant)  

                     
𝝏𝟐∅

𝝏𝒙𝟐
 =    

𝝏

𝝏𝒙
(
𝝏∅

𝝏𝒙
) =

𝝏

𝝏𝒙
(

−𝒚

𝒙𝟐+𝒚𝟐
) 

                           =  −𝒚 [
𝝏

𝝏𝒙
(

𝟏

𝒙𝟐+𝒚𝟐)] 

                          =  −𝒚 [
(𝒙𝟐+𝒚𝟐)

𝝏

𝝏𝒙
(𝟏)−  𝟏

𝝏

𝝏𝒙
(𝒙𝟐+𝒚𝟐) 

(𝒙𝟐+𝒚𝟐)
𝟐 ]                   

                          =  −𝒚 [
(𝒙𝟐+𝒚𝟐)

𝝏

𝝏𝒙
(𝟏)−  𝟏(

𝝏

𝝏𝒙
𝒙𝟐+

𝝏

𝝏𝒙
𝒚𝟐) 

(𝒙𝟐+𝒚𝟐)
𝟐 ] 

∴  
𝝏𝒇

 𝝏𝒚
  =    𝟑𝒚𝟐 − 𝟑𝒂𝒙 

∴    
𝝏𝟐𝒇

𝝏𝒚𝟐  = 6y 
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                          =  −𝒚 [
(𝒙𝟐+𝒚𝟐)(𝟎)−  𝟏(𝟐𝒙+𝟎)

(𝒙𝟐+𝒚𝟐)
𝟐 ] 

                          =  −𝒚 [
− 𝟏(𝟐𝒙)

(𝒙𝟐+𝒚𝟐)
𝟐] 

                 
𝝏𝟐∅

𝝏𝒙𝟐
     = 

𝟐𝒙𝒚

(𝒙𝟐+𝒚𝟐)
𝟐                       ------------------3 

आता, प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 1 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  y  , येथे x ला न्थथर ठेिले आहे.  

 ( Now, differentiating 1 partially w.r.t. y  ,  by taking x as  a constant. ) 

                    
𝝏∅

 𝝏𝒚
 = 

𝝏

𝝏𝒚
(𝒕𝒂𝒏−𝟏 (

𝒚

𝒙
)) 

                         =   
𝟏

𝟏+(
𝒚

𝒙
)
𝟐

𝝏

𝝏𝒚
(
𝒚

𝒙
)                 

                         =   
𝟏

𝟏+
𝒚𝟐

𝒙𝟐

     
𝟏

𝒙

𝝏

𝝏𝒚
(𝒚) 

                         =   
𝟏

𝒙𝟐+𝒚𝟐

𝒙𝟐

     
𝟏

𝒙
(𝟏) 

                         =   
𝒙𝟐

𝒙𝟐+𝒚𝟐  ×
𝟏

𝒙
 

            ∴    
𝝏∅

 𝝏𝒚
   =   

𝒙

𝒙𝟐+𝒚𝟐                                    ---------4 

पुन्हा एकिा प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 4 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  y   , येथे x ला न्थथर ठेिले आहे . 

    (again  differentiating 4 partially w.r.t. y , by taking x as constant  )  

    
𝝏𝟐∅

𝝏𝒚𝟐  =    
𝝏

𝝏𝒚
(
𝝏∅

𝝏𝒚
) =

𝝏

𝝏𝒚
(

𝒙

𝒙𝟐+𝒚𝟐) 

                            =  𝒙 [
𝝏

𝝏𝒚
(

𝟏

𝒙𝟐+𝒚𝟐)] 

                            =  𝒙 [
(𝒙𝟐+𝒚𝟐)

𝝏

𝝏𝒚
(𝟏)−  𝟏

𝝏

𝝏𝒚
(𝒙𝟐+𝒚𝟐) 

(𝒙𝟐+𝒚𝟐)
𝟐 ]                   

                            =  𝒙 [
(𝒙𝟐+𝒚𝟐)

𝝏

𝝏𝒚
(𝟏)−  𝟏(

𝝏

𝝏𝒚
𝒙𝟐+

𝝏

𝝏𝒚
𝒚𝟐) 

(𝒙𝟐+𝒚𝟐)
𝟐 ] 

                            =  𝒙 [
(𝒙𝟐+𝒚𝟐)(𝟎)−  𝟏(𝟎+𝟐𝒚)

(𝒙𝟐+𝒚𝟐)
𝟐 ] 

                            =  𝒙 [
− 𝟏(𝟐𝒚)

(𝒙𝟐+𝒚𝟐)
𝟐] 

                  
𝝏𝟐∅

𝝏𝒚𝟐
     = 

−𝟐𝒙𝒚

(𝒙𝟐+𝒚𝟐)
𝟐                                     -------5  

       समीकरि 3 आप्टि     5   ची  बेरीि  करूयात   ,                           

           
 𝝏𝟐∅

𝝏𝒙𝟐   +  
𝝏𝟐∅

𝝏𝒚𝟐   =  
𝟐𝒙𝒚

(𝒙𝟐+𝒚𝟐)
𝟐   −   

𝟐𝒙𝒚

(𝒙𝟐+𝒚𝟐)
𝟐   =  0   

       

 

  

सरावासाठी  उदाहरणे  ( Example for practice )  

Q.1.  खाली प्टिलेल्या फंक्शनसाठी  f(x, y),  शोर्ा:  
 𝝏𝟐𝒇

𝝏𝒙𝟐  or  fxx  , 
𝝏𝟐𝒇

𝝏𝒚𝟐  or  fyy  

1. 3𝑥4 + 2𝑥3𝑦4 + 4𝑦7 

∴
 𝝏𝟐∅

𝝏𝒙𝟐      +    
𝝏𝟐∅

𝝏𝒚𝟐     =   0   
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2. 𝑥2si n(4𝑥𝑦) 

3. Sin(4x) cos(3y) 

4. log(𝑥2 + 𝑦2) 

1.2.4  शमशित ऑडगर पािगल डेररवे्हिीव्ह :  ( Mixed order partial derivatives ) 

   िर f (x, y) हे  x आप्टि y िोन स्वतंि वे्हररएबल चे फंक्शन(function ) आहेत,   तर   
𝜕𝑓

𝜕𝑥
  आप्टि  

𝜕𝑓

𝜕𝑦 
  हे फर्स्ग     

  ऑडगर पािगल डेररवे्हिीव्ह आहेत 

 िर आपि   
𝜕𝑓

𝜕𝑥
  चा पुन्हा एकिा पार्शल िेररवे्हटीव्ह प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  y , x  न्थथर म्हिून घेऊन काढला , तर आपल्याला  

प्टमप्टित ऑिशरचे पार्शल िेररवे्हप्टटव्ह प्राप्त होते.  प्टमप्टित ऑिशरचे पार्शल िेररवे्हप्टटव्ह हे 
𝜕2𝑓

 ∂y∂x
   िारे िर्शप्टिले िाते आप्टि 

त्याला आपि  िेबा  से्क्वअर (square )  f  बाय िेबा y  िेबा x असे िाचतो ( प्टकंिा िेल से्क्वअर (square )  f बाय िेल y िेल 

x  असेही िाचतो)  

               
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑓

𝜕𝑥
)=  

𝜕2𝑓

 ∂y∂x
          -------- प्टमप्टित ऑिशर पार्शल िेररवे्हटीव्ह             

 िर आपि   
𝜕𝑓

𝜕𝑦
  चा पुन्हा एकिा पार्शल िेररवे्हटीव्ह प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  x , y  न्थथर म्हिून घेऊन काढला , तर आपल्याला  

प्टमप्टित ऑिशरचे पार्शल िेररवे्हप्टटव्ह प्राप्त होते.  प्टमप्टित ऑिशरचे पार्शल िेररवे्हप्टटव्ह हे 
𝜕2𝑓

 ∂x∂y
   िारे िर्शप्टिले िाते आप्टि 

त्याला आपि  िेबा से्क्वअर (square )   f  बाय िेबा x  िेबा y असे िाचतो ( प्टकंिा िेल से्क्वअर (square   f बाय िेल x िेल 

y  असेही िाचतो)  

               
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑓

𝜕𝑦
)=  

𝜕2𝑓

 ∂x∂y
          -------- प्टमप्टित ऑिशर पार्शल िेररवे्हटीव्ह  .              

Result: िोन प्टमप्टित ऑिशर पार्शल िेररवे्हटीव्ह  समान असतात.  

                                                                               

           

 

उदाहरणे  (शमशित ऑडगर पािगल डेररवे्हिीव्ह)  

Examples (Mixed order partial derivatives) 

उदाहरण 1.6: िर    u(x, y) = 3x2y4  शोर्ा:   
𝝏𝟐𝒖

𝝏𝒚𝝏𝒙
  आप्टि  

𝝏𝟐𝒖

𝝏𝒙𝝏𝒚
 

उत्तर:  प्टिलेले u(x, y) = 3x2y4                   ---------------1           

प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 1 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  x   ,  येथे yला न्थथर ठेिले आहे  

        (  Differentiating 1 partially w.r.t. x , by taking y as constant   

                      
𝜕𝑢

 𝜕𝑥
 = 

𝜕

𝜕𝑥
(3𝑥2𝑦4) 

                          = 3𝑦4 𝜕

𝜕𝑥
(𝑥2) 

                          =   3𝑦4(2𝑥) 

                          =  6x𝑦4 

            ∴     
𝜕𝑢

 𝜕𝑥
   =  6x𝑦4                             ----------------2    

प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 2 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु y   , येथे x ला न्थथर ठेिले आहे  

  (Differentiating 2 partially w.r.t. y , by taking x as constant  ) 

                      
𝜕2𝑢

𝜕𝑦𝜕𝑥
 =    

𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑢

𝜕𝑥
) =

𝜕

𝜕𝑦
(6𝑥𝑦4) 

                              =  6𝑥
𝜕

𝜕𝑥
𝑦4 

                              =  6𝑥 × 4𝑦3 

𝜕2𝑓

∂x ∂y
=    

𝜕2𝑓

  ∂y ∂x
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                                                                                               ------------------ 3  

 

 प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 1 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  y  , येथे  x  ला न्थथर ठेिले आहे. 

 ( Now, differentiating 1 partially w.r.t. y  ,  by taking x as  a constant. ) 

   
𝜕𝑢

 𝜕𝑦
 = 

𝜕

𝜕𝑦
(3𝑥2𝑦4) 

       = 3𝑥2 𝜕

𝜕𝑦
𝑦4 

                              = 3𝑥2 × 4𝑦3 

                 ∴     
𝜕𝑓

 𝜕𝑦
  = 12𝑥2𝑦3                                      --------4    

प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 4 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  x  , येथे y ला न्थथर ठेिले आहे. 

 ( Now, differentiating 4 partially w.r.t. x  ,  by taking y as  a constant. )     

    
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
 =    

𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑢

𝜕𝑦
) =    

𝜕

𝜕𝑥
(12𝑥2𝑦3) 

                              =      12𝑦3 𝜕

𝜕𝑦
𝑥2 

                              =     12𝑦3 × (2𝑥)  

                                                                             -----------5  

 

उदाहरण 1.7: िर   w(x, y) = x siny + y sinx + xy  तर िाखिा  
𝝏𝟐𝒘

𝝏𝒚𝝏𝒙
  =  

𝝏𝟐𝒘

𝝏𝒙𝝏𝒚
 

 उत्तर:    प्टिलेले   u(x, y) =  x siny  +  y sinx  +  xy             ---------1         

प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 1 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  x   ,  येथे  y ला न्थथर ठेिले आहे.  

(  Differentiating 1 partially w.r.t. x , by taking y as constant   

                    
𝜕𝑤

 𝜕𝑥
 = 

𝜕

𝜕𝑥
(xsiny  +   y sinx  +   xy  )) 

                          = 
𝜕

𝜕𝑥
xsiny  +   

𝜕

𝜕𝑥
y sinx  +  

𝜕

𝜕𝑥
 xy   

                          = siny
𝜕

𝜕𝑥
x  +  y 

𝜕

𝜕𝑥
 sinx  + y 

𝜕

𝜕𝑥
 x   

                          = siny(1) +  y (cosx)  + y (1)  

                          = siny +  y (cosx)  + y )             -------2 

प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 2 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु y   ,  येथे  x  ला न्थथर ठेिले आहे . 

        (  Differentiating 2 partially w.r.t. y , by taking x as constant  ) 

                   
𝜕2𝑤

𝜕𝑦𝜕𝑥
 =    

𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑢

𝜕𝑥
) =

𝜕

𝜕𝑦
(siny(1) +  y (cosx)  + y (1))     

                          =    
𝜕

𝜕𝑦
siny +

𝜕

𝜕𝑦
 y (cosx)  +

𝜕

𝜕𝑦
y  

                          =    
𝜕

𝜕𝑦
siny + cosx 

𝜕

𝜕𝑦
 y  +

𝜕

𝜕𝑦
y 

                          =    cosy + cosx (1)  + (1) 

                 
𝜕2𝑤

𝜕𝑦𝜕𝑥
   =  1 + cosx + cosy                   -------3                               

प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 1 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  y  , येथे  x  ला न्थथर ठेिले आहे. 

 ( Now, differentiating 1 partially w.r.t. y  ,  by taking x as  a constant. ) 

                   
𝜕𝑤

 𝜕𝑦
 = 

𝜕

𝜕𝑦
((xsiny  +   y sinx  +  xy)) 

                        =   
𝜕

𝜕𝑦
xsiny  +  

𝜕

𝜕𝑦
 y sinx  +

𝜕

𝜕𝑦
 xy 

∴      
𝝏𝟐𝒖

𝝏𝒚𝝏𝒙
   =  24𝒙𝒚𝟑 

∴
𝝏𝟐𝒖

𝝏𝒙𝝏𝒚
  = 24xy3                                                                       
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                        = x
𝜕

𝜕𝑦
siny  +  sinx

𝜕

𝜕𝑦
 y  + x

𝜕

𝜕𝑦
y 

                        =   xcosy+ sinx(1)  + x(1) 

                  
𝜕𝑤

 𝜕𝑦
  =   x cosy  + sinx + x                     ----4      

प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 4 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  x  , येथे y ला न्थथर ठेिले आहे. 

 ( Now, differentiating 4 partially w.r.t. x  ,  by taking y as  a constant. )   

                
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
      =    

𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑤

𝜕𝑦
) =

𝜕

𝜕𝑥
(x cosy  +  sinx + x  ) 

                            = 
𝜕

𝜕𝑥
x cosy  +

𝜕

𝜕𝑥
 sinx +

𝜕

𝜕𝑥
x   

                            = cosy
𝜕

𝜕𝑥
x   +

𝜕

𝜕𝑥
 sinx +

𝜕

𝜕𝑥
x   

                            = cosy(1) + cosx + (1)  

                            = 1+cosx +cosy    

                   
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
   = 1 +  cosx +  cosy                    -------5 

समीकरि 3 आप्टि 5 पासून, आम्हाला प्टमळते 

                                  
𝝏𝟐𝒘

𝝏𝒙𝝏𝒚
    =    

𝝏𝟐𝒘

𝝏𝒚𝝏𝒙
 

i.e. िोन प्टमप्टित ऑिशर पार्शल िेररवे्हटीव्ह समान असतात. 

सरावासाठी  उदाहरणे (Example for practice)  

Q.1.  खाली प्टिलेल्या फंक्शनसाठी  f(x, y), . शोर्ा:   
𝝏𝟐𝒇

𝝏𝒚𝝏𝒙
 or fyx   आप्टि  

𝝏𝟐𝒇

𝝏𝒙𝝏𝒚
  or fxy 

1. x2y3 +x4y 

2. xcosy  + y𝒆𝒙     

Q.2.  िर  u(x,y)  =   
𝒙𝟑

𝒚𝟑  +  
𝒚𝟐

𝒙𝟑  , तर िाखिा  :   
𝝏𝟐𝒖

𝝏𝒚𝝏𝒙
  =  

𝝏𝟐𝒖

𝝏𝒙𝝏𝒚
     

Q.3.  िर z(x,y)  =   log(x2+y2) , तर िाखिा  :   
𝝏𝟐𝒛

𝝏𝒚𝝏𝒙
  =  

𝝏𝟐𝒛

𝝏𝒙𝝏𝒚
 

1.3 होमोशजशनयस फंक्शन : ( Homogeneous function( 

पद्धत 1  ) Approach 1 (   

फंक्शन f(x, y) हे n प्टिग्रीचे होमोप्टिप्टनयस फंक्शन आहे असे म्हिता येते, िर ते खालीलप्रमािे प्टलहले िाऊ शकते.                       

                               f(tx, ty)  = tn  f(x, y)        

उदाहरण 1.8:  खालील फंक्शन होमोशजशनयस आहे का नाही हे ठरवा. जर ते होमोशजशनयस असेल, तर त्याची शडग्री शोिा. 

   f (x, y)  = x2 +  2xy + y2 

 उत्तर:  प्टिलेले   f (x, y)  =  x2 +   2xy +  y2 

                                       f (tx, ty)  =    (𝑡𝑥)2 + 2(𝑡𝑥)(𝑡𝑦) + (𝑡𝑦)2                                                             

                                        =  𝑡2𝑥2 + 2(𝑡𝑥)(𝑡𝑦) + 𝑡2𝑦2 

                                        =  𝑡2[𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2] 

                   ∴ f (tx,ty)      =  𝑡2𝑓(𝑥, 𝑦) 

               f (x, y)  हे 2 प्टिग्रीचे होमोप्टिप्टनयस फंक्शन आहे. 

 b)   f (x,y)  =   𝒔𝒊𝒏−𝟏 (
𝒚

𝒙
) 

 उत्तर:  प्टिलेले    f (x, y)  =   𝑠𝑖𝑛−1 (
𝑦

𝑥
)  

                                                                   f (tx, ty)  =  𝑠𝑖𝑛−1 (
𝑡𝑦

𝑡𝑥
) 
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                                                          =  𝑡0𝑠𝑖𝑛−1 (
𝑦

𝑥
) 

                   ∴    f (x, y)  हे 0 प्टिग्रीचे होमोप्टिप्टनयस फंक्शन आहे . 

 c)   f (x,y)  =   𝒕𝒂𝒏−𝟏(𝒙) + 𝒕𝒂𝒏−𝟏(𝒚)                           

 उत्तर:      प्टिलेले  f (x,y)  =  𝑡𝑎𝑛−1(𝑥) + 𝑡𝑎𝑛−1(𝑦)  

                                            f (tx,ty)   =  𝑡𝑎𝑛−1(𝑡𝑥) + 𝑡𝑎𝑛−1(𝑡𝑦) 
                                                         f (tx,ty)  ≠ 𝑡𝑛𝑓(𝑥𝑦) 

                   ∴    f (x,y)  हे  होमोप्टिप्टनयस फंक्शन नाही .     

पद्धत 2) Approach 2  ( 

फंक्शन f(x, y) हे n प्टिग्रीचे होमोप्टिप्टनयस फंक्शन आहे असे म्हिता येते, िर ते खालीलप्रमािे  प्टलहले  िाऊ  शकते ,                          

                                 f( x, y)  = xn  f (
𝒚

𝒙
)   or      f( x, y)  = yn  f (

𝒙

𝒚
)    

उदाहरण 1.9 खालील फंक्शन होमोप्टिप्टनयस आहे का नाही हे ठरिा. िर ते होमोप्टिप्टनयस असेल, तर   त्याची प्टिग्री शोर्ा.    

                                  f(x,y) =  
𝒙𝟑+𝒚𝟑

𝒙𝟐+𝒚𝟐 

 उत्तर:       प्टिलेले   f(x,y)   =    
𝒙𝟑+𝒚𝟑

𝒙𝟐+𝒚𝟐 

                                       =    
𝒙𝟑[ 𝟏+

𝒚𝟑

𝒙𝟑 ]

𝒙𝟐[𝟏+
𝒚𝟐

𝒙𝟐 ]
 

                                       =    
𝒙𝟑−𝟐[ 𝟏+

𝒚𝟑

𝒙𝟑 ]

[𝟏+
𝒚𝟐

𝒙𝟐 ]
 

                                       =    𝒙𝟏  
[ 𝟏+  

𝒚𝟑

𝒙𝟑  ]

[𝟏+
𝒚𝟐

𝒙𝟐 ]
 

                                       =    𝒙𝟏 𝒇 (
𝒚

𝒙
)      

                          ∴    f (x,y)  हे 1 प्टिग्रीचे होमोप्टिप्टनयस फंक्शन आहे  . 

पद्धत 3 )Approach 3( 

फंक्शन f(x, y) ला n प्टिग्रीचे होमोप्टिप्टनयस फंक्शन आहे असे म्हितात, िर प्रते्यक टमशमर्ील x आप्टि y च्या प्टनिेशांकांची बेरीि 

समान असिे आिश्यक आहे. 

उदाहरण 1.10: खालील फंक्शन होमोप्टिप्टनयस आहे का नाही हे ठरिा. िर ते होमोप्टिप्टनयस असेल, तर   त्याची प्टिग्री शोर्ा. 

     f (x,y)  = x3 +  3𝒙𝟐y + y3 

 उत्तर:     प्टिलेले     f (x,y)  = x3 +  3𝑥2y + y3 

                                        = x3 +  3𝑥2𝑦1 + y3 

                                        = x3 +  3𝑥2𝑦1 + y3 

  प्रते्यक टमशमर्ील x आप्टि y च्या प्टनिेशांकांची बेरीि 3 आहे   .  

                 ∴   f (x,y)  हे 3 प्टिग्रीचे  होमोप्टिप्टनयस फंक्शन आहे  . 

1.4 युलरचा शसद्धांत   ) Euler’s theorem of function of two variables ( 

     युलरचा शसद्धांत   : िर फंक्शन f(x, y) हे n प्टिग्रीचे होमोप्टिप्टनयस फंक्शन असेल  तर 

                                             𝒙
𝝏𝒇

𝝏𝒙
 + 𝒚 

𝝏𝒇

𝝏𝒚
 =   𝒏 𝒇 

पुरावा )Proof (: फंक्शन f(x, y) हे n प्टिग्रीचे होमोप्टिप्टनयस फंक्शन आहे  असे म्हिता येते, िर ते खालीलप्रमािे  प्टलहले  िाऊ  

शकते ,      

                                       f( x, y)  = xn  f ( 
𝒚

𝒙
 )    ------------------------1  
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  प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 1 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  x , येथे  y ला न्थथर ठेिले आहे . 

   ( Differentiating 1 partially w.r.t. x , by taking y as constant  ) 

                                  
𝜕𝑓

 𝜕𝑥
 = 

𝜕

𝜕𝑥
𝑥𝑛𝑓 (

𝑦

𝑥
) 

                                       =  n𝑥𝑛−1𝑓 (
𝑦

𝑥
) +𝑥𝑛𝑓1 (

𝑦

𝑥
)

𝜕

𝜕𝑥  
( 

𝑦

𝑥
 )               

                                       =  n𝑥𝑛−1𝑓 (
𝑦

𝑥
) +𝑥𝑛𝑓1 (

𝑦

𝑥
)  𝑦 (− 

1

𝑥2 )        

                                
𝜕𝑓

 𝜕𝑥
   =  n 𝑥𝑛−1𝑓 (

𝑦

𝑥
) – 𝑥𝑛−2𝑦𝑓1 (

𝑦

𝑥
)               

               िोन्ही बािंूनी x   ने  गुिून ,     

                                   x 
𝜕𝑓

 𝜕𝑥
  = 𝑥1  [n 𝑥𝑛−1𝑓 (

𝑦

𝑥
) – 𝑥𝑛−2𝑦𝑓1 (

𝑦

𝑥
)]             

                                  x 
𝜕𝑓

 𝜕𝑥
  = n 𝑥𝑛𝑓 (

𝑦

𝑥
) – 𝑥𝑛−1𝑦𝑓1 (

𝑦

𝑥
)                         ------2  

प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 1 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु y   ,  येथे x ला न्थथर ठेिले आहे . 

 ( Differentiating 1 partially w.r.t. y , by taking x as constant ) 

                                            
𝜕𝑓

 𝜕𝑦
 = 

𝜕

𝜕𝑦
𝑥𝑛𝑓 (

𝑦

𝑥
)    

                                                 =  𝑥𝑛  
𝜕

𝜕𝑦
𝑓 (

𝑦

𝑥
) 

                                                 =  𝑥𝑛𝑓1 (
𝑦

𝑥
) ( 

1

𝑥
 )

𝜕

𝜕𝑦
(𝑦)        

                                                 =  𝑥𝑛𝑓1 (
𝑦

𝑥
) ( 

1

𝑥
 ) (1)        

                                   
𝜕𝑓

 𝜕𝑦
         =  𝑥𝑛−1𝑓1 (

𝑦

𝑥
)     

            िोन्ही बािंूनी  y  ने  गुिून 

                                  y 
𝜕𝑓

 𝜕𝑦
    =  𝑦 (𝑥𝑛−1𝑓1 (

𝑦

𝑥
) )  

                                  y 
𝜕𝑓

 𝜕𝑦
   =   𝑥𝑛−1𝑦𝑓1 (

𝑦

𝑥
)                                ----------3 

             2 आप्टि 3 ची  बेरीि करू या. 

                   x 
𝜕𝑓

 𝜕𝑥
  + y 

𝜕𝑓

 𝜕𝑦
    =  n 𝑥𝑛𝑓 (

𝑦

𝑥
) – 𝑥𝑛−1𝑦𝑓1 (

𝑦

𝑥
)  +  𝑥𝑛−1𝑦𝑓1 (

𝑦

𝑥
)                         

                                               = n 𝑥𝑛𝑓 (
𝑦

𝑥
)  

                                               = n f(x, y) 

                      ∴     x 
𝝏𝒇

 𝝏𝒙
  + y 

𝝏𝒇

 𝝏𝒚
   = n f               म्हिून प्टसि झाले . 

उदाहरणे  (युलरचा शसद्धांत)  

Examples 

उदाहरण 1.11:  प्टिलेल्या फंक्शन f(x, y) मधे्य युलरचा प्टसिांत  वे्हररफाय  करा .  

                        f(x,y ) =  (𝑥)3 + 4𝑥2𝑦 + 𝑦3 

उत्तर:   प्टिलेले 

                                               f(tx,ty )     =  x3 +   4x2y +  y3           ---------                 1                                 

                                                                        f (tx,ty)    =  (𝑡𝑥)3 + 4(𝑡𝑥)2(𝑡𝑦) + (𝑡𝑦)3                                                             

                                                                  =  𝑡3𝑥3 + 4(𝑡2𝑥2)𝑡𝑦 + 𝑡3𝑦3             

                                                                  =  𝑡3[𝑥3 + 4𝑥2𝑦 + 𝑦3]                          

                                                 ∴ f (tx,ty) =  𝑡3𝑓(𝑥, 𝑦) 

                           ∴    f (x, y)  हे 3  प्टिग्रीचे होमोप्टिप्टनयस फंक्शन आहे. 
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युलरचा  प्टसिान्ता नुसार       x 
𝜕𝑓

 𝜕𝑥
  + y 

𝜕𝑓

 𝜕𝑦
   = 3f                    --------2           

                         f(x,y ) =    𝑥3 + 4𝑥2𝑦 + 𝑦3 

प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 1 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  x  , येथे  y ला न्थथर ठेिले आहे . 

    (Differentiating 1 partially w.r.t. x , by taking y as constant )   

                               
𝜕𝑓

 𝜕𝑥
 = 

𝜕

𝜕𝑥
[𝑥3 + 4𝑥2𝑦 + 𝑦3]  

                                   = 
𝜕

𝜕𝑥
𝑥3 + 4

𝜕

𝜕𝑥
𝑥2𝑦 +

𝜕

𝜕𝑥
𝑦3 

                                   = 3𝑥2 + 4𝑦 × (2𝑥) + 0 

                          
𝜕𝑓

 𝜕𝑥
     = 3𝑥2 +    8𝑥𝑦                                         ---------3 

प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 1 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु y,  येथे x ला न्थथर  ठेिले  आहे. 

(Differentiating 1 partially w.r.t. y , by taking x as constant  ) 

                               
𝜕𝑓

 𝜕𝑦
 = 

𝜕

𝜕𝑦
[𝑥3 + 4𝑥2𝑦 + 𝑦3]  

                                   = 
𝜕

𝜕𝑦
𝑥3 + 4𝑥2 𝜕

𝜕𝑦
𝑦 +

𝜕

𝜕𝑦
𝑦3 

                                   = 0  +4𝑥2(1) + 3𝑦2 

                       
𝜕𝑓

 𝜕𝑦
       = 4𝑥2 + 3𝑦2                                     -------------4 

        ∴     x 
𝜕𝑓

 𝜕𝑥
  + y 

𝜕𝑓

 𝜕𝑦
  =   𝑥[3𝑥2 +    8𝑥𝑦]  + 𝑦[4𝑥2 + 3𝑦2] 

                                     =    3𝑥3 +    8𝑥2𝑦 +  4𝑥2𝑦 +  3𝑦3 

                                     =    3𝑥3 +   12𝑥2𝑦 +  3𝑦3 

                                     =   3(𝑥3 +   4𝑥2𝑦 + 𝑦3) 

                      x 
𝜕𝑓

 𝜕𝑥
  + y 

𝜕𝑓

 𝜕𝑦
    =   3𝑓(𝑥, 𝑦)                               ---------5         

 समीकरि 1 आप्टि 5   िरून   युलरचा  प्टसिांत  वे्हररफाय  होतॊ                .   

उदाहरण 1.12  जर  u(x,y ) = 𝒍𝒐𝒈 (
𝒙𝟐+𝒚𝟐

𝒙 + 𝒚 
),   शसद्ध करा :  𝒙

𝝏𝒖

 𝝏𝒙
  + 𝒚

𝝏𝒖

 𝝏𝒚
   = 1           

 उत्तर: : प्टिलेले  u(x,y ) = 𝑙𝑜𝑔 (
𝑥2+𝑦2

𝑥 + 𝑦 
)                               -------1 

                          ∴      𝑒𝑢  =   (
𝒙𝟐+𝒚𝟐

𝒙 + 𝒚 
) 

        Let                 z (x,y)  =  𝒆𝒖  = (
𝒙𝟐+𝒚𝟐

𝒙 + 𝒚 
)  

                               z(x.y) =   
𝒙𝟐+𝒚𝟐

𝒙 + 𝒚 
      

                            z(tx.ty) =  
(𝒕𝒙)𝟐+(𝒕𝒚)𝟐

𝒕𝒙 + 𝒕𝒚 
     

                                        =  
𝒕𝟐𝒙𝟐+𝒕𝟐𝒚𝟐

𝒕𝒙 + 𝒕𝒚
    

                                        = 
𝒕𝟐(𝒙𝟐+𝒚𝟐)

𝒕(𝒙 + 𝒚)
 

                                        = 𝑡2−1 (𝑥2+𝑦2)

(𝑥 + 𝑦)
 

                                        = 𝑡1 (𝑥2+𝑦2)

(𝑥 + 𝑦)
 

z(x, y)  हे 1  प्टिग्रीचे होमोप्टिप्टनयस फंक्शन आहे 

युलरचा  प्टसिान्ता नुसार         
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                                                 x 
𝜕𝑧

 𝜕𝑥
  + y 

𝜕𝑧

 𝜕𝑦
   = 1 z         

                                                 𝑥
𝜕𝑧

 𝜕𝑥
  +  𝑦

𝜕𝑧

 𝜕𝑦
   = 1 𝑒𝑢           ----------------2 

     परंतु                              z =  𝑒𝑢                       3 ---------                                                 -  

प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 3 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु x,   

(Differentiating 3 partially w.r.t. x,)  

                                       
𝜕𝑧

 𝜕𝑥
 = 

𝜕

𝜕𝑥
[𝑒𝑢]  

                                   =  𝑒𝑢 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
              

प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 3 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु y   ,   

(Differentiating 3 partially w.r.t. y ,  ) 

                                
𝜕𝑧

 𝜕𝑦
    =   

𝜕

𝜕𝑦
[𝑒𝑢]  

                                 
𝜕𝑧

 𝜕𝑦
    =  𝑒𝑢 

𝜕𝑢

𝜕𝑦
                

              
𝜕𝑧

 𝜕𝑥
  आप्टि  

𝜕𝑧

 𝜕𝑦
  ची मूले्य  समीकरि  २  मधे्य ठेिा    

                            𝑥  𝑒𝑢 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
   +   𝑦 𝑒𝑢 

𝜕𝑢

𝜕𝑦
   = 1 𝑒𝑢 

                       ∴   𝑒𝑢 [𝑥 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
  +    y

𝜕𝑢

𝜕𝑦
 ]     = 1 𝑒𝑢 

                       ∴         𝑥 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
  +    y

𝜕𝑢

𝜕𝑦
      =   1  

𝑒𝑢

𝑒𝑢 

                                   𝑥 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
  +    y

𝜕𝑢

𝜕𝑦
     =   1        

सरावासाठी  उदाहरणे  1.4    ( Example for practice )  

Q1 खालील फंक्शन होमोप्टिप्टनयस आहे का नाही हे ठरिा. िर ते होमोप्टिप्टनयस असेल, तर त्याची प्टिग्री शोर्ा. 

 ,     a    f(x,y) =    x3 +3x2 y2  +y3  

  b      f(x,y)    =   𝑠𝑖𝑛−1 (
𝑥2

𝑦2) 

Q2. प्टिलेल्या फंक्शन f(x, y) मधे्य युलरचा प्टसिांत  वे्हररफाय  करा.  

                f(x, y )  = ax2 +2hxy  +by2   

Q3  िर   u(x,y) =   𝑠𝑖𝑛−1 [
√𝑥−√𝑦 

√𝑥+√𝑦 
]  ,   प्टसि करा :    

𝜕𝑢

𝜕𝑥
   = -  

𝑦

𝑥
 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
 

1.5 फंक्शनचे कमाल आशण शकमान मूल्य (Maximum and minimum value of the function)   

कमाल मूल्य (Maximum value): फंक्शन f(x,y) असे म्हितात की x = a, y = b येथे िास्तीत िास्त मूल्य आहे, िर त्यांचे 

(a,b) एक लहान नेबरहूि अन्स्तत्वात असेल तर  

                             f(a,b )   > 𝑓( 𝑎 + ℎ, 𝑏 + 𝑘) 

शकमान मूल्य (Minimum value): फंक्शन f(x,y) असे म्हितात की x = a, y = b येथे कमीत कमी मूल्य आहे,    िर त्यांचे 

(a,b) एक लहान नेबरहूि अन्स्तत्वात असेल तर                       

                                    f(a,b )   < 𝑓( 𝑎 + ℎ, 𝑏 + 𝑘) 

फंक्शनच्या कमाल आप्टि प्टकमान मूल्यास फंक्शनचे एिटर ीम मूल्य िेखील म्हितात. िर प्टबंिूिर (a, b) फंक्शनमधे्य कमाल 

आप्टि प्टकमान मूल्य नसेल तर त्या प्टबंिूला सॅिल पॉईंट असे म्हितात.  

 फंक्शनच्या कमाल (Maximum) आशण शकमान (Minimum) मूल्य चाचणी घेण्यासाठी कायगरत शनयम (Working 

rule to test the maxima and minima of the function) 

             िर f(x, y) प्टिलेले फंक्शन असेल तर 
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             रे्स्प I.   र्ोर्ा:   
𝜕𝑓

𝜕𝑥
  आप्टि   

𝜕𝑓

𝜕𝑦 
  

             रे्स्प II.  फंक्शनच्या कमाल (Maximum) आप्टि प्टकमान (Minimum) मूल्य साठी 

                                    
𝜕𝑓

𝜕𝑥
 =0  आप्टि  

𝜕𝑓

𝜕𝑦 
=0  

                         िि िरील न्थथर प्टबंिू प्टमळतात (stationary point on the curve) 

             रे्स्प III. र्ोर्ा:  r , s,  आप्टि  t     

                                      r =  
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2  , t =  
𝜕2𝑓

𝜕𝑦2       आप्टि     s =  
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
  प्टकंिा  

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
 

             रे्स्प IV.  r , t आप्टि s मधे्य न्थथर प्टबंिू ठेिा, 

                       Case I:  a) िर rt- s2  > 0 आप्टि r < 0, तर f(x,y) च्या त्या प्टबंिूला िास्तीत िास्त मूल्य आहे .            

 b) िर rt- s2   > 0 आप्टि r >  0, तर f(x,y) च्या त्या प्टबंिूला  कमीत कमी आहे .                              

                      Case II:     जर rt- s2  < 0, फंक्शन मॅन्िमा प्टकंिा प्टमनीमा नाही, तर फंक्शन f(x,y) त्या प्टबंिूला  

                                                              सॅिल पॉईंट म्हितात. 

                     Case III:  िर rt- s2  = 0 असेल तर प्रकरि संर्यास्पि आहे आप्टि पुढील तपासिीची  

                         आिश्यकता आहे.  

उदाहरण (फंक्शनसाठी मॅस्तक्समा आशण शमनीमा) 

उदाहरण 1.13: खाली शदलेल्या फंक्शनचे कमाल (Maxima) आशण शकमान (Minima) मूल्य िोिा. 

f(x, y )  =   x3 – y2-  3x  

उत्तर: प्टिलेले     f(x, y )  =   x3 – y2-  3x --------1  

रे्स्प I: प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 1 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  x , येथे  y ला न्थथर  ठेिले  आहे  

(Differentiating 1 partially w.r.t. x , by taking y as constant )   

                        
𝜕𝑓

𝜕𝑥
   =   

𝜕

𝜕𝑥
(𝑥3 − 𝑦2 − 3𝑥)   

                            =   
𝜕

𝜕𝑥
(𝑥3) −

𝜕

𝜕𝑥
𝑦2 − 3

𝜕

𝜕𝑥
𝑥)   

                            =   3x2−0 − 3(1)   

                       
𝜕𝑓

𝜕𝑥
  =  3x2−3                            -------------------2  

प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 1 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  y , येथे  x ला न्थथर  ठेिले  आहे  

 (Differentiating 1 partially w.r.t.y, by taking x as constant)   

                        
𝜕𝑓

𝜕𝑦
   =   

𝜕

𝜕𝑦
(𝑥3 − 𝑦2 − 3𝑥)   

                              =   
𝜕

𝜕𝑦
(𝑥3) −

𝜕

𝜕𝑦
𝑦2 − 3

𝜕

𝜕𝑦
𝑥   

                              =   0 - 2y−0     

                         
𝜕𝑓

𝜕𝑦
  = -  2y                            ------------------- 3  

रे्स्प II: फंक्शनच्या कमाल (Maximum) आशण शकमान (Minimum) मूल्यासाठी. 

                                       
𝜕𝑓

𝜕𝑥
 =0   आप्टि   

𝜕𝑓

𝜕𝑦 
=0  

                              3x2−3  = 0    आप्टि  -  2y = 0                                              

                            3(x2−1)   =0    आप्टि   y = 0             

                                    x2   = 1    आप्टि   y = 0 

                                           = 1 or x= -1     आप्टि   y = 0       

                            (1,0) आप्टि (-1, 0) हे न्थथर प्टबंिू आहेत. 

रे्स्प III: र्ोर्ा:  r , t आप्टि  s     
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प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 2 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  x , येथे  y ला न्थथर  ठेिले आहे . 

(Differentiating 2 partially w.r.t. x  , by taking y as constant )   

               r =  
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑓

𝜕𝑥
)=

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2     = 
𝜕

𝜕𝑥
(3𝑥2 − 3) 

                                               = 3 
𝜕

𝜕𝑥
(𝑥2) −

𝜕

𝜕𝑥
(3)   

                                                 = 3× 2𝑥 − 0      

                                      =   6x       ----------------------------4  

प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 3 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  y , येथे  x ला न्थथर  ठेिले आहे.  

(Differentiating 3 partially w.r.t. y  , by taking x as constant )   

            t =  
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑓

𝜕𝑦
)=

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2     = 
𝜕

𝜕𝑦
(−2𝑦) 

                                         =  -2
𝜕

𝜕𝑦
(𝑦)   

                                         = -2(1) 

                                         =  -2       ---------------------------5  

प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 2 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  y , येथे  x ला न्थथर  ठेिले आहे  

(Differentiating 2 partially w.r.t. y  , by taking x as constant )   

         S  =  
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑓

𝜕𝑥
)=

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
   = 

𝜕

𝜕𝑦
(3𝑥2 − 3) 

                                      = 3 
𝜕

𝜕𝑦
(𝑥2) −

𝜕

𝜕𝑦
(3)   

                                      = 3× (0) − 0      

                                      =   0      ------------------------6 

रे्स्प IV:   न्थथर प्टबंिू   r , t आप्टि  s मधे्य  ठेिा 

    न्थथर प्टबंिू (1,0 ) साठी :    

                    r (1,0)   =    6x = 6(1)  = 6     

                    t (1,0)   =  -2      

                   s(1, 0)    = 0 

              𝑟𝑡 − 𝑠2=   (6)(-2)-(0)2 = -12  < 0   आप्टि    r  = 6 > 0 

              𝑟𝑡 − 𝑠2  < 0   आप्टि    r   > 0 

प्टिलेल्या फंक्शला कमाल (Maxima) आप्टि प्टकमान (Minima) मूल्य नाही. प्टबंिू (1, 0) हा सॅिल पॉईंट आहे. 

न्थथर प्टबंिू  (-1,0 )  साठी: 

                    r (-1,0) =    6x = 6(-1) = -6     

                    t (-1,0) = -2      

                   s(-1, 0)  = 0 

                   𝑟𝑡 − 𝑠2=   (-6)(-2)-(0)2 =12> 0   आप्टि    r  = -6 < 0 

                   𝑟𝑡 − 𝑠2  > 0   आप्टि    r   < 0 

       प्टिलेल्या फंक्शचे प्टबंिू (-1,0 ) साठी कमाल (Maxima) मूल्य आहे. 

        x =-1 आप्टि y = 0 समीकरि ठेिा 1 मधे्य ठेिा    

                                          ymax  = (-1)3 –(o) -3(-1)     

                                                   = -1 +3  = 2 

    प्टिलेल्या फंक्शचे कमाल (Maxima) मूल्य 2 आहे.  

उदाहरण 1.14 खाली शदलेल्या फंक्शनचे कमाल (Maxima) आशण शकमान (Minima) मूल्य िोिा 

                         f(x, y )  =   x3 +y3-  3axy 



मॅथेमॅशिक्स फॉर मशीन लशनिंग-314320                                                  Mathematics for Machine Learning -314320 

  

 Maharashtra State Board of Technical Education              17 

 

उत्तर: दिलेले f(x, y )  = x3 +y3-  3axy             ---------------1  

रे्स्प I: प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 1 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  x , येथे  y ला न्थथर ठेिले आहे . 

(Differentiating 1 partially w.r.t. x , by taking y as constant )   

                        
𝜕𝑓

𝜕𝑥
   =   

𝜕

𝜕𝑥
(𝑥3  + 𝑦3 −   3𝑎𝑥𝑦)   

                              =   
𝜕

𝜕𝑥
(𝑥3) +

𝜕

𝜕𝑥
𝑦3 − 3𝑎𝑦

𝜕

𝜕𝑥
𝑥   

                              =   3x2−0 − 3𝑎𝑦(1)   

                         
𝜕𝑓

𝜕𝑥
  =  3x2−3𝑎𝑦                       -------------------2  

प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 1 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  y , येथे  x ला न्थथर ठेिले आहे  

(Differentiating 1 partially w.r.t.y  , by taking x as constant )   

                     
𝜕𝑓

𝜕𝑦
   =   

𝜕

𝜕𝑦
(𝑥3  + 𝑦3 −  3axy)   

                            =   
𝜕

𝜕𝑦
(𝑥3) +

𝜕

𝜕𝑦
𝑦3 − 3𝑥𝑎

𝜕

𝜕𝑦
𝑦   

                            =   0+3𝑦2 − 3𝑎𝑥(1)   

                       
𝜕𝑓

𝜕𝑦
  =  3y2−3𝑎𝑥                       -------------------     3  

रे्स्प II: फंक्शनच्या कमाल (Maximum) आप्टि प्टकमान (Minimum) मूल्यासाठी 

                      
𝜕𝑓

𝜕𝑥
 = 0 आप्टि     

𝜕𝑓

𝜕𝑦 
=0  

                         3x2−3𝑎𝑦    =  0  आप्टि    3y2−3𝑎𝑥   =0                                                                           

                         3(x2−𝑎𝑦)   =  0  आप्टि     3(y2−𝑎𝑥)   =0     

                              x2−𝑎𝑦   =  0  आप्टि     y2−𝑎𝑥   =0               

                                       x2= 𝑎𝑦  आप्टि     y2= 𝑎𝑥    

                                                        ∴         𝑥 =  
𝑦2

𝑎
 

                               x   चे  मूल्य   x2= 𝑎𝑦  मधे्य  ठेिा    

                                            (
𝑦2

𝑎
)
2

= 𝑎𝑦                               

                                        ∴       
𝑦4

𝑎2 =  𝑎𝑦                               

                                                                        𝑦4 = 𝑎3𝑦                               
                                                 𝑦(𝑦3 − 𝑎3)   = 0                          
                                                y = 0  or  𝑦3 =  𝑎3 

                                y = 0  or  y    =   𝑎 

                            िेव्हा    y= 0 ,  तेव्हा  x = 
(0)2

𝑎
   = 0  

                            ∴  पप्टहला प्टबंिू (0,0) 

                            िेव्हा    y  = a    तेव्हा   x = 
(𝑎)2

𝑎
 = a 

                                 ∴   िुसरा प्टबंिू (a, a),  

                 (0,0) आप्टि (a, a) हे न्थथर प्टबंिू आहेत. 

रे्स्प III:  र्ोर्ा: r, t आप्टि s   

प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 2 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  x , येथे  y ला न्थथर ठेिले आहे.  

(Differentiating 2 partially w.r.t. x  , by taking y as constant )   

       r =
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
=  

𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑓

𝜕𝑥
)     = 

𝜕

𝜕𝑥
(3𝑥2 − 3𝑎𝑦) 
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                                      = 3 
𝜕

𝜕𝑥
(𝑥2) − 3𝑎

𝜕

𝜕𝑥
(𝑦)   

                                      = 3× 2𝑥 − 0      

                                      =   6x       ----------------------------4  

प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 3 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  y , येथे  x ला न्थथर ठेिले आहे . 

(Differentiating 3 partially w.r.t. y  , by taking x as constant )   

       t = 
𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
     = 

𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑓

𝜕𝑦
)     = 

𝜕

𝜕𝑦
(3𝑦2 − 3𝑎𝑥) 

                                     =  3
𝜕

𝜕𝑦
(𝑦2)   

                                      = 6y         ----------------------------5 

प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 2 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  y , येथे  x ला न्थथर ठेिले आहे . 

(Differentiating 2 partially w.r.t. y  , by taking x as constant)  

       S  = 
𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
= 

𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑓

𝜕𝑥
)=     = 

𝜕

𝜕𝑦
(3𝑥2 − 3𝑎𝑦) 

                                      = 3 
𝜕

𝜕𝑦
(𝑥2) − 3𝑎

𝜕

𝜕𝑦
(𝑦)   

                                      = 0 −3𝑎(1)     

                                      = -3a      ----------------------------6 

रे्स्प IV: न्थथर प्टबंिू   r , t आप्टि  s मधे्य ठेिा 

न्थथर प्टबंिू (0,0 ) साठी :    

                    r (0,0)   = 6x = 6(0) = 0     

                    t (0,0)   = 6Y = 6(0) = 0       

                    s(0 , 0)  =  -3a 

                    𝑟𝑡 − 𝑠2  = (0)(0)-(-3a)2 = -9a2  < 0   आप्टि    r  = 0 

                    𝑟𝑡 − 𝑠2  < 0   आप्टि    r  =0 

प्टिलेल्या फंक्शला कमाल (Maximum) आप्टि प्टकमान (Minimum) मूल्य नाही.    

                          प्टबंिू (0, 0) हा सॅिल पॉईंट आहे 

न्थथर प्टबंिू (a,a)  साठी: 

                    r (a,a) = 6x = 6(a)  = 6a    

                    t (a,a) = 6y  = 6(a)  = 6a       

                    s(a, a) = -3a 

                    𝑟𝑡 − 𝑠2 = (6a) (6a) - (-3a)2  

                    𝑟𝑡 − 𝑠2 = 27a2  > 0    
                             𝑟𝑡 − 𝑠2 = > 0     आप्टि  r  > 0 

प्टिलेल्या फंक्शचे प्टबंिू  (a  ,a) साठी प्टकमान (Minimum) मूल्य  आहे. 

        x = a आप्टि y =a   समीकरि ठेिा 1 मधे्य ठेिा    

                       Ymin  = (a)3+ (a)3 -3a(a)(a)     

                                =2a3-3a3 

                                = -a3 

प्टिलेल्या फंक्शचे प्टकमान (Minimum) मूल्य -a3  आहे .  

सरावासाठी  उदाहरणे (Example for practice)  

Q1 खाली शदलेल्या फंक्शनचे कमाल (Maximum) आशण शकमान (Minimum) मूल्य िोिा.  

          1) ∅(x,y) = x2-y2 -2x -6y +14 
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          2) f( x, y ) = y2- x2 

          3) f( x, y ) = x3+3xy2 -3x2-3y2 +4 

1.6 लाग्रेंजचे शनिागररत मल्िीप्लायसगची पद्धत (Lagrange’s method of undetermined multipliers): 

प्टिलेल्या फंक्शनचे कमाल (Maximum) आप्टि प्टकमान (Minimum) मूल्य र्ोर्ण्यासाठी लाग्रेंिची प्टनर्ाशररत मल्टीप्लायसशची 

पित िापरली िाऊ र्कते.     

फंक्शन F(x, y) हे  x  आप्टि  y  मर्ील िोन वे्हररएबलचे फंक्शन आहे , वे्हररएबल्स x  आप्टि  y   हे  ररलेर्न ∅ (x, y)  िारे 

िोिलेले आहेत . 

लाग्रेंजचे शनिागररत मल्िीप्लायसगची पद्धत वापरून फंक्शनच्या कमाल (Maximum) आशण शकमान (Minimum) मूल्य 

चाचणी घेण्यासाठी कायगरत शनयम:  

(Working rule to test maximum value using Lagrange’s method) 

रे्स्प I:   प्रथम लंॅगे्रिचे फंक्शन तयार करा   

               F(x,y,)= f(x,y)  +  ∅(𝑥, 𝑦)      -------------1           

रे्स्प II:   प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 1  पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  x ,  y  आप्टि    

             ( Differentiating 1 partially with respective to x , y  and   )  

                 र्ोर्ा:    
𝜕𝐹

𝜕𝑥
   ,

𝜕𝐹

𝜕𝑦
   आप्टि   

𝜕𝐹

𝜕
 

रे्स्प III:  फंक्शनच्या कमाल (maxima) आप्टि प्टकमान (minima) साठी 

                
𝜕𝐹

𝜕𝑥
  = 0 ,

𝜕𝐹

𝜕𝑦
  = 0 आप्टि  

𝜕𝐹

𝜕
= 0 , आपल्याला x  आप्टि   y मूल्य प्टमळतील .  

आपल्याला िि िरील न्थथर प्टबंिू प्टमळतात (stationary point on the curve)  

रे्स्प IV: न्थथर प्टबंिू फंक्शन f (x, y), मधे्य ठेिा, आपल्याला फंक्शनचे कमाल (Maxima) आप्टि प्टकमान    

             (Minima) मूल्य प्टमळतील. 

उदाहरण (Examples) (Lagrange’s method of undetermined multipliers): 

उदाहरण 1.15: लाग्रेंजचे शनिागररत मल्िीप्लायसगची पद्धत वापरून खाली शदलेल्या फंक्शन f (x, y),    

 चे कमाल (Maximum) आशण शकमान (Minimum) मूल्य िोिा.    

                  f(x, y) =  x2+y2 ,  शदलेले फंक्शन  𝑥 + 𝑦 = 10   या   अिीच्या अिीन  आहे   . 

                  ∅(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦 =  10                                                    

उत्तर:         f(x,y)  = x2+y2                                                 --------1 

        आप्टि  ∅(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦 − 10                                    --------2 

रे्स्प I:  प्रथम लंॅगे्रिचे फंक्शन तयार करू    

               F(x,y,)= f(x,y) +  ∅(𝑥, 𝑦)                                 

               F(x,y,)= x2+y2 +  [𝑥 + 𝑦 − 10]                    -------3      

रे्स्प II:   प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 3 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  x , येथे y  आप्टि  ला न्थथर  ठेिले आहे. 

             ( Differentiating 3 partially w.r.t. x by takinf  y and     constant  )  

                   
𝜕𝐹

𝜕𝑥
    = 

𝜕

𝜕𝑥
(𝑥2 + 𝑦2) +  

𝜕

𝜕𝑥
(𝑥 + 𝑦 − 10) 

                          = 
𝜕

𝜕𝑥
(𝑥2) +

𝜕

𝜕𝑥
(𝑦2) +   (

𝜕

𝜕𝑥
(𝑥) +

𝜕

𝜕𝑥
𝑦 −

𝜕

𝜕𝑥
10) 

                          = 2x  +0 +  (1 + 0 − 0) 

                    
𝜕𝐹

𝜕𝑥
   = 2x  +                                          --------4  

प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 3 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  y , येथे x  आप्टि ला न्थथर ठेिले आहे. 

   (Differentiating 3 partially w.r.t.  y , by taking  x and     constant )  

                     
𝜕𝐹

𝜕𝑦
  = 

𝜕

𝜕𝑦
(𝑥2 + 𝑦2) +  

𝜕

𝜕𝑦
(𝑥 + 𝑦 − 10) 
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                          = 
𝜕

𝜕𝑦
(𝑥2) +

𝜕

𝜕𝑥
(𝑦2) +   (

𝜕

𝜕𝑦
(𝑥) +

𝜕

𝜕𝑦
𝑦 −

𝜕

𝜕𝑦
10) 

                          = 0  +2y +  (0 + 1 − 0) 

                     
𝜕𝐹

𝜕𝑥
  = 2y   +                                   ----------5       

प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 3 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु   , येथे x  आप्टि y ला न्थथर ठेिले आहे 

( Differentiating 3 partially w.r.t.    , by taking  x and y constant)  

                     
𝜕𝐹

𝜕
  = 

𝜕

𝜕
(𝑥2 + 𝑦2) +  

𝜕

𝜕
(𝑥 + 𝑦 − 10) 

                          = 
𝜕

𝜕
(𝑥2) +

𝜕

𝜕
(𝑦2) +  

𝜕

𝜕
(𝑥 + 𝑦 − 10)  

                          = 0  + 0 + x+ y - 10  

                      
𝜕𝐹

𝜕
   = x + y - 10                             ----------    6                           

रे्स्प III:   फंक्शनच्या कमाल (maxima) आप्टि प्टकमान (minima) मुल्यांसाठी   :  

                        
𝜕𝐹

𝜕𝑥
   = 0,  

𝜕𝐹

𝜕𝑦
  = 0 , 

𝜕𝐹

𝜕
   = 0    

                           2x  +       =   0                 ------------------7   

                           2y   +      =   0                  -----------------8    

                    आप्टि   x   +   y   =   1 0              -----------------9                                                

                    समीकरिे   7 , 8 आप्टि  9  सोििू     

   समीकरि  7  िरून                          x =−


2
                     

   समीकरि  8  िरून                         y =−


2
   

   x आप्टि y , चे  मूल्य समीकरि  9   मधे्य  ठेऊ.   

                        x   +   y   =   1 0               

                       - 2


2
     = 10   

                        = -  10      

         चे  मूल्य   x आप्टि y, मधे्य  ठेऊ.   

                    x =−
−10

2
  =  5     

                    y =−
−10

2
   = 5   

            (5, 5)   न्थथर प्टबंिू आहे. 

रे्स्प IV:      x = 5 आप्टि y = 5 चे मूल्य 1 मधे्य ठेऊ   

                  f(x,y)   = (5)2 +(5)2  

                             = 25+25  

                             = 50   

प्टिलेल्या फंक्शचे f(x,y) ची कमाल (Maxima) मूल्य 50 आहे. 

उदाहरण 1.16 लाग्रेंजचे शनिागररत मल्िीप्लायसगची पद्धत वापरून खाली शदलेल्या फंक्शन f (x, y), चे कमाल 

(Maximum) आशण शकमान (Minimum) मूल्य िोिा.   f(x, y) =  xy    ,  शदलेले फंक्शन  
𝒙𝟐

𝟖
+

𝒚𝟐

𝟐
= 1  या   अिीच्या 

अिीन  आहे     

उत्तर:      f(x,y)  = xy                                       --------1 

आप्टि              ∅(𝑥, 𝑦) =
𝑥2

8
+

𝑦2

2
  =1                     ------------2 

रे्स्प I:  प्रथम लंॅगे्रिचे फंक्शन तयार करू    
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               F(x,y,)= f(x,y)  +  ∅(𝑥, 𝑦)                                 

               F(x,y,)= xy   +  [
𝑥2

8
+

𝑦2

2
− 1]                   -------3      

रे्स्प II:  प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 3 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  x , येथे y  आप्टि ला न्थथर  ठेिले आहे. 

(Differentiating 3 partially w.r.t. x by takinf  y and     constant)  

                
𝜕𝐹

𝜕𝑥
 = 

𝜕

𝜕𝑥
(𝑥𝑦) +  

𝜕

𝜕𝑥
(
𝑥2

8
+

𝑦2

2
− 1) 

                    = 𝑦
𝜕

𝜕𝑥
𝑥 +   (

𝜕

𝜕𝑥

𝑥2

8
+

𝜕

𝜕𝑥

𝑦2

2
−

𝜕

𝜕𝑥
1) 

                    = y(1)   +   (
2𝑥

8
+ 0 − 0) 

               
𝜕𝐹

𝜕𝑥
  = y + 

 𝑥

4
                                            --------4  

प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 3 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  y , येथे x  आप्टि ला न्थथर  ठेिले आहे. 

(Differentiating 3 partially w.r.t.  y , by taking  x and     constant) 

                     
𝜕𝐹

𝜕𝑦
  = 

𝜕

𝜕𝑦
(𝑥𝑦) +  

𝜕

𝜕𝑦
(
𝑥2

8
+

𝑦2

2
− 1) 

                          = 𝑥
𝜕

𝜕𝑦
𝑦 +   (

𝜕

𝜕𝑦

𝑥2

8
+

𝜕

𝜕𝑦

𝑦2

2
−

𝜕

𝜕𝑦
1) 

                          = x(1) +   (0 +
2𝑦

2
− 0) 

                     
𝜕𝐹

𝜕𝑦
  = x + y                                       ----------5       

प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 3 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु   , येथे x  आप्टि y ला न्थथर  ठेिले आहे. 

(Differentiating 3 partially w.r.t.    , by taking  x and y   constant)  

                     
𝜕𝐹

𝜕
  = 

𝜕

𝜕
(𝑥𝑦) +  

𝜕

𝜕
 (

𝑥2

8
+

𝑦2

2
− 1) 

                          = 0 +  
𝑥2

8
+

𝑦2

2
− 1 

                          = 
𝑥2

8
+

𝑦2

2
− 1 

                    
𝜕𝐹

𝜕
   =

𝑥2

8
+

𝑦2

2
− 1                                ----------6                           

रे्स्प III:   फंक्शनच्या कमाल (maximum) आप्टि प्टकमान (minimum) मूल्य साठी .    

                      
𝜕𝐹

𝜕𝑥
   =0,  

𝜕𝐹

𝜕𝑦
  = 0 ,  

𝜕𝐹

𝜕
   = 0    

                        y  +   
 x

4
    =   0               ------------------7   

                        x  +  y    =   0                 -----------------8    

                    आप्टि    
𝑥2

8
+

𝑦2

2
− 1  = 0       -----------------9                                                

            समीकरिे   7 , 8 आप्टि  9  सोििू   .          

           समीकरि  7  िरून     
4y+ x

4
    =   0          

                   4y +  x  = 0   

                     =  
−4𝑦

𝑥
          

              चे मूल्य समीकरि 8 मधे्य ठेऊ.   

                           x+ (
−4𝑦

𝑥
) 𝑦 = 0   

                                  
𝑥2−4𝑦2 

𝑥
 = 0  

                              𝑥2 − 4𝑦2 = 0 
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                                        𝑥2 =   4 𝑦2                        -------10  

       𝑥2 चे मूल्य समीकरि 9 मधे्य ठेऊ ..    

                     
4 𝑦2

8
+

𝑦2

2
= 1    

                       
 𝑦2

2
+

𝑦2

2
= 1    

                             2
 𝑦2

2
= 1    

                               𝑦2 = 1    

                                 y= ±1 

                     y  =  ±1  मूल्य  समीकरि  10 मधे्य  ठेऊ     

                               𝑥2 =   4 (±1)2 

                               𝑥2 =   4  

                               x   =  ±2 

          (2, 1), (-2, 1), (2,-1) आप्टि (-2,-1)  न्थथर प्टबंिू आहे.      

Step IV:  सिश न्थथर प्टबंिू समीकरि 1 मधे्य ठेऊ.     

                    f(2,1)   =  2(1)  = 2    

                    f(-2,1)   = (-2)(1)=-2 

                    f(2,-1)   =  (2)(-1) = -2  

                    f(-2,-1)  =  (-2)(-1)  = 2         

फंक्शन f (x, y), चे कमाल (Maximum) मूल्य 2 आहे आप्टि प्टकमान (Minimum) मूल्य -2 आहे.    

सरावासाठी  उदाहरण: )Example for practice(   

1. लाग्रेंिचे प्टनर्ाशररत मल्टीप्लायसशची पित िापरून खाली प्टिलेल्या फंक्शन f (x, y), चे कमाल (Maximum) आप्टि प्टकमान 

(Minimum) मूल्य र्ोर्ा,  f(x, y) =  xy  प्टिलेले फंक्शन  
𝑥2

8
+

𝑦2

2
= 1  या   अटीच्या अर्ीन  आहे.       

References:  

1. Higher Engineering Mathematics by H. K. Dass, Er. Rajnish Verma [S. Chआप्टि Technical, ISBN: 

9788121938907] 

2. Higher Engineering Mathematics by Grewal B. S. [Tata McGraw Hill Education, New Delhi, ISBN 

: 9789386173522] 

3. Engineering Mathematics by A. C. Shrivastava, P. K. Shrivastava [PHI Learning, New Delhi, 

ISBN:9788120342934] 
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युशनि-2 

मॅिर े सेस  

(Matrices) 

शविय शनष्पत्ती (Course Outcome): 

CO1: िास्तप्टिक िीिनातील समस्या सोििण्यासाठी मॅप्टटरिची संकल्पना लागू करा. 

घिक शनष्पत्ती (Learning Theory Outcome): 

1. मॅप्टटर िला एशेलॉन फॉमश (Echelon form) आप्टि नॉमशलफॉमश (Normal form) मधे्य रूपांतररत करा. 

2. एप्टलमेंटरी टर ान्सफॉमेशनिारे मॅप्टटर िचा इशव्हसश (Matrix inverse) शोर्ा. 

3. ऑिशर 2 आप्टि 3 चे प्टिटरप्टमनंट (Determinent) िापरून मॅप्टटर िच्या रँक(Rank) काढा. 

4. ऑिशर 2 आप्टि 3 च्या एशेलॉन फॉमशमधे्य मॅप्टटर ि कमी करून मॅप्टटर िच्या रँक (Rank) काढा. 

5. ऑिशर 2 आप्टि 3 च्या नॉमशल फॉमशने मॅप्टटर ि कमी करून मॅप्टटर िच्या रँक (Rank) काढा. 

6. मॅप्टटर िच्या रँकचा िापर करून प्टलप्टनअर इके्वशनच्या नॉन होमोप्टिप्टनयस प्रिालीची सुसंगतता तपासा. 

7. मॅप्टटर िच्या रँकचा िापर करून प्टलप्टनअर इके्वशनच्या होमोप्टिप्टनयस प्रिालीची सुसंगतता (Consistency) तपासा. 

8. प्टलप्टनअर इके्वशनच्या नॉन होमोप्टिप्टनयस प्रिालीचे सोलुशन शोर्ा. 

9. प्टलप्टनअर इके्वशनच्या होमोप्टिप्टनयस प्रिालीचे सोलुशन शोर्ा. 

10. ऑिशर 2 च्या प्टिलेल्या मॅप्टटर िसाठी ईगेन वॅ्हलू्यि आप्टि ईगेन वे्हक्टसश शोर्ा. 

पररचय(Introduction):  

कृप्टिम बुन्िमत्ता (एआय) आप्टि मशीन लप्टनिंग (एमएल) मधे्य मॅप्टटर ि मूलभूत भूप्टमका बिािते. ते िेटाचे प्रप्टतप्टनप्टर्त्व आप्टि 

हाताळण्यासाठी, स्पर्ाश आप्टि वे्हररएबल्स िरम्यान मॉिेल संबंर् करण्यासाठी मोठ्या प्रमािात िापरले िातात. रेखीय पररितशनात 

िापरल्या िािार या मॅप्टटर ि िसे की रोटेशन, से्कप्टलंग आप्टि िेटामधे्य भाषांतर सारखे पररितशन िशशप्टिते. फॉरििश  आप्टि बॅकििश 

प्रोपोगेशन, न्याचरल लँगे्वि प्रोसेप्टसंग, िेटा हाताळिी, नू्यरल नेटिकश  आप्टि बरेच काही. मॅप्टटर क हे एआय आप्टि िेटा प्रप्टतप्टनप्टर्त्व 

गिना, प्टिप्टिर् अनुप्रयोग आप्टि अल्गोररिममर्ील ऑप्टिमायझेर्नचा किा आहेत. 

2.1 मॅशिर कच्या प्रकारांचा आढावा आशण मॅशिर कची बीजगशणत: (Review of types of matrices and algebra of 

matrices)  

मॅप्टटर ि हे m x n आकारातील घटकांची m आिव्या रेषा (पंक्ती) आप्टि n उभ्या रेषा (िंि) असलेली एक व्यिथथा आहे, िी 

चौकोनी कोष्ठकांमधे्य बंि केलेली असते. मॅप्टटर ि सामान्यतः  मोठ्या अक्षराने A, B, C इत्यािीने िशशप्टिले िाते. ऑिशर m × n 

असलेला मॅप्टटर ि खालील प्रकारे प्टलप्टहला िातो. 

A = 









a11

a21

∶
am1

am1

    

a12

 a22

 

ai2

 am2

    

a13 

 a23

 

 ai3

 am3

 

aij

 a2j

 

 aij

 amj

 

a1n

 a2n

 

 ain

 amn

  

 i.e.             A =  [ ]aij m  n       i  = Row index 

2.1.1 मॅशिर क्सचे प्रकार (Types of matrices): 

1) पंक्ती मॅशिर क्स (Row Matrix) : ज्या मॅप्टटर िमधे्य फक्त एकच पंक्ती(row) असते, त्याला पंक्ती मॅप्टटर ि (Row Matrix) 

असे म्हितात. 

      उिाहरिाथश:                A=  [ ]3  1  1      B=  [ ]3   2  1  2      C= [ ]0    3   2  1  3 

2) िंि मॅशिर क्स (Column Matrix): ज्या मॅप्टटर िमधे्य फक्त एकच सं्तभ असतो, त्याला सं्तभ मॅप्टटर ि (Column Matrix) 

असे म्हितात. 
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 उिाहरिाथश:                    A=  [ ]7    B  =  



3

7
 ,  C =  









1

2

3
  

3. से्क्वअर मॅशिर क्स (Square Matrix): ज्या मॅप्टटर िमधे्य पंक्तीचंा (rows) आप्टि सं्तभांची (columns) संख्या समान असते, 

त्याला से्क्वअर मॅप्टटर ि (Square Matrix) असे म्हितात.  

 उिाहरिाथश:           A=  




2

0
   

1

2
       B =









1

4

3
   

 2

1

 1

   

3

2

5
 

4. डायगोनल  मॅशिर क्स (Diagonal matrix): ज्या चौकोनी मॅप्टटर िमधे्य सिश नॉन-आर्ाररेषीय(Non Diagonal) घटक शून्य 

असतात, त्याला िायगोनल  मॅप्टटर ि (Diagonal Matrix) असे म्हितात.   

      उिाहरिाथश:       

 

5. से्कलर मॅशिर क्स (Scalar matrix): ज्या आर्ाररेषीय (Diagonal Matrix ) मॅप्टटर िमधे्य सिश आर्ाररेषीय घटक समान 

असतात, त्याला से्कलर मॅप्टटरि (Scalar Matrix) असे म्हितात.  से्कलर मॅप्टटर ि सामान्यतः  K या अक्षराने िशशप्टिला िातो 

     उिाहरिाथश:  K = 








2

0

0
   

0

2

0
   

0

0

2
 
3  3

 

6.  युशनि मॅशिर क्स शकंवा आयडेंशििी मॅशिर क्स (Unit matrix or Identity matrix): एक से्कलर मॅप्टटर ि ज्यामधे्य 

आर्ाररेषीय घटक 1 असतो, त्याला आयिेंप्टटटी मॅप्टटर ि प्टकंिा युप्टनट मॅप्टटर ि (Unit Matrix) असे म्हितात. आयिेंप्टटटी 

मॅप्टटर ि सामान्यतः  I या अक्षराने िशशप्टिला िातो.  

                    उिाहरिाथश:            I3  = 








1

0

0
   

0

1

0
   

0

0

1
     , हे ऑिशर 3 चेआयिेंप्टटटी मॅप्टटर ि प्टकंिा युप्टनट मॅप्टटर ि आहे 

             I1 =[1]   हे ऑिशर 1 चे आयिेंप्टटटी मॅप्टटर ि प्टकंिा युप्टनट मॅप्टटर ि आहे. 

             I2=



1

0
   

0

1
   हे ऑिशर 2 चेआयिेंप्टटटी मॅप्टटर ि प्टकंिा युप्टनट मॅप्टटर ि आहे. 

7. अप्पर िर ायंगु्यलर मॅशिर क्स (Upper triangular matrix): ज्या चौकोनी मॅप्टटर िमधे्य आर्ाररेषेखालील सिश घटक शून्य 

असतात, त्याला अप्पर टर ायंगु्यलर मॅप्टटर ि (Upper Triangular Matrix) असे म्हितात. अप्पर टर ायंगु्यलर मॅप्टटर िला U ने 

िशशप्टिले िाते.  

      उिाहरिाथश:                 U= 








2

0

0
   

 4

3

0
   

2

7

1
   

8.   लोअर िर ायंगु्यलर मॅशिर क्स (Lower triangular matrix): असा चौकोनी मॅप्टटरि ज्यामधे्य आर्ाररेषेिरील सिश घटक  

      शून्य असतात, त्याला लोअर टर ायंगु्यलर मॅप्टटर ि (Lower Triangular Matrix) असे म्हितात. लोअर टर ायंगु्यलर मॅप्टटर िला  

       L ने िशशप्टिले िाते. 

      उिाहरिाथश:                  L= 








3

4

7
   

0

1

2
   

0

0

 5
 

 9. नल मॅशिर क्स शकंवा झीरो मॅशिर क्स (Null matrix or zero matrix): ज्या मॅप्टटर िमधे्य सिश घटक शून्य असतात, त्याला     

    झीरो मॅप्टटर ि (Zero Matrix) प्टकंिा नल मॅप्टटर ि (Null Matrix) असे म्हितात. नल मॅप्टटर ि (Null Matrix) हा O ने िशशप्टिले   

    िाते.  
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                उिाहरिाथश:     O = 








0

0

0
   

0

0

0
   or  O  =  





0

0
   

0

0
 

10. मॅशिर क्सचा िर ान्सपोज (Transpose of matrix) : मॅप्टटर ि A च्या पंक्ती आप्टि सं्तभांची अिलाबिल करून प्टमळिलेला 

मॅप्टटर ि हा मॅप्टटर ि A चा टर ान्सपोि (Transpose of Matrix A) असतो. याला A’ प्टकंिा AT ने िशशप्टिले िाते. 

            उिाहरिाथश    If   A  =  [
2 3 4
2 −1 4
1 −2 3

]     then    AT =  [
2 2 1
3 −1 −2
4 4 3

]    

11. शसमेशिर क मॅशिर क्स (Symmetric Matrix) :  ज्या चौकोनी मॅप्टटर िमधे्य प्रते्यक घटक त्याच्या समांतर न्थथतीतील घटकाशी 

समान असतो. याचा अथश, िर मॅप्टटर ि A मधे्य कोित्याही घटकासाठी aij = aji असे असले, तर तो प्टसमेप्टटर क मॅप्टटर ि आहे असे 

म्हिता येईल.  म्हििेच एखाद्या मॅप्टटर िमधे्य: a12 = a21, a13 = a31, आप्टि a23 = a32 असेल, तर तो प्टसमेप्टटर क मॅप्टटर ि आहे असे 

म्हिता येईल. 

            उिाहरिाथश,  

                    A  =  [
2 3 4
3 −1 −2
4 −2 3

]   आप्टि  B =  [

𝑎 ℎ 𝑔
ℎ 𝑏 𝑓
𝑔 𝑓 𝑐

] 

12. स्क्यू-शसमेशिर क मॅशिर क्स (Skew-Symmetric Matrix): ज्या चौकोनी मॅप्टटर िमधे्य प्रते्यक घटक त्याच्या समांतर न्थथतीतील 

घटकाशी प्टिरोर्ी प्टचन्हात असतो. म्हििेच, िर मॅप्टटर ि A थयू-प्टसमेप्टटर क मॅप्टटर ि असेल, तर प्रते्यक घटकासाठी aij = -aji असतो, 

तसेच, थयू-प्टसमेप्टटर क मॅप्टटर िचे मुख्य आंतररेषीय घटक (diagonal elements) शून्य असतात, एखाद्या मॅप्टटर िमधे्य  

 a12 = -a21,  a13 = -a31,  a23 = -a32 असेल, तर तो मॅप्टटर ि थयू-प्टसमेप्टटर क मॅप्टटर ि असे म्हिता येईल. 

           उिाहरिाथश:      

                   A  =  [
0 −3 −4
3 0 2
4 −2 0

]   आप्टि   B =  [

0 −ℎ 𝑔
ℎ 0 −𝑓

−𝑔 𝑓 0
] 

2.1.2 मॅशिर कची बीजगशणत (Algebra of matrix): 

1) मॅशिर क्सची समानता (Equality of matrix): िोन मॅप्टटर ि A आप्टि B समान म्हिता येतात, िर त्यांचा ऑिशसश (orders) 

समान असेल आप्टि िोन मॅप्टटरिमर्ील संबंप्टर्त थथानांिरील घटक समान असतील.   म्हििेच, [aij] = [bij]. 

उिाहरिाथश:      िर    A= 






2

 3
   

7

5
   B = 







2

 3
   

7

5
      तर   A = B 

मॅशिर क्सच्या समानतेच्या गुणिमािंमधे्य: 

1. िर A = B असेल तर B = A                ---------              [संपूिशता] 

2. िर A = A असेल, प्टिथे A हे कोितेही मॅप्टटर ि आहे ... [आत्मसमानता] 

3. िर A = B आप्टि B = C असेल तर A = C ... [संिमिशीलता]  

2) से्कलर गुणाकार (Scalar multiplication):  समिा A हा मॅप्टटर ि आहे आप्टि k हा एक संख्या (से्कलर) आहे, तर A चा k 

ने गुिाकार केलेला मॅप्टटर ि kA ने िशशप्टिला िातो आप्टि तो मॅप्टटर ि A च्या प्रते्यक घटकाला k ने गुिाकार करून प्राप्त केला िातो. 

उिाहरिाथश:         KA=      k 






a1

a2
   

b1

b2
   

c1

c2
 = 






ka1

ka2
   

kb1

kb2
   

kc1

kb3
 

से्कलर गुणाकाराचे गुणिमग:  

समिा A आप्टि B हे समान ऑिशसश (Orders) िोन मॅप्टटर ि आहेत, 0 हे समान ऑिशसश शून्य मॅप्टटर ि आहे, m आप्टि n हे सॅ्कलसश 

आहेत, तर आपल्याकिे खालील गुिर्मश आहेत: 

a. m(A + B) = mA + mB  

b. (m + n) A = mA + nA 

c. 0  A = 0 
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d. m  0 = 0 

e. m(nA) = n(mA) = (mn)A 

3) मॅशिर क्सची बेरीज (Addition of matrices) : िर िोन मॅप्टटर ि समान ऑिशसश (orders) असतील, तरच त्यांना बेरीि 

(addition) करता येऊ शकते. िर ते िेगिेगळ्या ऑिशसश (orders) असतील, तर त्यांना बेरीि करता येिार नाही. िर िोन मॅप्टटर ि 

समान ऑिशसश (orders) असतील, तर त्यांच्या संबंप्टर्त घटकांची बेरीि करून आपल्याला एक निीन मॅप्टटर ि प्टमळतो. 

उिाहरिाथश:      िर A = 






a11

a21
   

a12

a22 2  2
 B = 







b11

b21
   

b12

b22 2  2
 

  तर    A + B = 






a11 + b11

 a21 + b21
   

a12 + b12

 a22 + b22
 

मॅशिर क्सच्या बेरीजाचे गुणिमग: 

A, B, C हे समान ऑिशसश (orders) तीन मॅप्टटर ि आहेत आप्टि O हे समान ऑिशसश (order) शून्य मॅप्टटर ि आहे, तर: 

1. मॅप्टटर िची बेरीि कमु्यटेप्टटि आहे, म्हििेच, A + B = B + A 

2. मॅप्टटर िची बेरीि असोप्टसएप्टटि आहे, म्हििेच, A + (B + C) = (A + B) + C 

3. बेरीिात्मक ओळखीची अन्स्तत्व, म्हििेच, A + O = O + A = A 

4. बेरीिात्मक प्रप्टतप्टिपरीताची अन्स्तत्व, A + (−A) = O = (−A) + A, तर −A हे A चे बेरीिात्मक प्रप्टतप्टिपरीत आहे. 

5. िर A + B = A + C असेल, तर B = C: िाव्या कॅन्सलेशन. 

6. िर B + A = C + A असेल, तर B = C: उिव्या कॅन्सलेशन. 

4) मॅशिर क्सचा वजाबाकी (Subtraction of matrices)  

समिा A आप्टि B हे समान ऑिशसश(orders) िोन मॅप्टटर ि आहेत. तर त्यांची ििाबाकी (subtraction) खालील प्रकारे पररभाप्टषत 

केली िाते:   A − B = A + (−B) 

मॅशिर क्सच्या वजाबाकीचे गुणिमग: 

1) मॅप्टटर िची ििाबाकी कमु्यटेप्टटि नाही:   म्हििेच, A − B ≠ B − A, परंतु A − B = (−B) + A 

2) मॅप्टटर िची ििाबाकी असोप्टसएप्टटि नाही: म्हििेच, (A − B) − C ≠ A − (B − C), 

परंतु [A + (−B)] + (−C) = A + [(−B) + (−C)] 

2.2 एलीमेंिरी िर ांसफॉमेशन ऑफ मॅशिर क्स  :    

मॅशिर क्सचे दोन प्राथशमक पररवतगन आहेत.   

1. प्राथशमक पंक्ती पररवतगन ( Elementary row transformation )  

2. प्राथशमक िंि पररवतगन .( Elementary column  transformation )  

2.2.1 प्राथशमक पंक्ती पररवतगन)Elementary row transformation(:   

प्राथशमक पंक्ती पररवतगनामधे्य केवळ मॅशिर कच्या पंक्तीचें रूपांतरण  केले जाते , िंिांमधे्य कोणतेही बदल केले जात 

नाहीत. या पंक्तीचे ऑपरेशन्स एका शवशशष्ट् शनयमांच्या संचानुसार कायागस्तन्वत केले जातात ,जे हे सुशनशित करतात की 

पररवशतगत मॅशिर क्स मूळ मॅशिर क्सच्या समतुल्य आहे   .   

प्राथशमक पररवतगनाचे शनयम (transfromation rowRules of elementary   )  

शनयम 1  : िर A प्टिलेले माप्टटर शि असेल  तर कोित्याही िोन पंक्ती आपसात बिलता येऊ शकतात.  ithआप्टि jth पंक्तीचंा बिल 

पुढीलप्रमािे िशशप्टिला िातो: 

                                             Ri ↔ Rj 

उिाहरिाथश: Let  A  =   [
1 2 3
4 5 6

−1 7 9
] 

अमलात आिा)Applying (    R2 ↔  R1 

                          A  ~   [ 
4 5 6
1 2 3 

−1 7 9
 ] 
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शनयम 2: िर A  प्टिलेले माप्टटर शि असेल  तर कोित्याही पंक्तीतील सिश घटकांना कोित्याही शून्य नसलेल्या संखे्यने गुिाकार करता 

येतो.  ith पंक्तीला शून्य नसलेल्या k संखे्यने गुिाकार केला िातो,  आप्टि तो पुढीलप्रमािे िशशप्टिला िातो:Ri → kRi 

उिाहरिाथश:  A  =   [
−1 3 2
2 1 6

−1 8 4
] 

अमलात आिा (Applying)  R2  → 4𝑅2 

                            A  ~   [ 
4 5 6

2 × 4 1 × 4 6 × 4 
−1 7 9

 ] 

                            A  ~   [ 
4 5 6
8 4 24 

−1 7 9
 ] 

शनयम 3:  िर A  प्टिलेले माप्टटर शि असेल  तर  कोित्याही पंक्तीचे सिश घटक िुसरया पंक्तीतील संबंप्टर्त घटकांमधे्य िोिले िाऊ 

शकतात, िे कोित्याही शून्य नसलेल्या न्थथरांकाशी गुिाकार केले िातात. िर ith पंक्तीचे घटक jth पंक्तीतील घटकांमधे्य (िे शून्य 

नसलेल्या k संखे्यने गुिाकार केले िातात) िोिले िात असतील, तर ते पुढीलप्रमािे िशशप्टिले िाते: Rj → Rj + kRi        

उिाहरिाथश:   ( A  =   [
 5 2
 4 −3  
 6 2

] 

अमलात आिा (Applying)   R3  →R3 +2R1  

                         A  ~   [
 5 2
 4 −3  

 6 + (2 × 5) 2 + (2 × 2)
] 

                         A  ~   [
 5 2
 4 −3  
 16 6

] 

 .2                        ..  िर A  =   [
1 5 3

−1 5 2
2 3 5

] 

अमलात आिा Applying R1 → R1 + (-2)R3 ,  

                   ∴     A  ~   [
 1 + (−2)(2) 5 + (−2)(3) 3 + (−2)(5 

−1 5 2
2 3 5

] 

                          A  ~   [
 1 − 4 5 − 6 3 − 10 
−1 5 2
2 3 5

] 

                          A  ~   [
−3 −1 −7 
−1 5 2
2 3 5

] 

2.2.3 प्राथशमक िंि पररवतगन: )Elementary column transformation( 

पंक्तीसंाठी त्या तीन ऑपरेशन्स, त्याच प्रकारे िंिांवर लागू केल्यास, आम्हाला प्राथशमक िंि ऑपरेशन शमळते. आम्ही 

आिीपासूनच पंक्ती पररवतगनाबद्दल तपशीलवार चचाग केली आहे, आता आपण िंि पररवतगनाबद्दल थोडयात चचाग करू.  

प्राथशमक िंि पररवतगनाचे शनयम )Elementary column transformation(: 

शनयम 1  : िर A प्टिलेले माप्टटर शि असेल  तर कोित्याही िोन िंि आपसात बिलता येऊ शकतात.    ithआप्टि jth िंि बिल 

पुढीलप्रमािे िशशप्टिला िातो:. Ci  ↔  Cj   

 उिाहरिाथश     , िर     A  =   [
2 −1 5

−4 2 3
1 −7 3

] 
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 अमलात आिा (Applying)     C1  ↔  C3    

                               A  ~   [
5 −1 2
3 2 −4
3 −7 1

] 

शनयम 2: िर A  प्टिलेले माप्टटर शि असेल  तर कोित्याही सं्तभाच्या सिश  घटकांना कोित्याही शून्य नसलेल्या संखे्यने गुिाकार करता 

येतो.  ith सं्तभाला शून्य नसलेल्या k संखे्यने गुिाकार केला िातो,  आप्टि तो पुढीलप्रमािे िशशप्टिला िातो:    Ci → k Ci. 

उिाहरिाथश :  , िर   , A  =   [
1 2 3

−1 4 2
1 −3 5

] 

        अमलात आिा (Applying)  C3  →  4 C3   

                             A  ~   [
1 2 4 × 3

−1 4 4 × 2
1 −3 4 × 5

] 

                             A  ~   [
1 2 12

−1 4 8
1 −3 20

] 

शनयम 2: िर A  प्टिलेले माप्टटर शि असेल  तर  कोित्याही सं्तभाच्या सिश घटक िुसरया  सं्तभाच्या संबंप्टर्त घटकांमधे्य िोिले िाऊ 

शकतात, िे कोित्याही शून्य नसलेल्या न्थथरांकाशी गुिाकार केले िातात. िर ith सं्तभाच्या घटक jth  सं्तभाच्या घटकांमधे्य (िे 

शून्य नसलेल्या k संखे्यने गुिाकार केले िातात) िोिले िात असतील, तर ते पुढीलप्रमािे िशशप्टिले िाते: i.e., Ci →Ci + k Cj. 

 उिाहरिाथश :  1 िर        A  =   [
2 −1 5

−4 2 3
1 −7 3

] 

अमलात आिा (Applying)   C3  →  C3  +  3C2 

                                             A  ~   [

2 −1 5 + 3(−1)

−4 2 3 + 3(2)
1 −7 3 + 3(−7)

] 

                                              A  ~   [
2 −1 2

−4 2 9
1 −7 −18  

] 

उिाहरिाथश : 2  िर               A  =   [
2 3
4 5

−1 2
] 

अमलात आिा (Applying)   C1  →  C1  +  4C2 

                                        A  ~   [

2 + 4(3) 3
4 + 4(5) 5

−1 + 4(2) 2
]                  

                                         A  ~   [
14 3
24 5
7 2

]      

2.3 मॅशिर क्सचे एशेलॉन (Echelon) आशण नॉमगल (Normal) स्वरूपात रूपांतर (Conversion of matrix to echelon 

and normal form):   

2.3.1 i) मॅशिर क्सचे रो एशेलॉन (Echelon) स्वरूप (Raw echelon form of matrix):  

1. िर प्टिलेल्या मॅप्टटर ि मधे्य शून्य पंक्ती असतील तर त्या मॅप्टटरिच्या तळाशी एकि गटबि केल्या िातात.   

2. प्रते्यक पंक्ती मर्ील प्रथम घटक ‘1’ असिे आिश्यक आहे ज्याला अग्रगण्य 1 म्हितात. 

3. प्रते्यक पंक्तीमधे्य अग्रगण्य प्रिेश करण्यापूिी शून्याची संख्या सिेस पंक्ती मधे्य अशा शून्याच्या संखे्यपेक्षा कमी असते. 
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खालील मॅशिर क्स एशेलॉन (Echelon) स्वरूपात आहेत (Following matrix are in echelon form)    

उिाहरिाथश               A =   [
1 2 3
0 1 2
0 0 1

]     A =   [
1 2 3
0 1 2
0 0 0

]   , A = 





















0000

5100

3210

4321

     

 खालील मॅशिर क्स एशेलॉन (Echelon) स्वरूपात नाहीत (Following matrix are in not echelon form)    

 उिाहरिाथश             A =  [
0 0 0
0 1 3
0 2 1

]   ,   B = [  
1 2
0 0 
0 3

]     C   =   





















3200

0000

3210

4321

 

ii) ररडू्यस्क्ड पंस्तक्त एशेलॉन रूप (Reduced row echelon form of a matrix):   

प्टिलेल्या मॅप्टटर िने खालील अट पूिश केल्यास ररडू्यथि पंक्तीचे फॉमश असल्याचे म्हटले िाते.   

प्टिलेले मॅप्टटर ि एशेलॉन (Echelon) फॉमश असिे आिश्यक आहे.  

a. अग्रगण्य १ िगळता सं्तभात सिश शून्य असले पाप्टहिेत.  

 खालील मॅप्टटर ि ररडू्यथि एशेलॉन(Echelon) स्वरूपात आहेत. 

उिाहरिाथश  A =   [
1 5 0
0 0 1
0 0 0

]    ,  B= 



















000

000

110

701

 ,  A =   [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]  ,D = 



















0000

1000

0100

0021

     

 खालील मॅप्टटर ि हे इकेलॉन फॉमश आहेत परंतु ररडू्यथि एशेलॉन (Echelon) स्वरूपात नाहीत  

         उिाहरिाथश :   A =   [
1 0 2
0 0 1

]  ,  B =   

















8100

3510

2701

  , C  =  



















0000

1000

2100

4321

   

उदाहरण (Examples):  [Echelon and  Reduced echelon form]   

उदाहरण 2.1: खाली शदलेले मॅशिर क्सला एशेलॉन (Echelon) स्वरूपात रूपांतररत करा. 

                                       A = [
𝟎 𝟏
𝟎 𝟎
𝟓 𝟗

] 

 उत्तर::  प्टिलेला मॅप्टटर ि  A  =    [
0 1
0 0
5 9

] 

 अमलात आिा (Applying)    𝑅3 ↔ 𝑅2      

                   A  ~    [
5 9
0 0
0 1

] 

 अमलात आिा (Applying)𝑅1 →
𝑅1

5
   , आपल्याला प्टमळेल,   

                   A  ~    [
1

5

9

0 0
0 1

] 

अमलात आिा (Applying)     𝑅2 ↔ 𝑅3   , आपल्याला प्टमळेल,  
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                   A  ~    [
1

5

9

0 1
0 0

]       

रूपांतररत करून आलेले मॅप्टटरि हे एशेलॉन फॉमश आहे परंतु ररडू्यथि एशेलॉन (Echelon) स्वरूपात नाही. 

उदाहरण 2.2: खाली शदलेले मॅशिर क्सला एशेलॉन (Echelon) स्वरूपात रूपांतररत करा 

                                             A= [
𝟐 𝟒 𝟐
𝟏 𝟑 𝟓

−𝟐 𝟑 𝟒
] 

 उत्तर:    प्टिलेला मॅप्टटर ि  A =   [
2 4 2
1 3 5

−2 3 4
] 

      अमलात आिा (Applying)          𝑅2 ↔ 𝑅1   , आपल्याला प्टमळेल 

                            A ~   [
1 3 5
2 4 4

−2 3 4
] 

       अमलात आिा (Applying)     𝑅2 → 𝑅2 − 2𝑅1    आप्टि     𝑅3 → 𝑅3 + 2𝑅1 

                            A ~   [
1 3 5
0 −2 −6
0 9 14

] 

       अमलात आिा (Applying)     𝑅2 →
𝑅2

−2
   , आपल्याला प्टमळेल 

                             A ~   [
1 3 5
0 1 3
0 9 14

] 

       अमलात आिा (Applying)     𝑅3 → 𝑅3 − 9𝑅2   , आपल्याला प्टमळेल  

                             A ~   [
1 3 5
0 1 3
0 0 −13

] 

       अमलात आिा (Applying)     𝑅3 →
𝑅3

−13
   , आपल्याला प्टमळेल 

                                A ~   [
1 3 5
0 1 3
0 0 1

]  

 रूपांतररत करून आलेले मॅप्टटर ि हे एशेलॉन स्वरूपात आहे परंतु ररडू्यथि एशेलॉन(Echelon) स्वरूपात नाही. 

उदाहरण 2.3: खाली शदलेले मॅशिर क्सला ररडू्यस्क्ड एशेलॉन (Echelon) स्वरूपात रूपांतररत करा. 

                                      A  =  [
𝟏 −𝟐
𝟐 𝟏
𝟑 𝟒

]             

 उत्तर::  प्टिलेला मॅप्टटर ि     A  =  [
1 −2
2 1
3 4

] 

  अमलात आिा (Applying)  𝑅2 → 𝑅2 − 2𝑅1    आप्टि     𝑅3 → 𝑅3 − 3𝑅1 

                           A  ~  [
1 −2
0 5
0 10

] 

  अमलात आिा (Applying) 𝑅2 →
𝑅2

5
   , We get   

                           A  ~  [
1 −2
0 1
0 10

]  
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अमलात आिा (Applying)    𝑅3 → 𝑅3 − 10𝑅2 

                            A  ~  [
1 −2
0  1
0  0

] 

   अमलात आिा (Applying)   𝑅1 → 𝑅1 + 2𝑅2 

                             A  ~  [
1 0
0  1
0  0

] 

रूपांतररत करून आलेले मॅप्टटरि हे ररडू्यथि एशेलॉन(Echelon) स्वरूपात आहे 

उदाहरण 2.4 खाली शदलेले मॅशिर क्सला ररडू्यस्क्ड एशेलॉन (Echelon) स्वरूपात रूपांतररत करा. 

                                          A =   [
𝟏 𝟑 𝟒
𝟐 −𝟏 −𝟑 
𝟒 𝟐 𝟓

] 

 उत्तर::     प्टिलेला मॅप्टटर ि      A =   [
1 3 4
2 −1 −3 
4 2 5

] 

                अमलात आिा (Applying)    𝑅2 → 𝑅2 − 2𝑅1    आप्टि     𝑅3 → 𝑅3 − 4𝑅1 

                                                A~   [
1 3 4
0 −7 −11 
0 −10 −11

] 

                       अमलात आिा (Applying)  𝑅2 →
𝑅2

−7
   , आपल्याला प्टमळेल 

                                                A~   [

1 3 4

0 1
11

7
 

0 −10 −11

] 

अमलात आिा (Applying)  R3 → R3 + 10R2   , आपल्याला प्टमळेल 

                       A~   [

1 3 4

0 1
11

7
 

0 0
33

7

] 

                     अमलात आिा (Applying)     𝑅3 →
7

33
𝑅3   , आपल्याला प्टमळेल 

                                               A~   [

1 3 4

0 1
11

7
 

0 0 1

] 

                  अमलात आिा (Applying)        𝑅1 → 𝑅1 − 3𝑅2 आपल्याला प्टमळेल 

                                              A~   [

1 0 −
5

7

0 1
11

7
 

0 0 1

] 

                   अमलात आिा (Applying)           𝑅1 → 𝑅1 +
5

7
𝑅3 आपल्याला प्टमळेल 

                                               A~   [

1 0 0

0 1
11

7
 

0 0 1

] 

                  अमलात आिा (Applying) 𝑅2 → 𝑅2 −
11

7
𝑅3  आपल्याला प्टमळेल 
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                                                A~   [
1 0 0
0 1 0 
0 0 1

] 

रूपांतररत करून आलेले मॅप्टटरि हे ररडू्यथि एशेलॉन(Echelon) स्वरूपात आहे. 

सरावासाठी  उदाहरणे (Example for practice)  

1. खाली प्टिलेले मॅप्टटर िला एशेलॉन (Echelon) स्वरूपात रूपांतररत करा. 

                   1)  A  =  [ 
2 0
1 5

]                     2) A =   [
3 2 2
3 1 2

]  

   3) A =  [
3 −2
1 2
3 −4

]                     4) A = [
8 −6 2

−6 7 −4 
2 −4 3

] 

2. खाली प्टिलेले मॅप्टटर िला ररडू्यथि एशेलॉन (Echelon) स्वरूपात रूपांतररत करा.  

1) A = [ 
2 4

−2 1
]                       2)   A =  [

2 2 −3
1 −5 2

]  

                3)   A =  [
1 −5
2 1
3 −4

]                        4)   A =  [
1 −3 3
5 2 4 
2 −1 −3

] 

2.3.2 शदलेले मॅशिर क्सचे नॉमगल स्वरूप (Normal form of a given matrix)  

कोित्याही शून्य नसलेल्या मॅप्टटर ि A ला खालील चार स्वरूपात रूपांतररत करता येते. त्याला मॅप्टटर िचे नॉमशलस्वरूप म्हितात: 

                                   [𝐼𝑟] ,          [𝐼𝑟  , 0 ] ,          [
𝐼𝑟
0
 ] ,             [ 

𝐼𝑟 0
0 0

]  

खालील प्टिलेले मॅप्टटर ि नॉमशल (Normal form) स्वरूपात आहेत 

       [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]  = [𝐼𝑟]       [
1 0 0
0 1 0
0 0 0

] = [ 
𝐼𝑟 0
0 0

]     

उदाहरण (Examples): (Matrix normal form) 

उदाहरण 2.5:   शदलेले मॅशिर क्सला नॉमगल स्वरूपात (Normal form) रूपांतररत करा. 

                                           A =   [
1 2 3
3 1 2

] 

 उत्तर::    प्टिलेला मॅप्टटर ि    A =   [
1 2 3
3 1 2

] 

             अमलात आिा (Applying)          𝑅2 → 𝑅2 − 3𝑅1 

                               A ~   [
1 2 3
0 −5 −7

] 

           अमलात आिा (Applying)        𝐶2 → 𝐶2 − 2𝐶1   आप्टि  𝐶3 → 𝐶3 − 3𝐶1 

                              A ~   [
1 0 0
0 −5 −7

] 

           अमलात आिा (Applying)       𝐶2 →
 𝐶2

−5
   आप्टि   𝐶3 →

 𝐶3

−7
   

                               A ~   [
1 0 0
0 1 1

] 

            अमलात आिा (Applying)     𝐶3 → 𝐶3 − 𝐶1 

                               A ~   [
1 0 0
0 1 0

] 

                             A ~   [𝐼2 0]    

 रूपांतररत करून आलेले मॅप्टटर ि हे नॉमशलस्वरूपात (Normal form) आहे. 
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उदाहरण 2.6:  शदलेले मॅशिर क्सला नॉमगल स्वरूपात (Normal form) रूपांतररत करा.   

                                                A =   [
𝟏 𝟐 𝟑
𝟐 𝟑 𝟒
𝟑 𝟒 𝟓

] 

 उत्तर:  प्टिलेला मॅप्टटर ि                A =   [
1 2 3
2 3 4
3 4 5

] 

                                             A ~   [
1 2 3
0 −1 −2
0 −2 −4

] 

         अमलात आिा (Applying)     𝑅2 → −𝑅2,  

                                             A ~   [
1 2 3
0 1 2
0 −2 −4

] 

         अमलात आिा (Applying)    𝑅3 → 𝑅3 + 2𝑅2    

                                  A ~   [
1 2 3
0 1 2
0 0 0

] 

          अमलात आिा (Applying)            𝑅1 → 𝑅1 − 2𝑅2   

                                            A  ~   [
1 0 −1
0 1 2
0 0 0

] 

           अमलात आिा (Applying)     𝐶3 → 𝐶3 + 𝐶1   

                                              A ~   [
1 0 0
0 1 2
0 0 0

] 

अमलात आिा (Applying)           𝐶3 → 𝐶3 − 2𝐶2 

                                           A   ~     [
1 0 0
0 1 0
0 0 0

] 

                                              A   ~    [
𝐼𝑟 0
0 0

] 

रूपांतररत करून आलेले मॅप्टटरि हे नॉमशल स्वरूपात (Normal form) आहे. 

सरावासाठी  उदाहरणे (Example for practice)  

Q.1:  खाली शदलेले मॅशिर क्सला नॉमगल स्वरूपात (Normal form) रूपांतररत करा 

1) A  =  [ 
3 −5
1 4

]                      2)  .   A =   [
3 1 −2
2 −1 1

]  

      3)   A =  [
5 −2
1 3
2 −5

]                        4)       A =    [
1 5 2
2 7 3 
3 −1 2

] 

2.4 एशलमेंिरी िर ान्सफॉमेिनने मॅशिर क्सचे इशव्हसग करणे (Inverse of matrix by elementary transformation)  

िर A कोितेही चौकोनी (square) मॅप्टटर ि असेल, तर आपि त्याचे इशव्हसश (inverse) काढू शकतो. िर |A| ≠ 0 असेल, तर A⁻¹ 

अन्स्तत्वात असतो. आपि मॅप्टटर िचा इशव्हसश (inverse) प्राथप्टमक रूपांतरि (elementary transformation) करून काढू 

शकतो.  व्यस्त (inverse) काढण्यासाठी, आपि मॅप्टटर ि A हे असे प्टलप्टहतो: 

                                                           A = IA 

A (िाव्या बािूला) आप्टि I िर समान प्राथप्टमक रांगेचे रूपांतरि (row transformations) केल्यास, मॅप्टटर ि A (िाव्या बािूला) 

हा I मधे्य रूपांतररत होईल   आप्टि I ला A⁻¹ मधे्य रूपांतररत केले िाईल. मॅप्टटर िचा इशव्हसश (inverse) A⁻¹ ने िशशिला िातो  

.   
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उदाहरण (Examples): [Inverse of matrix] 

उदाहरण 2.7 शदलेले मॅशिर क्सचा प्राथशमक  पररवतगनिारे  इशव्हसग शोिा     A =   [
𝟐 𝟑
𝟓 𝟕

] 

 उत्तर:  शदलेले मॅशिर क्स     A =   [
2 3
5 7

] 

                            A = I  A 

                                [
2 3
5 7

]   =  [
1 0
0 1

]   A 

  अमलात आिा (Applying)   𝑅2 →
𝑅2

2
   ,  

           [
1

3

2

5 7
]   =  [

1

2
0

0 1
]   A 

  अमलात आिा (Applying) 𝑅2 → 𝑅2 − 5𝑅1 

                               [
1

3

2

0
−1

2

]   =  [

1

2
0

−5

2
1
]   A 

  अमलात आिा (Applying)     𝑅2 → −2𝑅2   ,  

                               [
1

3

2

0 1
]   =    [

1

2
0

5 −2
]   A 

  अमलात आिा (Applying)     𝑅1 → 𝑅1 −
3

2
𝑅2 

                              [
1 0
0 1

]   =    [
−7 3
5 −2

]   A 

I  =   A-1 . A 

                                𝐴−1    =   [
−7 3
5 −2

] 

म्हिून मॅप्टटर िचा व्यस्त (Inverse) आहे     𝐴−1    =   [
−7 3
5 −2

] 

उदाहरण 2.8: शदलेले मॅशिर क्सचा प्राथशमक पररवतगनिारे इशव्हसग शोिा.                                                    

                                         A = [
𝟏 𝟐 𝟑
𝟐 𝟓 𝟕

−𝟐 −𝟒 −𝟓
] 

 उत्तर:  :  प्टिलेले मॅप्टटर ि      A =   [
1 2 3
2 5 7

−2 −4 −5
] 

                                              A = I A   

         [
1 2 3
2 5 7

−2 −4 −5
]  =       [

1 0 0
0 1 0
0 0 1

] . A   

अमलात आिा (Applying)   𝑅2 → 𝑅2 − 2𝑅1   आप्टि  𝑅3 → 𝑅3 + 2𝑅1 

                    [
1 2 3
0 1 1
0 0 1

]  =  [
1 0 0

−2 1 0
2 0 1

] . A   

 अमलात आिा (Applying) 𝑅1 → 𝑅1 − 2𝑅2         

                   [
1 0 1
0 1 1
0 0 1

]  =  [
5 −2 0

−2 1 0
2 0 1

] . A   

  अमलात आिा (Applying)   𝑅1 → 𝑅1 − 𝑅3         



मॅथेमॅशिक्स फॉर मशीन लशनिंग-314320                                                  Mathematics for Machine Learning -314320 

  

 Maharashtra State Board of Technical Education              35 

 

        [
1 0 0
0 1 1
0 0 1

]  =  [
3 −2 −1

−2 1 0
2 0 1

] . A   

अमलात आिा (Applying)     𝑅2 → 𝑅2 − 𝑅3         

                   [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]  =  [
3 −2 −1

−4 1 −1
2 0 1

] . A   

                                                   I =   A-1 A  

म्हिून मॅप्टटर िचा व्यस्त (Inverse) आहे     [
3 −2 −1

−4 1 −1
2 0 1

] 

सरावासाठी  उदाहरणे  (Example for practice) 

खाली शदलेले मॅशिर क्सचा  प्राथशमक पररवतगनािारे इशव्हसग िोिा . 

1) A  =  [ 
2 6
1 5

]                                  2)   A =    [ 
2 −3
1 4

] 

   3)   A =  [
1 3 −1

−3 1 −4 
−1 3 −4

]                       4)  A =    [
0 1 2
1 2 3 
3 1 1

] 

2.5  मॅशिर क्स रँक (Rank of matrix)  

िर A हा प्टिलेला मॅप्टटर ि असेल तर आम्ही तीन पितीचा िापर करून मॅप्टटर िची रँक र्ोरू् र्कतो.  

1. िर A हा प्टिलेला 2 प्टकंिा 3 ऑिशर चा चौरस(square) मॅप्टटर ि असेल तर प्टनर्ाशरक मूल्य िापरून मॅप्टटर िची रँक काढली 

िाते.     

2. मॅप्टटर िची रँक ही मॅप्टटर िला एरे्लॉन फॉमश (echelon form) मधे्य रूपांतरि करून काढली िाते.     

3. मॅप्टटर िला रँक ही मॅप्टटर िला नॉमशल स्वरूपात (Normal form) मधे्य रूपांतरि करून काढली िाते.      

मॅप्टटर िची रँक ρ (A) िारे िर्शप्टिली िाते.  

2.5.1 शडिशमगनन्ट (शनिागरक) वापरून मॅशिर क्सचे रँक काढणे (Rank of Matric usising Determinant) 

िर A हा प्टिलेला 2 प्टकंिा 3 ऑिशर चा चौरस(square) मॅप्टटर ि असेल, तर प्टनर्ाशरक मूल्य िापरून मॅप्टटर िची रँक खालील 

प्रकारे   काढले िाते.  

a) िर A हा प्टिलेला 2 प्टकंिा 3 ऑिशरचा चौरस(square) मॅप्टटर ि असेल आप्टि प्टिलेल्या मॅप्टटर िचे प्टनर्ाशररत मूल्य रू्न्य नसेल 

तर त्या मॅप्टटर िचे रँक ही त्या माप्टटशिची ऑिशर एिढे असते. म्हििेच िर |𝐴|   ≠ 0 , तर  त्या  मॅप्टटर िचे  रँक हे  त्या 

माप्टटशिची  ऑिशर एिढे असते .   

b) िर A हा प्टिलेला 2 प्टकंिा 3 ऑिशर चा चौरस (square) मॅप्टटर ि असेल आप्टि प्टिलेल्या मॅप्टटर िचे प्टनर्ाशररत मूल्य रू्न्य 

असेल, तर त्या मॅप्टटर िचे रँक हे त्या मॅप्टटर िची ऑिशर एिढे नसते. म्हििेच िर  |𝐴| =  0  , तर  त्या  मॅप्टटर िचे  रँक हे  

त्या माप्टटशि ची  ऑिशर एिढे नसते . तर आपल्याला असा एक तरी मायनर (minor) र्ोर्ािा लागतो प्टक त्याचे प्टनर्ाशररत 

मूल्य रू्न्य नाही. प्टिलेल्या मॅप्टटरिचे रँक हे त्या मायनरच्या (minor) ऑिशर एिढे असते.   

उदाहरण 2.9  शदलेल्या मॅशिर क्सचे शनिागररत मूल्य काढून  मॅशिर क्सचे रँक  शोिा :       A = [
𝟐 𝟑
𝟒 𝟓

] 

 उत्तर:  प्टिलेले  मॅप्टटर ि     A =  [
2 3
4 5

]  

        आपि आप्टर् प्टिलेल्या मॅप्टटर िचे प्टनर्ाशररत मूल्य काढू           

                                |𝐴|     =     |
2 3
4 4

|  

                                                  =    (2)(4) – (4)(3) 

                                                  =    8 -  12 

                                                  =  - 4  ≠ 0 



मॅथेमॅशिक्स फॉर मशीन लशनिंग-314320                                                  Mathematics for Machine Learning -314320 

  

 Maharashtra State Board of Technical Education              36 

 

प्टिलेल्या मॅप्टटर िचे प्टनर्ाशररत मूल्य रू्न्य नाही म्हिून त्या मॅप्टटरिचे रँक ही त्या मॅप्टटर िची ऑिशर एिढे आहे.   प्टिलेल्या मॅप्टटर िची 

ऑिशर 2 आहे म्हिून माप्टटशिची रँक ही 2 आहे.                

                                   ∴       𝜌(𝐴) = 2 

उदाहरण 2.10  शदलेल्या मॅशिर क्सचे शनिागररत मूल्य काढून मॅशिर क्सचे रँक  शोिा :    A = [
𝟐 𝟒
𝟒 𝟖

] 

 उत्तर:      प्टिलेले  मॅप्टटर ि  , A = [
2 4
4 8

]   

आपि आप्टर् प्टिलेल्या मॅप्टटर िचे प्टनर्ाशररत मूल्य काढू           

                               |𝐴|      =     [
2 4
4 8

] 

                                          =    (2)(8) – (4)(4) 

                                          =   16 -  16 

                                          =   0 

प्टिलेल्या मॅप्टटर िचे प्टनर्ाशररत मूल्य रू्न्य आहे म्हिून त्या मॅप्टटरिचे रँक ही त्या मॅप्टटर िची ऑिशर एिढे नाही.     

                            म्हििेच     𝜌(𝐴)    ≠  2 

परंतु आपिास असे  प्टिसून येते प्टक a11 =   8   ≠    0  ,  मायनरचे प्टनर्ाशररत मूल्य रू्न्य  नाही.  प्टिलेल्या मायनरचे ऑिशर 1 आहे 

म्हिून माप्टटशिची रँक ही 1 आहे.  

                                  ∴       𝜌(𝐴) = 1 

उदाहरण 2.11 शदलेल्या मॅशिर क्सचे शनिागररत मूल्य काढून मॅशिर क्सचे रँक शोिा.   

                                        A = [
𝟏 −𝟐 𝟏

−𝟐 𝟓 −𝟑
𝟏 𝟒 𝟑

] 

 उत्तर:    प्टिलेले  मॅप्टटर ि    A       =     [
1 −2 1

−2 5 −3
1 4 3

]           

               आपि प्टिलेल्या मॅप्टटर िचे प्टनर्ाशररत मूल्य काढू. 

                                      |𝐴|     =    1[15+12] +2 [-6+3] +1 [-8-5] 

                                                =    1[27 ] +2 [-3]  +1[-13] 

                                               =   27 – 6   - 13 

                                      =  8≠ 0 

प्टिलेल्या मॅप्टटर िचे प्टनर्ाशररत मूल्य रू्न्य नाही म्हिून त्या मॅप्टटरिचे रँक ही त्या माप्टटशिची ऑिशर एिढे आहे.   प्टिलेल्या माप्टटशिची 

ऑिशर 3 आहे म्हिून माप्टटशिची रँक ही 3 आहे.                

                                   ∴       𝜌(𝐴) = 3                                                      

उदाहरण 2.12:   शदलेल्या मॅशिर क्सचे शनिागररत मूल्य काढून मॅशिर क्सचे रँक शोिा:      

                                    A =     [
𝟏 𝟐 𝟑
𝟒 𝟓 𝟔
𝟕 𝟖 𝟗

] 

 उत्तर::  प्टिलेले  मॅप्टटर ि    A =     [
1 2 3
4 5 6
7 8 9

] 

                                     |𝐴|  =    1 [45 - 48]  -2 [36-42] +3[32-35] 

                                            =    1 [-3] -2 [-6] +3[-3] 

                                            =    - 3 +   12    - 9 

                                    |𝐴|   =   0  

प्टिलेल्या मॅप्टटर िचे प्टनर्ाशररत मूल्य रू्न्य आहे म्हिून त्या मॅप्टटरिचे रँक ही त्या माप्टटशिची ऑिशर एिढे नाही. म्हििेच 𝜌(𝐴) ≠ 3. 
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परंतु आपिास असे  प्टिसून येते प्टक   a33  =  |
1 2
4 5

|            

                                                         =  5 – 8 

                                                         = -3   ≠ 0  

म्हििेच a33  या मायनरचे प्टनर्ाशररत मूल्य रू्न्य  नाही. 

प्टिलेल्या मायनरचे ऑिशर 2 आहे म्हिून माप्टटशिची रँक ही 2 आहे.  

                            ∴       𝜌(𝐴) = 2  

 2.5.2 मॅशिर क्सची रँक ही मॅशिर क्सला एिेलॉन फॉमग मधे्य रूपांतरण करून (Rank of matrix by reducing matrix to 

echelon form):  

   िर A हा कोित्याही ऑिशरचा मॅप्टटर ि असेल   तर r ला त्या मॅप्टटर िचे रँक म्हितात िेव्हा     

1.  त्या मॅप्टटर ि मधे्य कमीत कमी एक तरी r ऑिशरच्या मायनरचे प्टनर्ाशररत मूल्य रू्न्य नसते.  

2. प्रते्यक (r+1) ऑिशरच्या मायनरचे प्टनर्ाशररत मूल्य रू्न्य असते. 

आपि प्टिलेल्या मॅप्टटर ििर प्राथप्टमक पंक्ती (row) आप्टि सं्तभ (column) पररितशन लागू करतो आप्टि त्यास एशेलॉन फॉमशमधे्य 

(Echelon form) रूपांतररत करतो. िर M प्टिलेल्या मॅप्टटरि A च्या एकूि पंक्तीची (Row) संख्या असेल आप्टि k ही मॅप्टटर िच्या 

एरे्लॉन स्वरूपामर्ील सिश रू्न्य घटक असलेल्या पंक्तीचंी एकूि संख्या असेल तर  

रँक = (मॅशिर क्स A च्या एकूण पंक्तीची (Row) संख्या) - (मॅशिर क्स एिेलॉन फॉमगमिील सवग घिक िून्य असलेल्या पंक्तीची 

(Row) संख्या)  

r   =    M  - K 

उदाहरण 2.13:   शदलेल्या मॅशिर क्सला एशेलॉन फॉमगमधे्य (Ecelon form) मधे्य रूपांतररत करून मॅशिर क्सची रँक शोिा.  

                                         A = [
𝟏 𝟐 𝟑
𝟐 𝟏 𝟒
𝟑 𝟎 𝟓

]   

 उत्तर:   प्टिलेले  मॅप्टटर ि     A = [
1 2 3
2 1 4
3 0 5

]    

 अमलात आिा (Applying)    𝑅2 → 𝑅2 − 2𝑅1   आप्टि 𝑅3 → 𝑅3 − 3𝑅1 

                   A ~     [
1 2 3
0 −3 −2
0 −6 −4

]  

अमलात आिा (Applying)  𝑅2 →
−𝑅2

3
 

                              A ~     [

1 2 3

0 1
2

3

0 −6 −4

]  

  अमलात आिा (Applying)   𝑅3 → 𝑅3 + 6𝑅2 

                              A ~     [

1 2 3

0 1
2

3

0 0 0

]  

M = मॅप्टटर ि A च्या एकूि पंक्तीची (Row) संख्या   = 03      

K = मॅप्टटर ि एरे्लॉन फॉमशमर्ील सिश घटक रू्न्य असलेल्या पंक्तीची (Row) संख्या     = 01 

          r   =  M- K   

                =   3-1    

               =    2    

   म्हिून प्टिलेल्या मॅप्टटर िचे रँक 2 आहे. 

            ∴       𝜌(𝐴) = 2  
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उदाहरण 2.14:   शदलेल्या मॅशिर क्सला एशेलॉन फॉमगमधे्य (Echelon form) रूपांतररत करून मॅशिर क्सची रँक शोिा. 

                                           A =     [
𝟏 𝟐 𝟑
𝟒 𝟓 𝟔
𝟕 𝟖 𝟗

]   

 उत्तर:   प्टिलेले  मॅप्टटर ि    A =     [
1 2 3
4 5 6
7 8 9

] 

   अमलात आिा (Applying) 𝑅2 → 𝑅2 − 4𝑅1   आप्टि 𝑅3 → 𝑅3 − 7𝑅1 

                    A ~     [
1 2 3
0 −3 −6
0 −6 −12

]  

   अमलात आिा (Applying)    𝑅2 →
−𝑅2

3
 

                              A ~     [
1 2 3
0 1    2
0 −6 −12

]  

   अमलात आिा (Applying)    𝑅3 → 𝑅3 + 6𝑅2 

                                         A ~     [
1 2 3
0 1 2
0 0 0

]  

  M = मॅप्टटर ि A च्या एकूि पंक्तीची(Row) संख्या   = 03      

  K = मॅप्टटर ि एरे्लॉन फॉमशमर्ील सिश घटक रू्न्य असलेल्या पंक्तीची(Row) संख्या     = 01 

          r   =  M- K   

                =   3-1    

                =    2    

  म्हिून प्टिलेल्या मॅप्टटर िचे रँक 2 आहे. 

            ∴       𝜌(𝐴) = 2  

2.5.3 मॅशिर क्सला रँक ही मॅशिर क्सला नॉमगल स्वरूपात मधे्य रूपांतरण करून (Rank of matrix by reducing matrix 

to Normal form):  

िर A हा कोित्याही ऑिशरचा मॅप्टटर ि असेल, आपि प्टिलेल्या मॅप्टटर ििर प्राथप्टमक पंक्ती (row) आप्टि सं्तभ (colum) पररितशन 

लागू करतो आप्टि त्यास नॉमशल स्वरूपात (Normal form) रूपांतररत करतो. 

रूपांतररत केलेला मॅप्टटर ि हा खालील प्रकारे असतो   

      [𝐼𝑟] , [𝐼𝑟  , 0 ] , [
𝐼𝑟
0
 ] , [ 

𝐼𝑟 0
0 0

]  

िेथे Ir हा युप्टनट मॅप्टटर ि प्टकंिा आयिेंप्टटटी मॅप्टटर ि िशशप्टिते आप्टि 0 हा शून्य मॅप्टटर ि िशशप्टिते.  

येथे r ला त्या मॅप्टटर िचे रँक असे म्हितात.   

उदाहरण 2.15:  शदलेल्या मॅशिर क्सला नॉमगल स्वरूपात (Normal form) रूपांतररत करून मॅशिर क्सची रँक शोिा.    

                                                A =     [
𝟏 𝟐 𝟕
𝟐 𝟒 𝟕
𝟑 𝟔 𝟏𝟎

]   

 उत्तर:     प्टिलेले  मॅप्टटर ि           A =     [
1 2 7
2 4 7
3 6 10

] 

अमलात आिा (Applying)  𝑅2 → 𝑅2 − 2𝑅1   आप्टि 𝑅3 → 𝑅3 − 3𝑅1 

                                                   A ~     [
1 2 7
0 0 −7
0 0 −11

] 
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अमलात आिा (Applying)   𝑅3 →
−𝑅3

11
 

                                                   A ~     [
1 2 7
0 0 −7
0 0 1

] 

 अमलात आिा (Applying)  𝑅3 → 7𝑅3 + 𝑅2 

                                                   A ~     [
1 2 7
0 0 −7
0 0 0

] 

अमलात आिा (Applying)   𝑐3 →
−𝑐3

7
 

                                                  A ~     [
1 2 −1
0 0   1
0 0   0

] 

अमलात आिा (Applying) 𝑐3 ↔ 𝑐2    

                                                 A ~     [
1 −1 2
0 1   0
0 0   0

] 

 अमलात आिा (Applying)  𝑐3 → 𝑐3 − 2𝑐1 

                                                 A ~     [
1 −1 0
0 1  0
0 0   0

] 

अमलात आिा (Applying)   𝑐2 → 𝑐2 + 𝑐1 

                                                A ~     [
1 0 0
0 1  0
0 0   0

] 

                                                 A ~     [[
𝐼2 0
0 0

]]  

हे प्टिलेल्या मॅप्टटर िचे नॉमशल फॉमश आहे. येथे आपिास   I2 हा ऑिशर 2 चा युप्टनट मॅप्टटर ि प्टमळाला आहे. म्हिून प्टिलेल्या मॅप्टटर िचे 

रँक 2 आहे. 

            ∴       𝜌(𝐴) = 2  

उदाहरण 2.16:  शदलेल्या मॅशिर क्सला नॉमगल स्वरूपात (Normal form) रूपांतररत करून मॅशिर क्सची रँक शोिा.   

                                             A =     [
𝟏 𝟐 −𝟏
𝟑 −𝟏 𝟐
𝟒 𝟏 𝟑

]   

 उत्तर:   प्टिलेले  मॅप्टटर ि            A =     [
1 2 −1
3 −1 2
4 1 3

] 

   अमलात आिा (Applying)  𝑅2 → 𝑅2 − 3𝑅1   आप्टि 𝑅3 → 𝑅3 − 4𝑅1 

                                                 A ~     [
1 2 −1
0 −7 5
0 −7 7

] 

 अमलात आिा (Applying)   𝑅3 →
−𝑅3

7
   

                                                 A ~     [
1 2 −1
0 −7 5
0 1 −1

] 

   अमलात आिा (Applying)  𝑅3 ↔ 𝑅2 
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                                                 A ~     [
1 2 −1
0 1 −1
0 −7 5

]      

 अमलात आिा (Applying) 𝑅3 → 𝑅3 + 7𝑅2                                                     

                                                 A ~     [
1 2 −1
0 1 −1
0 0 −12

] 

अमलात आिा (Applying)  𝑐2 → 𝑐2 − 𝑐1         

                                                 A ~     [
1 0 −1
0 1 −1
0 0 −12

] 

अमलात आिा (Applying) + 𝑐1         

                                                 A ~     [
1 0 0
0 1 −1
0 0 −12

] 

अमलात आिा (Applying)  𝑐3 → 𝑐3 + 𝑐2        

                                                 A ~     [
1 0 0
0 1 0
0 0 −12

] 

अमलात आिा (Applying)   𝑅3 →
−𝑅3

12
   

                                                  A ~     [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] 

                                                   A ~     [𝐼3] 

हे प्टिलेल्या मॅप्टटर िचे नॉमशल फॉमश आहे.   

येथे आपिास   I3 हा ऑिशर 3 चा युप्टनट मॅप्टटर ि प्टमळाला आहे.  

म्हणून शदलेल्या मॅशिर क्सचे रँक 3 आहे 

            ∴       𝜌(𝐴) = 3  

सरावासाठी उदाहरणे (Example for practice) 

Q.1 शदलेल्या मॅशिर क्सचे शनिागररत मूल्य काढून मॅशिर क्सचे रँक शोिा.      

          1)    A    =    [ 
2 8
1 4

]                      2)   A = [ 
3 2
2 5

] 

          3)    A   =     [
1 2 3
2 1 4
3 0 5

]                 4)  A =  [−
1 2 1
2 −1 4
2 −4 5

] 

Q.2 शदलेल्या मॅशिर क्सला एशेलॉन फॉमगमधे्य (Echelon form) मधे्य रूपांतररत करून मॅशिर क्सची रँक शोिा. 

1) A =    [ 
1 3
2 6

]                                   2)    A = [ 
1 3
2 6

]     

          3) A =     [
1 2 3
2 3 4
2 4 5

]                             4)   A =  [
3 2 3
2 4 9
5 6 6

]      

Q.3 शदलेल्या मॅशिर क्सला नॉमगल स्वरूपात (Normal form) रूपांतररत करून मॅशिर क्सची रँक शोिा.    

          1)   A= [
1 3 2
2 2 3

]                        2)  A =   [
1 3

−1 2
3 4

]               

             3)   A = [
2 3 4
4 3 1
1 2 4

]                      4)   A =  [
1 2 3
2 4 7
3 6 10

] 
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2.6 नॉन-होमोशजशनयस आशण   होमोशजशनयस रेिीय समीकरण प्रणाली. (Non Homogeneous and homogeneous 

system of linear equation)   

2.6.1 नॉन-होमोशजशनयस रेिीय समीकरण प्रणाली (Non Homogeneous system of linear equation) 

नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली अशी असते प्टक ज्यात कमीत कमी एक समीकरिाच्या उिव्या बािूस शून्य नसतात, 

तर काही इतर संख्या असू शकतात. खाली प्टिलेले नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली आहे.  

                       a11 x + a12 y + a13 z = d1  

                      a21 x + a22y + a23 z = d2   

                      a31 x + a32 y + a33z = d3  

िरील समीकरिे आपि मॅप्टटरिचा स्वरूपात खालील प्रकारे प्टलहू र्कतो.      

                          [

𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33

] [
𝑥
𝑦
𝑧
] = [

𝑑1

𝑑2

𝑑3

] 

                                     A X = B  

     येथे    A=   [

𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33

]       X= [
𝑥
𝑦
𝑧
]   &          B  = [

𝑑1

𝑑2

𝑑3

] 

आपिस असेही म्हिता येईल प्टक िर AX=B, मधे्य B हा रू्न्य मॅप्टटर ि नसेल तर ती नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली 

असते. 

िेव्हा A X = B मधे्य, x , y  आप्टि  z ची मूल्ये एकाच िेळी समीकरि सोलुर्न (Solution) िेतात,  तेव्हा ती प्रिाली सुसंगत 

(Consistent) असते; अन्यथा, ती असुसंगत (Inconsistent) प्रिाली म्हििली िाते.  

उिाहरिाथश:    खाली प्टिलेली नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली आहे (Non Homogeneous system)    

      1.  x+ 4y + 3z = 5                        2.   x+ y + z =2    

  2x - 7y + 2z = 7                             x -  7y + 4 z = 5   

  3x + 4y + z = 9                             x - 4y + 3 z = 5 

ऑगमेंिेड मॅशिर क्स (Augmented matrix) : िर AX = B  ,  हे मॅप्टटर ि स्वरूपातील नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि  

प्रिाली 

असले, तर मॅप्टटर ि (A, B) लाऑगमेंटेिमॅप्टटर ि (Augmented matrix) असे म्हितात.  

प्टिलेल्या समीकरिाचा ऑगमेंटेिमॅप्टटर ि (Augmented matrix) खालील प्रकारे आपि प्टलहू र्कतो.  

                         ( A , B )  =  [

𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33

       

: 𝑑1

: 𝑑2

: 𝑑3

] 

2.6.2   होमोशजशनयस रेिीय समीकरण प्रणाली (Homogeneous system of equation)  

होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली अशी असते प्टक ज्यात समीकरिाच्या उिव्या बािूस शून्य असतात. आपिस असेही 

 म्हिता येईल प्टक िर AX=B  , मधे्य   B  हा   रू्न्य मॅप्टटर ि  असले,  तर ती होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि  प्रिाली असते  . 

      उिाहरिाथश:                 a11 x +a12 y + a13 z = 0  

                                     a21 x + a22y +a23 z = 0   

                                      a31 x + a32 y + a33z = 0   

    उिाहरिाथश:    खाली प्टिलेली होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली आहे (Homogeneous system)    

       1.  x -3 y + z = 0                     2.   x+ 3y + z = 0    

 2x -  4y + 2z = 0                       x -  y + 5 z = 0   

  x + 4y + z = 0                          x - y + 3 z = 0  
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2.7 नॉन-होमोशजशनयस रेिीय समीकरण प्रणालीसाठी सुसंगततेची अि (Condition for consistency for non-

homogeneous system of equation)  

आपि प्रथम ,AX = B  ही  m  समीकरिे असलेली आप्टि  n  अज्ञात ( unknowns ) असलेली नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि 

प्रिालीचा प्टिचार करू. 

िर m =  n (समीकरिांची संख्या = अज्ञातांची संख्या) असेल तर खाली प्टिलेल्या नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिालीसाठी 

सुसंगततेच्या  अटी  आहेत  .   

     1) िर 𝜌(𝐴) = 𝜌(𝐴, 𝐵)   

       अथाशत, मॅप्टटर ि A चा रँक आप्टि ऑगमेंटेि मॅप्टटर ि (𝐴, 𝐵)  चा रँक समान असला, तर नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि  

        प्रिाली AX = B ही सुसंगत (consistent) असते.  आप्टि त्या नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिालीला एकमेि उत्तर   

       (Unique solution) असते.    

2)िर  𝜌(𝐴) ≠ 𝜌(𝐴, 𝐵)    

       अथाशत, मॅप्टटर ि A चा रँक आप्टिऑगमेंटेि मॅप्टटर ि (𝐴, 𝐵) चा रँक समान नसेल, तर नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि   

        प्रिाली AX = B ही असुसंगत (inconsistent)असते.  आप्टि त्या नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिालीला कोितेही  

        उत्तर ( no Solution ) नसते. 

3) िर  𝜌(𝐴) = 𝜌(𝐴, 𝐵)   = r < 𝑛    

     अथाशत, मॅप्टटर ि A चा रँक आप्टिऑगमेंटेि मॅप्टटर ि (𝐴, 𝐵) चा रँक समान असला, पि मॅप्टटर िचा रँक अज्ञातांच्या संखे्यपेक्षा 

      कमी असेल, तर नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली AX = B ही सुसंगत (consistent) असते.  आप्टि त्या नॉन-  

      होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिालीला अनंत उत्तरे (infinitely many solutions) असू शकतात. 

 .    

उदाहरण 2.17: खालील समीकरण प्रणालीची सुसंगतता (Consistency) तपासा.  

                                               x- y + 2z = 2  

                                              2x +y +4z = 7    

                                              4x   -  y + z   = 4     

उत्तर: प्टिलेली समीकरिे ही नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली आहे.  

            प्टिलेली समीकरिे आपि मॅप्टटर िचा स्वरूपात (Matrix form) खालील प्रकारे प्टलहू र्कतो.   

                           [
1 −1 2
2 1 4
4 −1 1

] [
𝑥
𝑦
𝑧
]  =   [

2
7
4
] 

नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली

(Non-homogeneous system AX = B) m≠n,m = n = 3

सुसंगत(Consistent)

िर 𝜌 𝐴 = 𝜌 𝐴, 𝐵 =  r

िर 𝑟 = 𝑛
एकमेि उत्तर

(Unique solution ) 

𝑟 < n

अनंत उत्तरे

(Infinite  solutions) 

असुसंगत (Inconsistent)
िर 𝜌(𝐴) ≠ 𝜌(𝐴. 𝐵)

उत्तर नाही

(No solutiion ) 
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                                      AX = B    

  आपि प्टिलेल्या समीकरिाचाऑगमेंटेि मॅप्टटर ि (Augmented Matrix) तयार करू  

                          ( A , B )  ~  [
1 −1 2
2 1 4
4 −1 1

       
: 2
: 7
: 4

] 

अमलात आिा (Applying) R2 →  R2 -2 R1 आप्टि   R3 →  R3 -4R1  

                          ( A , B )  ~  [
1 −1 2
0 3 0
0 3 −7

       
: 2
: 3
: −4

] 

 अमलात आिा (Applying)  R3 →  R3    -  R 2 

                          ( A , B )  ~  [
1 −1 2
0 3 0
0 0 −7

       
: 2
: 3
: −7

] 

 अमलात आिा (Applying)  R2 → 
𝑅2

3
  

                 ( A , B )  ~  [
1 −1 2
0 1 0
0 0 −7

       
: 2
: 1
: −7

] 

  मॅप्टटर ि A चा रँक =  𝜌(𝐴) =   3 − 0  = 3   आप्टि   मॅप्टटर ि (𝐴, 𝐵)  चा रँक =  𝜌(𝐴, 𝐵) =   3 − 0  = 3    

                      𝜌(𝐴) =   𝜌(𝐴, 𝐵) = 3 = अज्ञातांची संख्या (number of unknowns) = 3 

म्हिून प्टिलेली नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली ही सुसंगत (Consistent)आहे. नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि     

प्रिालीला   एकमेि उत्तर (Unique solution) आहे.    

उदाहरण 2.18:  खालील समीकरण प्रणालीची सुसंगतता(Consistency) तपासा.  

                                   3x+ y + z = 2  

                                            x - 3y +2z = 1    

                                            7x - y + 4 z = 5     

उत्तर: प्टिलेली समीकरिे ही नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली आहे.  

प्टिलेली समीकरिे आपि मॅप्टटरिचा स्वरूपात (Matrix form) खालील प्रकारे प्टलहू र्कतो.  

                          [
3 1 1
1 −3 2
7 −1 4

] [
𝑥
𝑦
𝑧
]  =   [

2
1
5
] 

                                 AX = B    

 आपि प्टिलेल्या समीकरिाचाऑगमेंटेि मॅप्टटर ि (Augmented Matrix) तयार करू. 

                          ( A , B )  ~  [
3 1 1
1 −3 2
7 −1 4

       
: 2
: 1
: 5

] 

अमलात आिा (Applying)    R1↔  R2 

                        ( A , B )  ~  [
1 −3 2
3 1 1
7 −1 4

       
: 1
: 2
: 5

] 

अमलात आिा (Applying)  R2 →  R2 -3 R1  आप्टि  R3 →  R3 -7R1 

                       ( A , B )  ~  [
1 −3 2
0 10 −5
0 20 −10

       
: 1
: −1
: −2

] 

अमलात आिा (Applying)    R3 →  R3    -2 R 2 

  ( A , B )  ~  [
1 −3 2
0 10 −5
0 0 0

       
: 1
: −1
: 0

] 
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अमलात आिा (Applying)  R2 → 
𝑅2

10
  

 ( A , B )  ~  [

1 −3 2

0 1
−1

2

0 0 0

       

: 1

:
−1

10

: 0

] 

  मॅप्टटर ि A चा रँक =  𝜌(𝐴) =   3 − 1  = 2   आप्टि मॅप्टटर ि (𝐴, 𝐵)  चा रँक = 𝜌(𝐴, 𝐵) =   3 − 1  = 2    

           𝜌(𝐴) =      𝜌(𝐴, 𝐵)    =  2   <  अज्ञातांची संख्या( Number of variables ) = 3  

म्हिून प्टिलेली नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली ही सुसंगत (Consistent) आहे. नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि     

प्रिालीला अनंत उत्तरे (Infinitely many solutions) आहेत. 

उदाहरण 2.19   खालील समीकरण प्रणालीची सुसंगतता तपासा.  

                                      2x- y + 3z  = 2  

                                              x+ y+ 2z  = 2    

                                              5x - y + 8z  = 5     

उत्तर: प्टिलेली समीकरिे ही नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली आहे.  

        प्टिलेली समीकरिे आपि मॅप्टटर िचा स्वरूपात (Matrix form) खालील प्रकारे प्टलहू र्कतो.   

                          [
2 −1 3
1 1 2
5 −1 8

] [
𝑥
𝑦
𝑧
]  =   [

2
2
5
] 

                                                AX = B   

आपि प्टिलेल्या समीकरिाचाऑगमेंटेि मॅप्टटर ि (Augmented Matrix) तयार करू  

                          ( A , B )  ~  [
2 −1 3
1 1 2
5 −1 8

       
: 2
: 2
: 5

] 

अमलात आिा (Applying)  R1↔  R2 

                          ( A , B )  ~  [
1 1 2
2 −1 3
5 −1 8

       
: 2
: 2
: 5

] 

अमलात आिा (Applying)  R2 →  R2 -2 R1  आप्टि    R3 →  R3 -5R1 

                        ( A , B )  ~  [
1 1 2
0 −3 −1
0 −6 −2

       
: 2
: −2
: −5

] 

अमलात आिा (Applying)R3 → R3 - 2 R2   

                        ( A , B )  ~  [
1 1 2
0 −3 −1
0 0 0

       
: 2
: −2
: −1

] 

मॅप्टटर ि A चा रँक =  𝜌(𝐴) =   3 − 1  = 2   आप्टि मॅप्टटर ि (𝐴,𝐵)  चा रँक = 𝜌(𝐴, 𝐵) =   3 − 0  = 3    

                                           𝜌(𝐴)   ≠     𝜌(𝐴, 𝐵)    

नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली ही असुसंगत (inconsistent) आहे.  आप्टि त्या नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि 

प्रिालीला कोितेही उत्तर (No Solution) नाही.  

सरावासाठी उदाहरणे     

Q. खालील समीकरि प्रिालीची सुसंगतता (Consistency) तपासा.  

            a)    x  + y +z  = 6                      b)  3x  +2 y +z  = 10 

          2x + y +3 z  =13                      2x + 5y +3 z  =15    

          5x  +2y  + z  = 12                    5x -4y-3 z  =  0    
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c)    2x  -3 y - z  = 3                   d)   x  +2y -z  = 1 

          x + 2y - z  =4                             x + y +2 z  =9    

                    5x  -4y  -3 z  = -2                       2x  +y  - z  = 2            

2,7 नॉन-होमोशजशनयस रेिीय समीकरण प्रणालीचे समािान (Solution of non-Homogeneous system of equation)  

प्टिलेल्या नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिालीचे सोलुशन (solution) शोर्ण्यासाठी   आपि खालील से्टपचा िापर करू. 

से्टप I: समीकरि नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिालीला मॅप्टटर ि रूपात प्टलहा. 

से्टप II: समीकरि नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिालीपासून ऑगमेंटेिमॅप्टटर ि प्टलहा. 

से्टप III: ऑगमेंटेि मॅप्टटर ििर प्राथप्टमक पंक्ती (row)पररितशन करा आप्टि मॅप्टटर िला एशलॉन रूपात प्टलहा. 

से्टप IV:  मॅप्टटर ि A चा रँक =  𝜌(𝐴) आप्टि  मॅप्टटर ि (𝐴, 𝐵)  चा रँक = 𝜌(𝐴, 𝐵)   शोर्ा  

 सुसंगतता तपासा: 

 िर ρ(A) = ρ(A,B) असेल, तर नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली AX = B सुसंगत आहे आप्टि त्याला एकमेि  

 आहे. 

 िर ρ(A) ≠ ρ(A,B) असेल, तर नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली AX = B असुसंगत आहे आप्टि त्याला  

 कोितेही उत्तर नाही. 

 िर ρ(A) = ρ(A,B) = r < n असेल, तर नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली प्रिाली AX = B सुसंगत आहे आप्टि  

त्याला अनंत (infinitely many) उत्तरे असू शकतात. 

से्टप V:   सुसंगतता तपासल्यानंतर त्यानुसार उत्तर शोर्ा.  

उदाहरण 2.20: शदलेल्या नॉन-होमोशजशनयस रेिीय समीकरण प्रणालीचे सुसंगतता तपासा, जर सुसंगत असेल तर ते 

सोडवा.                               

                                                 3x+ y +2z  = 3  

                                              2x - 3y – z  = -3    

                                              x   +2y  + z   = 4     

•  उत्तर: प्टिलेली समीकरिे ही नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली आहे.  

        प्टिलेली समीकरिे आपि मॅप्टटर िचा स्वरूपात (Matrix form) खालील प्रकारे प्टलहू र्कतो. 

                          [
3 1 2
2 −3 −1
1 2 1

] [
𝑥
𝑦
𝑧
]  =   [

3
−3
4

] 

                                                  AX = B    

आपि प्टिलेल्या समीकरिाचाऑगमेंटेि मॅप्टटर ि (Augmented Matrix) तयार करू. 

                          ( A , B )  ~  [
3 1 2
2 −3 −1
1 2 1

       
: 3
: −3
: 4

] 

 अमलात आिा (Applying) R1↔  R3 

                        ( A , B )  ~  [
1 2 1
2 −3 −1
3 1 2

       
: 4
: −3
: 3

] 

अमलात आिा (Applying)R2 →  R2 -2 R1  आप्टि R3 →  R3 -3R1 

                         ( A , B )  ~  [
1 2 1
0 −7 −3
0 −5 −1

       
: 4
: −11
: −9

] 

अमलात आिा (Applying)R3 →  
𝑅2

−7
 

                         ( A , B )  ~  [

1 2 1

0 1
3

7

0 −5 −1

       

: 4

:
11

7

: −9

] 
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अमलात आिा (Applying)R3 →  R3    + 5 R 2 

                         ( A , B )  ~  [

1 2 1

0 1
3

7

0 0
8

7

       

: 4

:
11

7

: −
8

7

] 

मॅप्टटर ि A चा रँक =  𝜌(𝐴) =   3 − 0  = 3   आप्टि   मॅप्टटर ि (𝐴, 𝐵)  चा रँक =  𝜌(𝐴, 𝐵) =   3 − 0  =3    

            𝜌(𝐴) =   𝜌(𝐴, 𝐵) = 3 = अज्ञातांची संख्या (Number of unknowns) =3 

म्हिून प्टिलेली नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली ही सुसंगत (Consistent) आहे. 

नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिालीला एकमेि उत्तर (Unique solution) आहे  .    

         पंक्ती(Row) R3  पासून ,       
8

7
𝑧 = − 

8

7
     

                                                   z = -1 

       पंक्ती (Row) R2  पासून  ,     y  +  
3

7
z  = 

11

7
     

                                          y =  
11

7
+

3

7
   =

14

7
  =  2 

       पंक्ती (Row) R1  पासून ,    x+2y +z =  4  

                                           x   =    4  -  2(2)- (-1) 

                                      x   =    4  -  4   +1    = 1                                                   

म्हिून  x = 1, 𝑦 = 2, z =-1 हे  प्टिलेल्या नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली  उत्तर आहे. 

उदाहरण 2.21: शदलेल्या नॉन-होमोशजशनयस रेिीय समीकरण प्रणालीचे सुसंगतता तपासा, जर सुसंगत असेल तर ते 

सोडवा.                                                                     

                                                         2x - y -z  = 2  

                                                       x + 2y+ z= 2   

                                                     4x + 7y - 5z =2   

 उत्तर: प्टिलेली समीकरिे ही नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली आहे.  प्टिलेली समीकरिे आपि मॅप्टटर िचा स्वरूपात 

(Matrix form) खालील प्रकारे प्टलहू र्कतो. 

                          [
2 −1 −1
1 2 1
4 −7 −5

] [
𝑥
𝑦
𝑧
]  =   [

2
2
2
] 

                                 AX = B    

 आपि प्टिलेल्या समीकरिाचाऑगमेंटेिमॅप्टटर ि (Augmented Matrix) तयार करू.  

                          ( A , B )  ~  [
2 −1 −1
1 2 1
4 −7 −5

       
: 2
: 2
: 2

] 

      अमलात आिा (Applying)     R1↔  R2 

                        ( A , B )  ~  [
1 2 1
2 −1 −1
4 −7 −5

       
: 2
: 2
: 2

] 

     अमलात आिा (Applying)     R2 →  R2 -2 R1   आप्टि    R3 →  R3 - 4R1 

                         ( A , B )  ~  [
1 2 1
0 −5 −3
0 −15 −9

       
: 2
: −2
: −6

] 

   अमलात आिा (Applying)      R3 →  R3 - 3R2 

                         ( A , B )  ~  [
1 2 1
0 −5 −3
0 0 0

       
: 2
: −2
: 0

] 
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मॅप्टटर ि A चा रँक =  𝜌(𝐴) =   3 − 1  = 2   आप्टि मॅप्टटर ि (𝐴, 𝐵)  चा रँक = 𝜌(𝐴, 𝐵) =   3 − 1  = 2    

           𝜌(𝐴) =      𝜌(𝐴, 𝐵)    =  2   <  अज्ञातांची संख्या( Number of variables ) = 3  

म्हिून प्टिलेली नॉन होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली ही सुसंगत (consistent)आहे. होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि  

प्रिालीला अनंत उत्तरे (Infinitely many solutions) आहेत   

Put z = t    

         पंक्ती(Row) R2 पासून,   -5y-  3z = -2     

                                       5y+ 3z  = 2 

                                       𝑦 =
2−3𝑧

5
 

                                  ∴       𝑦 =
2−3𝑡

5
 

     पंक्ती(Row) R1  पासून      x+  2y  +  z  = 2    

          z आप्टि y चे मूल्य ठेऊ  ,  

                                          x  = 2   - 2
(2−3𝑡)

5
  -  t     

                  ∴           x  = 
10−4+6𝑡−5𝑡

5
  =   

6+𝑡

5
 

   म्हिून x  = 
6+𝑡

5
  , 𝑦 =

2−3𝑡

5
 , z = t  , हे  प्टिलेल्या नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली  उत्तर आहे.                      

उदाहरण 2.22 नॉन होमोशजशनयस समीकरण प्रणालीसाठी कोणत्या α आशण β च्या मूल्यांसाठी  

   1) कोणतेही उत्तर नाही (No solution)          2) एकमेव उत्तर(Uniuqe solution)   

   3) अनंत उत्तरे असतील (Infinitely many solutions) हे तपासा.  

                                                       x +   y  +   z  = 6    

                                                        x  + 2y  +3z =  10  

                                                       x  + 2y + 𝜶𝒛  = 𝜷 

 उत्तर: प्टिलेली समीकरिे ही नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली आहे.  

        प्टिलेली समीकरिे आपि मॅप्टटर िचा स्वरूपात (Matrix form) खालील प्रकारे प्टलहू र्कतो. 

                          [
1 1 1
1 2 3
1 2 𝛼

] [
𝑥
𝑦
𝑧
]  =   [

6
10
𝛽

] 

                                             AX = B   

 आपि प्टिलेल्या समीकरिाचाऑगमेंटेि मॅप्टटर ि (Augmented Matrix) तयार करू. 

                          ( A , B )  ~  [
1 1 1
1 2 3
1 2 𝛼

       
: 6
: 10
: 𝛽

] 

    अमलात आिा (Applying)  R2 →  R2 - R1 आप्टि R3 →  R3 -R1 

                          ( A , B )  ~  [
1 1 1
0 1 2
1 1 𝛼 − 1

       
: 6
: 4
: 𝛽 − 6

] 

   अमलात आिा (Applying)   R3 → R3 -  R2   

                       ( A , B )  ~  [
1 1 1
0 1 2
0 0 𝛼 − 3

       
: 6
: 4
: 𝛽 − 10

]      ----------1  

 घिना-I (Case -I):  कोितेही उत्तर नाही (No solution)      

 िर ρ(A) ≠ ρ(A,B) असेल, तर नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली AX = B असुसंगत  (Inconsistant) आहे आप्टि 

 त्याला कोितेही उत्तर नाही. ऑगमेंटेि मॅप्टटर ि 1 चे काळिीपूिशक प्टनरीक्षि करू    

 िेव्हा α - 3 = 0 आप्टि β - 10 ≠ 0, तेव्हा नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिालीला कोितेही उत्तर नाही. 
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 कारि, िेव्हा α = 3 आप्टि β ≠ 10, तेव्हा ρ(A) = 3 - 1 = 2 आप्टि ρ(A,B) = 3 - 0 = 3 

                                             ρ(A) ≠ ρ(A,B) 

   α = 3 आप्टि β ≠ 10, असेल तेव्हा समीकरि प्रिालीला कोितेही उत्तर नाही. 

घिना-2 (Case -II): एकमेि उत्तर (Unique solution)  

िर ρ(A) = ρ(A,B) असेल, तर नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली AX = B सुसंगत आहे आप्टि त्याला एकमेि उत्तर 

आहे.,  

ऑगमेंटेि मॅप्टटर ि 1 चे काळिीपूिशक प्टनरीक्षि करू. िेव्हा α ≠ 3 आप्टि β ≠ 10, तेव्हा प्रिालीला एकमेि उत्तर प्टमळते कारि 

तेव्हा  ρ(A) = 3 - 0 = 3 आप्टि ρ(A,B) = 3 - 0 = 3  ,   

   ρ(A) = ρ(A,B) = 3 = अज्ञातांची संख्या  ( No of unknons ) असेल. 

 ∴  α ≠ 3 आप्टि β ≠ 10, असेल  तेव्हा समीकरि प्रिालीला एकमेि उत्तर प्टमळेल.   

घिना-3 (Case -III) अनंत उत्तरे असतील   (Infinitely  many solutions) 

 िर ρ(A) = ρ(A,B) = r < n असेल, तर नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली  AX = B सुसंगत आहे आप्टि त्याला अनंत 

(Infinitely many) उत्तरे असू शकतात. ऑगमेंटेि मॅप्टटरि 1 चे काळिीपूिशक प्टनरीक्षि करू. 

िेव्हा α = 3 आप्टि β = 10, तेव्हा तर नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिालीला अनंत उत्तरे असतील.  

कारि तेव्हा    ρ(A) = 3 - 1 = 2 आप्टि ρ(A,B) = 3 - 1 = 2    येते    

 िर ρ(A) = ρ(A,B) = 2 < 3 = अज्ञातांची संख्या ( No of unknowns ) असेल,  

∴  α = 3 आप्टि β = 10, तेव्हा असेल तेव्हा समीकरि प्रिालीला अनंत उत्तरे असतील. 

उदाहरण 2.23: खालील नॉन-होमोशजशनयस रेिीय समीकरण प्रणाली सुसंगत होण्यासाठी β चे मूल्य ठरवा आशण त्या β 

मूल्यांसाठी त्यांना सोडवा.  

                                                  x +  2 y  + z  = 3    

                                                  x  + y  + z =   𝜷 

                                                 3x  + y + 𝟑𝒛   = 𝜷𝟐 

 उत्तर:  प्टिलेली समीकरिे ही नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली आहे . 

        प्टिलेली समीकरिे आपि मॅप्टटर िचा स्वरूपात (Matrix form) खालील प्रकारे प्टलहू र्कतो. 

                          [
1 2 1
1 1 1
3 1 3

] [
𝑥
𝑦
𝑧
]  =   [

3
𝛽

𝛽2
] 

                                             AX = B    

आपि प्टिलेल्या समीकरिाचाऑगमेंटेि मॅप्टटर ि (Augmented Matrix) तयार करू. 

                          ( A , B )  ~  [
1 2 1
1 1 1
3 1 3

       

: 3
: 𝛽

: 𝛽2
] 

 अमलात आिा (Applying)   R2 →  R2 - R1 आप्टि R3 →  R3 -3R1 

                         ( A , B )  ~  [
1 2 1
0 −1 0
0 −5 0

       

: 3
: 𝛽 − 3

: 𝛽2 − 9
]                        

अमलात आिा (Applying)   R3 → R3 -  5R2                      

                         ( A , B )  ~  [
1 2 1
0 −1 0
0 0 0

       

: 3
: 𝛽 − 3

: 𝛽2 − 5𝛽 + 6
] -----------------1 

ऑगमेंटेि मॅप्टटर ि 1 चे काळिीपूिशक प्टनरीक्षि करू. 

आपिास असे प्टिसते प्टक िर    𝛽2 − 5𝛽 + 6  हे शून्य असेल तर नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली AX = B   
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ही सुसंगत (Consistent) येईल. 

                               म्हिून   ,    𝛽2 − 5𝛽 + 6  = 0   

                     प्टिलेले  समीकरि  हे 𝛽 चा  मूल्यसाठी सोििू . 

.                                         𝛽2 − 5𝛽 + 6  = 0  

                                          𝛽2 − 3𝛽 − 2𝛽 + 6  = 0  

                                          (𝛽 − 2)  (𝛽 − 3)  =0             𝛽 = 2  or  𝛽 = 3 

   𝜷 = 𝟐 मूल्य साठी:    िेव्हा  𝜷 = 𝟐   हे मूल्य   समीकरि 1 मधे्य ठेऊ    

                        ( A , B )  ~  [
1 2 1
0 −1 0
0 0 0

       
: 3
: −1
: 0

] 

          आपि      z = t   ठेऊ  ,        पंक्ती(Row) R2  पासून        -  y = -1  

                                                   y =1  

         पंक्ती(Row) R1 पासून      x+2y +z = 3   

                 Z = 𝑡  ,  y  =1    हे मूल्य     ठेऊ    

                                      x = 3-  2(1) -t   

                                      x = 1 – t  

   म्हिून, x = 1 -  t,      y = 1    आप्टि z = t हे  प्टिलेल्या नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली  उत्तर आहे  .   

𝜷 = 𝟑 मूल्य साठी:      िेव्हा  𝜷 = 𝟐 ,  हे मूल्य   समीकरि 1 मधे्य  ठेऊ    

                    ( A , B )  ~  [
1 2 1
0 −1 0
0 0 0

       
: 3
: 0
: 0

] 

  आपि   z = t   ठेऊ  .          पंक्ती(Row) R2  पासून      

                                 -y = 0        ,        y = 0  

                                    पंक्ती(Row) R1 पासून     x +  2y   +   z   = 3   

                                 z = 𝑡  ,  y  = 0     हे मूल्य  ठेऊ     

                                  x = 3 -2(0) -t 

           x = 3 - t 

     म्हिून, x = 3 -  t,      y = 0    आप्टि z = t हे  प्टिलेल्या नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली  उत्तर आहे    

सरावासाठी उदाहरणे (Example for practice) 

Q.1    प्टिलेल्या नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिालीचे सुसंगतता तपासा, िर सुसंगत असेल तर ते सोििा.        

   a)    5X +3 y +7z = 4                     b) x + y +z = 6 

          3x + 26y +2 z =9                       x - y +2 z =5    

          7x + 2y +10 z = 5                    3x +y + z = 8   

Q. 2  नॉन-होमोप्टिप्टनयस समीकरि प्रिालीसाठी कोित्या  𝜇 आप्टि 𝛽 च्या मूल्यांसाठी  

      a ) कोितेही उत्तर नाही (No solution)            b) एकमेि उत्तर( Uniuqe solution)   

      c) अनंत उत्तरे असतील (Infinitely many solutions) हे तपासा.   

                          x + 3y +5z = 9 

                        7x +3y -2z = 8   

                        2x +3y + 𝜇𝑧 = 𝛽 

Q. 3 खालील नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली सुसंगत होण्यासाठी k  चे मूल्य ठरिा आप्टि त्या k     

        मूल्यांसाठी त्यांना सोििा.                           x + y + z = 1 

                                                                   2x + y -  4z =k  

                                                                    4x + y + 10z = k2      
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2.9 होमोशजशनयस रेिीय समीकरण प्रणाली (Homogeneous system of Linear equation) 

खाली प्टिलेले होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली आहे,     

                     a11 x + a12 y + a13 z = 0  

                     a21 x + a22y +a23 z = 0   

                      a31 x +a32 y + a33z = 0 

िरील समीकरिे आपि मॅप्टटरिचा  स्वरूपात  खालील  प्रकारे  प्टलहू  र्कतो  .      

                                     A X = 0  

     येथे    A=   [

𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33

]       X= [
𝑥
𝑦
𝑧
]   &          B  = [

0
0
0
] 

आपिस असेही म्हिता येईल प्टक िर AX= 0, मधे्य B हा रू्न्य मॅप्टटर ि असेल तर ती होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली 

असते   

िेव्हा A X = 0 मधे्य, x , y  आप्टि  z ची मूल्ये एकाच िेळी समीकरि समार्ान िेतात,  तेव्हा ती प्रिाली सुसंगत (consistant) 

असते; अन्यथा, ती असुसंगत (inconsistent) प्रिाली म्हििली िाते.  

ऑगमेंिेडमॅशिर क्स (Augmented matrix) : िर AX = 0  ,  हे मॅप्टटर ि स्वरूपातील नॉन-होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि  

प्रिाली असले,  तर मॅप्टटर ि (A, B) ला ऑगमेंटेिमॅप्टटर ि (augmented matrix)  असे म्हितात .  

प्टिलेल्या समीकरिाचा ऑगमेंटेिमॅप्टटर ि (Augmented matrix) खालील प्रकारे आपि प्टलहू र्कतो.  

                         ( A , B )  =  [

𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33

       
: 0
: 0
: 0

]   

 

उदाहरण 2.24 शदलेली होमोशजशनयस रेिीय समीकरण प्रणाली सोडावा 

                 2x +y + 3z = 0, x+ 2y = 0, y + z = 0       

 उत्तर: प्टिलेली होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली   

                                  2x +y + 3z = 0    

                                  x+ 2y + 0z = 0    

                                 0x + y + z = 0      

प्टिलेली समीकरिे आपि मॅप्टटरिचा स्वरूपात (Matrix form) खालील प्रकारे प्टलहू र्कतो. 

होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली

AX = 0 ,

m ≠ n , m= n > 3

𝜌 𝐴 = 𝜌 𝐴, 𝐵
𝑟 = 𝑛

नगण्य/एकमेि उत्तर
Trivial solution/ 
Unique solution  

𝜌 𝐴 = 𝜌 𝐴, 𝐵
= 𝑟 < n
अनंत उत्तरे

Infinite  solution 

m = n =3 

𝐴 ≠ 0
नगण्य/एकमेि उत्तर
Trivial solution 

/unique  solution  

𝐴 =0
𝜌 𝐴 = 𝜌 𝐴, 𝐵
= 𝑟 < 𝑛

अनंत उत्तरे
Infinite  solution  
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                          [
2 1 3
1 2 0
0 1 1

] [
𝑥
𝑦
𝑧
]  =   [

0
0
0
] 

                                             AX = B    

आपि प्टिलेल्या समीकरिाचाऑगमेंटेि मॅप्टटर ि (Augmented Matrix) तयार  करू. 

                          ( A , B )  ~  [
2 1 3
1 2 0
0 1 1

       
: 0
: 0
: 0

] 

अमलात आिा (Applying)  R1↔  R2 

                        ( A , B )  ~  [
1 2 0
2 1 3
0 1 1

       
: 0
: 0
: 0

] 

अमलात आिा (Applying)  R2 →  R2 -2 R1                          

                        ( A , B )  ~  [
1 2 0
0 −3 3
0 1 1

       
: 0
: 0
: 0

] 

अमलात आिा (Applying)R2 →  −
𝑅2

3
 

                        ( A , B )  ~  [
1 2 0
0 1 −1
0 1 1

       
: 0
: 0
: 0

] 

    अमलात आिा (Applying)   R3 →  R3 – R2                          

                         ( A , B )  ~  [
1 2 0
0 1 −1
0 0 2

       
: 0
: 0
: 0

] 

मॅप्टटर ि A चा रँक =  𝜌(𝐴) =   3 − 0  = 3 आप्टि मॅप्टटर ि (𝐴,𝐵)  चा रँक =  𝜌(𝐴, 𝐵) =   3 − 0  =3    

𝜌(𝐴) =   𝜌(𝐴, 𝐵) = 3 = अज्ञातांची संख्या (Number of unknowns) = 3 

   म्हिून प्टिलेली होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली ही सुसंगत (consistent) आहे. होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिालीला 

एकमेि उत्तर (Unique solution) आहे. 

               पंक्ती(Row) R3  पासून     2z = 0              ∴ z = 0  

               पंक्ती(Row) R2  पासून        y - z = 0                     

                                        y =  z              ∴   y =  0      

                  पंक्ती(Row) R2  पासून       x+2y = 0        

                                              ∴  x     =- 2y  

                                                 ∴  x =- 2(0)  

म्हिून  x = 0, 𝑦 = 0, z =0 हे  प्टिलेल्या होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली उत्तर आहे.                                                 

उदाहरण 2 .25   शदलेली होमोशजशनयस रेिीय समीकरण प्रणाली सोडावा 

                       3x - y - z = 0, x + y + 2z = 0, 5x + y + 3z = 0       

 उत्तर: प्टिलेली होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली   

                     3x - y - z = 0     

                   x + y + 2z = 0     

                   5x+ y +3z = 0       

प्टिलेली समीकरिे आपि मॅप्टटरिचा स्वरूपात (Matrix form) खालील प्रकारे प्टलहू र्कतो. 

                       [
3 −1 −1
1 1 2
5 1 3

] [
𝑥
𝑦
𝑧
]  =   [

0
0
0
] 
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                                                  AX = B    

आपि प्टिलेल्या समीकरिाचा ऑगमेंटेि मॅप्टटर ि (Augmented Matrix) तयार करू. 

                          ( A , B )  ~  [
3 −1 −1
1 1 2
5 1 3

       
: 0
: 0
: 0

] 

अमलात आिा (Applying)    R1↔  R2 

                        ( A , B )  ~  [
1 1 2
3 −1 −1
5 1 3

       
: 0
: 0
: 0

] 

अमलात आिा (Applying)   R2 →  R2 -3 R1  आप्टि R3 →  R3 -5 R1   

                       ( A , B )  ~  [
1 1 2
0 −4 −7
0 −4 −7

       
: 0
: 0
: 0

] 

अमलात आिा (Applying)  R3 →  R3 – R2  

                       ( A , B )  ~  [
1 1 2
0 −4 −7
0 −4 −7

       
: 0
: 0
: 0

]                                         

अमलात आिा (Applying)  R3 →  R3 – R2                          

                         ( A , B )  ~  [
1 1 2
0 −4 −7
0 0 0

       
: 0
: 0
: 0

] 

मॅप्टटर ि A चा रँक =  𝜌(𝐴) =   3 − 1  = 2   आप्टि मॅप्टटर ि (𝐴, 𝐵)  चा रँक = 𝜌(𝐴, 𝐵) =   3 − 1  = 2    

           𝜌(𝐴) =      𝜌(𝐴, 𝐵)    =  2   <  अज्ञातांची संख्या( Number of variables ) = 3  

म्हिून प्टिलेली होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली ही सुसंगत (Consistent) आहे. 

होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिालीला अनंत उत्तरे (Infinitely many solutions) आहेत. 

   z = t   ठेऊ                    पंक्ती(Row) R2  पासून           -4y -7 z = 0                     

                                          y  = −
7

4
 z              ∴   y = −

7𝑡

4
      

पंक्ती(Row) R1  पासून  x+ y + 2z = 0               ∴  x     =- 2z   - y   

                                        ∴  x =- 2(t) – (-  
7𝑡

4
  ) 

                                       ∴  x =-
−8𝑡+7𝑡

4
  =

−𝑡 

4
 

 म्हिून  x = 
−𝑡 

4
  , y =  −

7𝑡

4
     ,   z = t     हे प्टिलेल्या होमोप्टिप्टनयस रेषीय समीकरि प्रिाली उत्तर आहे. 

सरावासाठी उदाहरणे (Example for practice) 

Q.1 शदलेली होमोशजशनयस रेिीय समीकरण प्रणाली सोडावा. 

             a)      x + 2y +3z =0                     b) 4x - y + z = 0 

          2x + 3y + z =0                          x + 2y -  z = 0     

         4x +5y +4 z = 0                        3x + y + 5 z = 0    

    

 c)    2x - y +3 z = 0                     d) x +3y + z = 0 

         3x + 2y + z = 0                        2x -2 y -6z =0    

                    x -4y +5z = 0                           3x +y -5z = 0          

2.10 ईगेन मूले्य आशण ईगेन वे्हक्टर (Eigen values and Eigen vectors)    

िर A हा n×n चौरस मॅप्टटर ि असेल आप्टि X आप्टि Y हे िोन शून्य नसलेले सं्तभ वे्हक्टर (Column vectors) असतील,      

                                        AX = Y                                    ------------1    
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िोन शून्य नसलेले वे्हक्टर X आप्टि Y समान प्टिशेत असतात, िर एक वे्हक्टर िुसरया वे्हक्टरचा शून्य नसलेला गुिाकार असेल. 

याचा अथश, Y=  λ⋅X⋅  प्टिथे λ हा शून्य नसलेला से्कलर आहे. 
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 ही समीकरिाची होमोप्टिप्टनयस रेषीय आहे या समीकरिाला नगण्य उत्तर आहे.  

                                          |𝐴 −  𝐼|    = 0        

                   D( ) =  |𝐴 −  𝐼| =  

|

|

















nnnnn

n

n

aaaa

aaaa

aaaa

321

2232221

1131211

|

|

 = 0  

प्टनर्ाशरक (Determinant) सोििल्यानंतर आम्हाला बहुपिी समीकरि म्हिून प्टमळेल.  

                   D( )  =  |𝐴 −  𝐼|   =  a0
n  + a1

1n  + a2
2n   + ………..  +   an          

पि प्राप्त केलेल्या बहुपिी समीकरिाचे रैन्खक घटकांमधे्य प्टिभािन करू     

                   D( )  =  (  − 1 )(  − 1 )(  − 1 ) ----  (  − n ) 

   िैप्टशष्ट्यपूिश प्टनर्ाशरक ( characteristic determinant ) :   =  

|

|

















nnnnn

n

n

aaaa

aaaa

aaaa

321

2232221

1131211

|

|

    =0 

    िैप्टशष्ट्यपूिश मॅप्टटर ि (Characteristic matrix)  =[𝐴 −  𝐼]  =   







































nnnnn

n

n

aaaa

aaaa

aaaa

321

2232221

1131211

 

िैप्टशष्ट्यपूिश बहुपि (Characteristic polynomial ):   D( ) = |𝐴 −  𝐼| = a0
n  + a1

1n  + a2
2n   +…+ an   

िैप्टशष्ट्यपूिश समीकरि (Characteristic equation ):        D( ) =  |𝐴 −  𝐼|  = 0 



मॅथेमॅशिक्स फॉर मशीन लशनिंग-314320                                                  Mathematics for Machine Learning -314320 

  

 Maharashtra State Board of Technical Education              54 

 

                                   a0
n   +  a1

1n  +  a2
2n   +  …………….+ an  = 0            

     िैप्टशष्ट्यपूिश ईगेन  मूल्य: 

               D( ) = |𝐴 −  𝐼|  =  (  − 1 )(  − 1 )(  − 1 ) ----  (  − n ) 

                1  , 2     ……….   n      

2.10.1ईगेन मूले्य (Eigenvalues) ईगेन वे्हक्टर (Eigenvectors (च्या व्याख्या   :  

ईगेन मूले्य (Eigenvalues):   ईगेन मूले्य ही रैन्खक समीकरिांच्या प्रिालीशी संबंप्टर्त प्टिशेष से्कलरची संच आहेत. या मूल्यांचा 

िापर मुख्यतः  मॅप्टटर ि समीकरिांमधे्य केला िातो. म्हिून, ईगेन  मूल्यांना "प्टिशेष मूल्य" प्टकंिा "प्टिशेषांक" असेही संबोर्ले िाते. 

ईगेन  मूल्य म्हििे एक से्कलर िो ईगेन वे्हक्टरचे रूपांतर करण्यासाठी िापरला िातो. मूलभूत समीकरि असे आहे.

                                                  A⋅V=λ⋅V 

                     येथे, "λ" हा से्कलर मूल्य मॅप्टटर ि A चे ईगेन मूल्य आहे. 

ईगेन वे्हक्टर (Eigenvectors): ईगेन वे्हक्टर ही शून्य नसलेली वे्हक्टर आहेत, ज्यांचे प्टिशा कोित्याही रैन्खक रूपांतरिा नंतर 

बिलत नाही, परंतु फक्त से्कल होते. समिा, A हा "n × n" मॅप्टटर ि आहे आप्टि λ हा A चा ईगेन मूल्य आहे, तर V, एक शून्य 

नसलेला वे्हक्टर, हा ईगेन वे्हक्टर म्हिून ओळखला िातो, िर तो खालील समीकरि पूिश करतो. 

                                           A⋅V=λ⋅V 

येथे, V हा मॅप्टटर ि A चा ईगेन वे्हक्टर आहे, ज्याचे संबंप्टर्त ईगेन मूल्य λ आहे. 

ईगेन मूल्यांचे गुणिमग   ) Properties of Eigen value ( 

1. टर ेस (Trace) of A:  A  हा n x n   मॅप्टटर ि असल्यास, त्याच्या मुख्य प्टिकिाशिरील सिश घटकांची बेरीि म्हििे 

  मॅप्टटर ि A चा टर ेस असतो  .  

Trace of A = a11 + a12 + a13 +---------- + ann 

2. मॅप्टटर िच्या ईगेन  मूल्यांची बेरीि मुख्य किािंच्या घटकाची बेरीि आहे. 

3. अप्पर आप्टि लोअर चौरस मॅप्टटर िची ईगेन मूले्य मुख्य किाशिरील घटक आहेत. 

4. मॅप्टटर िच्या ईगेन  मूल्यांचे बेरीि  मॅप्टटर िच्या प्टनर्ाशरकाच्या बरोबरीचे आहे. 

            1   2    .....................    n  =  |𝐴| 

5. समप्टमतीय मॅप्टटर िचे ईगेन  मूल्य िास्तप्टिक आहे  .  

6. िर  1  , 2   ,  3   ....................n      मॅप्टटर ि  A ची ईगेन  मूल्ये आहे , तर 
1

1
     

1

2
………….  

1

𝑛
          

  A-1 ची ईगेन  मूल्ये  आहेत.  

7. मॅप्टटर ि KA ची ईगेन  मूल्ये   k1 , k  2   , k 3   ...........        k n असतात . 

8. A आप्टि     AT  ची  ईगेन  मूले्य समान असतात.    

9. मॅप्टटर ि Am  ची  ईगेन  मूले्य 
,1

m
   

m

2    ................  
mn  असतात .  

ईगेन  मूल्ये आशण ईगेन  वे्हक्टर िोिण्याच्या पद्धती( Methods to find  eigenvalue and eigen vector) : 

a) मॅशिर क्स ऑफ ऑडगर 2 आशण     3  

   आपिस  A  ऑिशर 2 चे चौरस मॅप्टटर ि आहे 

                                                    𝑨 = [
𝒂𝟏𝟏 𝒂𝟏𝟐

𝒂𝟐𝟏 𝒂𝟐𝟐
]  

मग िैप्टशष्ट्यपूिश समीकरि               :   |A - λI| = 0 

                             |[
𝒂𝟏𝟏 𝒂𝟏𝟐

𝒂𝟐𝟏 𝒂𝟐𝟐
] −  [

1 0
0 1

]|  = 0   

                                   |
𝑎11 −  𝑎12

𝑎21 𝐴22 − 
|   = 0     

  हे प्टनर्ाशरक समीकरि सोििू   , आपल्यला   1 आप्टि  2  ची  मूल्य  प्टमळतील.      



मॅथेमॅशिक्स फॉर मशीन लशनिंग-314320                                                  Mathematics for Machine Learning -314320 

  

 Maharashtra State Board of Technical Education              55 

 

पयागयी  )Alternate (:  आपि  खालील प्रकारेही  ईगेन  मूल्ये  शोरू्  शकतो .    

प्टिलेल्या 2x2  मॅप्टटर ि  Aचे  प्टनर्ाशरि (determinant) काढा .   |𝐴| = a11.a22  -   a12.a21  

गिना करा :  S1
 = मॅप्टटर ि A च्या मुख्य प्टिकिाशिरील घटकांची  बेरीि  ,  S1 = a11 + a22  

 आता  खालील प्रकारे    मधे्य बहुपिी समीकरि तयार करा  .    

                                    
01

2  As 
 

  हे समीकरि सोििू   , आपल्यला   1 आप्टि  2  ची  मूल्य  प्टमळतील.      

b) मॅशिर क्स ऑफ ऑडगर 3 )Matrix of order 3  ( : िर   A  हा ऑिशर X33  चे चौरस मॅप्टटर ि आहे. 

                                                       𝐴 = [

𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33

] 

मग िैप्टशष्ट्यपूिश समीकरि :                                  |A - λI| = 0 

                          |[

𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33

] −  [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]|  = 0    

                                    |

𝑎11−
 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22−
 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎
33−

|  = 0     

हे समीकरि सोििू   , आपल्यला   1 2  आप्टि  3  ची  मूल्य  प्टमळतील.      

पयागयी  )Alternate (:  आपि  खालील  प्रकारेही  ईगेन  मूल्ये  शोरू्  शकतो :    

          प्टिलेल्या 3x3 मॅप्टटर ि A  चे  प्टनर्ाशरि (determinant)  मूल्य काढा   .  

                 |𝐴|  =   𝑎11 |
𝑎22 𝑎23

𝑎32 𝑎33
|  - 𝑎12 |

𝑎21 𝑎23

𝑎31 𝑎33
| +   𝑎13 |

𝑎21 𝑎22

𝑎31 𝑎32
|  

                       =    𝑎11[𝑎22𝑎33 − 𝑎32𝑎23]  -  𝑎12[𝑎21𝑎33 − 𝑎31𝑎23]  𝑎11[𝑎21𝑎32 − 𝑎31𝑎22]  

           नंतर   S1   = च्या मुख्य प्टिकिाशिरील घटकांची  बेरीि .                   

                   S1    =    𝑎11  +𝑎22+𝑎33 

           नंतर    S2   =  𝑎11  मायनरचे  मूल्य   +𝑎22  मायनरचे  मूल्य   + 𝑎33  मायनरचे  मूल्य .     

                       =     |
𝑎22 𝑎23

𝑎32 𝑎33
| + |

𝑎21 𝑎23

𝑎31 𝑎33
| + |

𝑎21 𝑎22

𝑎31 𝑎32
| 

         
आता खालील प्रकारे    मधे्य बहुपिी समीकरि तयार करा.            

                               
   

02

2

1

3  Ass    

           हे समीकरि सोििू   ,       1 2  आप्टि  3  ची  मूल्य  प्टमळतील . 

उदाहरण 2.26  शदलेल्या मॅशिर क्सचे वैशशष्ट्यपूणग समीकरण शोिा    : 𝑨 = [
𝟒 −𝟐
𝟑 𝟏

] 

  उत्तर:   आपि प्रथम मॅप्टटरि A    चे प्टनर्ाशररत  मूल्य  काढू                   

                        |𝐴|  = |
4 −2
3 1

|  = (4)(1) –(3)(-2) = 4 + 6 = 10 

गिना करू  :  S1
 = A च्या मुख्य प्टिकिाशिरील घटकांची  बेरीि .                   

                     S1  =  𝑎11 घटक     मूल्य   +𝑎22  घटक    मूल्य    

                          =  1 + 4  

                          =  5   

      आता  खालील प्रकारे    मधे्य बहुपिी समीकरि तयार करू. 

                     01

2  As                           
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01052  
    

 हे मॅप्टटर िचे िैप्टशष्ट्यपूिश समीकरि आहे . 
 

उदाहरण 2.27 शदलेल्या मॅशिर क्सचे ईगेन मूल्ये शोिा  :   𝑨 = [
𝟓 𝟐
𝟐 𝟓

] 

 उत्तर:  आपि प्रथम  िैप्टशष्ट्यपूिश समीकरि  तयार करू 

                                       |A - λI| = 0 

                  |[
5 2
2 5

] −  [
1 0
0 1

]| = 0   

                      |5 −  2

2 5 − 
|   = 0     

                                                   = (5 - λ) (5 - λ) - (2)(2) = 0       

                                                   =   25 - 5λ - 5λ + λ2 - 4 = 0 

                                                   =   λ2 - 10λ + 21 = 0 

                                                   = (λ - 7) (λ - 3) = 0 

                             λ1 = 7, λ2 = 3. 

    प्टिलेल्या मॅप्टटर िचे    λ1 = 7   आप्टि  λ2 = 3 ईगेन  मूल्ये आहेत 

पयागयी )Alternate(: आपि  खालील  प्रकारेही ईगेन  मूल्ये शोरू् शकतो . 

              आपि प्रथम मॅप्टटरि A    चे प्टनर्ाशररत  मूल्य  काढू                   

                       |𝐴| = |
5 2
2 5

| = (5)(5) –(2)(2) =25 - 4 = 21 

      गिना करू  :  S1
 = मॅप्टटरि A च्या मुख्य प्टिकिाशिरील घटकांची बेरीि .                   

                          S1  =  𝑎11 घटक     मूल्य   +𝑎22  घटक    मूल्य     

                            = 5 + 5 =10  

      आता  खालील प्रकारे    मधे्य बहुपिी समीकरि तयार करू. 

                                  
01

2  As 
 

                                 
021102  

   

      बहुपिी समीकरि सोििू  ,  

                       (λ - 7) (λ - 3) = 0 

                                     λ1 = 7, λ2 = 3. 

      प्टिलेल्या मॅप्टटर िचे    λ1 = 7  आप्टि  λ2 = 3 ईगेन  मूल्ये आहेत 

उदाहरण 2.28: शदलेल्या मॅशिर क्सचे ईगेन  मूल्ये शोिा   𝑨 = [
𝟐 𝟐 𝟏
𝟏 𝟑 𝟏
𝟏 𝟐 𝟐

] 

उत्तर:   प्टिलेल्या मॅप्टटर ि    𝐴 = [
2 2 1
1 3 1
1 2 2

]  

        गिना करू  :  S1
 = मॅप्टटर ि A च्या मुख्य प्टिकिाशिरील घटकांची बेरीि   

                          S1  =  𝑎11 घटक   मूल्य   +𝑎22  घटक  मूल्य  +  𝑎33 घटक    मूल्य     

                               = 2+ 3 + 2 = 7      

                      S2     =  𝑎11  मायनरचे  मूल्य   +𝑎22  मायनरचे  मूल्य   + 𝑎33  मायनरचे  मूल्य      

                              =  |
3 1
2 2

| + |
2 1
1 2

| + |
2 2
1 3

| 

                              = [(3)(2) − (2)(2)]  +  [(2)(2) − (1)(2)]  [(2)(3) − (1)(2)] 

                              = [6 − 2)]  +  [4 − 1]  [6 − 2]     

                             = 4 + 3+ 4 = 11 
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       प्टिलेल्या 3x3 मॅप्टटर ि A  चे  प्टनर्ाशरि (determinant)  मूल्य काढा . 

                     |𝐴| = 2|
3 1
2 2

|  - 2|
1 1
1 2

| +   1|
1 3
1 2

|  

                            =    2[6 − 2]  -  2[2 − 1]  + 1[2 − 3]  

                            =    2[4]  -  2[1]  + 1[−1] 

                            =    8 -  2 – 1    =   5 

आता  खालील प्रकारे    मधे्य बहुपिी समीकरि तयार करू, 

                         
02

2

1

3  Ass 
 

                             05117 23     

बहुपिी समीकरि सोििू  ,   0561 2               

                                                     0511                               
                                                      λ1 =1, λ2 = 1, λ3 = 5    

   प्टिलेल्या मॅप्टटर िचे λ1 =1, λ2 = 1 आप्टि λ3 = 5 ईगेन मूल्ये आहेत.  

उदाहरण 2.29: शदलेल्या मॅशिर क्सचे ईगेन मूले्य (Eigen values) ईगेन वे्हक्टर (Eigen vectors) शोिा:                                           

                                 𝑨 = [
𝟓 𝟒
𝟏 𝟐

]    

उत्तर: प्टिलेल्या मॅप्टटर ि    𝐴 = [5 4
1 2

] 

आपि प्रथम िैप्टशष्ट्यपूिश समीकरि तयार करू    

                                                 |A - λI| = 0 

                           |[
5 4
1 2

] −  [
1 0
0 1

]|  = 0   

                                |5 −  4

1 2 − 
|   = 0                     

                            (5 - λ) (2 - λ) - (4)(1) = 0       

                            10 - 5λ - 2λ + λ2 - 4 = 0 

                               λ2 - 7λ + 6 = 0                  (λ - 6) (λ - 1) = 0 

          λ1 = 6, λ2 = 1.   प्टिलेल्या मॅप्टटर िचे    λ1 = 1    आप्टि λ2 =  6  ईगेन मूल्ये आहेत 

 आता आपि प्टिलेल्या मॅप्टटर िचे   λ1 =1    आप्टि  λ2 = 6   ईगेन  मूल्ये साठी ईगेन  वे्हक्टर शोरु् 

ईगेन मूल्ये साठी λ1 =  1    

समिा   λ1 = 1 या ईगेन  मूल्ये साठी ,    v1 = [
𝑥
𝑦]   ईगेन  वे्हक्टर   आहे . 

           λ = 1 हे मूल्य खाली प्टिलेल्या समीकरांमधे्य   टाकू.     

                           [5 −  4

1 2 − 
] [

𝑥
𝑦]  = 0 

आपल्याला प्टमळेल,  

                            [
5 − 1 4

1 2 − 1
] [

𝑥
𝑦]  = 0  

                                         [
4 4
1 1

] [
𝑥
𝑦]  =  [

0
0
] 

अमलात आिा (Applying)   𝑅2 → 4𝑅2 − 𝑅1 

                          [
4 4
0 0

] [
𝑥
𝑦]  =  [

0
0
]                        

                             4x +4y =0 
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पंक्ती (Row) R1  पासून        x + y = 0 

                      y = t    ठेऊ  ,    आपल्याला x = - t    प्टमळेल .    

 म्हिून  λ1 = 1 या ईगेन  मूल्ये साठी ,  v1 = [
−𝑡
𝑡

]  हा ईगेन  वे्हक्टर  तयार होता          

          λ1 = 1 , या ईगेन  मूल्ये साठी ,  ईगेन  वे्हक्टर   v1 =  [
−𝑡
𝑡

]   =  t[ 
 −1 
1

] 

          λ1 = 1, या ईगेन  मूल्ये साठी , ईगेन  वे्हक्टर   v1 =  [ 
 −1 
1

]  हा आहे 

ईगेन मूल्ये साठी λ2 =  6  

समिा   λ2 = 6 या ईगेन  मूल्ये साठी ,    v2 = [
𝑥
𝑦]   ईगेन  वे्हक्टर आहे 

λ = 6 हे मूल्य खाली प्टिलेल्या समीकरांमधे्य   टाकू   

                           [5 −  4

1 2 − 
] [

𝑥
𝑦]  = 0 

                             [
5 − 6 4

1 2 − 6
] [

𝑥
𝑦]  = 0 

आपल्याला प्टमळेल, 

                                   [
−1 4
1 −4

] [
𝑥
𝑦]  =  [

0
0
] 

अमलात आिा (Applying)      𝑅2 → 𝑅2 + 𝑅1 

                                             [
−1 4
0 0

] [
𝑥
𝑦]  =  [

0
0
]                                             

          पंक्ती(Row) R1  पासून    ,    -x +4y =0       

           y = t  ठेऊ  ,   आपल्याला    x = 4t    प्टमळेल     

   म्हिून  λ2 =6   या ईगेन  मूल्ये साठी ,  v2 = [
4𝑡
𝑡
]  हा ईगेन  वे्हक्टर   तयार होता.          

                     λ2 =6  ,     या ईगेन  मूल्ये साठी ,  ईगेन  वे्हक्टर   v2 =  [
4𝑡
𝑡
]   =  t[ 

 4 
1

] 

                     λ2 =6  ,    या ईगेन  मूल्ये साठी , ईगेन  वे्हक्टर    v2 =  [ 
 4 
1

]  हा आहे. 

म्हिून प्टिलेल्या मॅप्टटर िचे   λ1 = 6, λ2 = 1   या ईगेन मूल्ये आहेत. 

              आप्टि     v1 =  [ 
 −1 
1

]   ,   v2 =  [ 
 4 
1

]     ईगेन  वे्हक्टर आहेत.       

उदाहरण 2.30   शदलेल्या मॅशिर क्सचे ईगेन  मूल्ये शोिा   𝑨 = [
𝟏 𝟎 −𝟏
𝟏 𝟐 𝟏
𝟐 𝟐 𝟑

] 

उत्तर: प्टिलेल्या मॅप्टटर ि      𝐴 = [
1 0 −1
1 2 1
2 2 3

] 

       गिना करू:   S1
 = मॅप्टटरि A च्या मुख्य प्टिकिाशिरील घटकांची बेरीि .  

                          S1  =  𝑎11 घटक   मूल्य   +𝑎22  घटक  मूल्य  +  𝑎33 घटक    मूल्य     

                                =    1 + 2 + 3   = 6      

                          S2   =  𝑎11  मायनरचे  मूल्य   +𝑎22  मायनरचे  मूल्य   + 𝑎33  मायनरचे  मूल्य      

                                 = |
2 1
2 3

| + |
1 −1
2 3

| + |
1 0
1 2

| 

                                  = [6 − 2)]  +  [3 + 2] + [2 − 0]     

                                  = 4 + 5 +2 =11  

         प्टिलेल्या 3x3 मॅप्टटर ि A  चे  प्टनर्ाशरि (determinant)  मूल्य  काढू. 
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                 |𝐴|            = 1|
2 1
2 3

|  - 0|
1 1
2 3

| -   1|
1 2
2 2

|  

                                  = 1[6 − 2]  -  0[3 − 2]  + 1[2 − 4]  

                                  = 1[4]  -  0[1]  - 1[−2] 

                                  = 4+2 = 6 

        आता  खालील प्रकारे    मधे्य बहुपिी समीकरि तयार करू . 

                                
02

2

1

3  Ass 
   

                                       06116 23     

बहुपिी समीकरि सोििू, प्टिलेल्या मॅप्टटर िचे λ1 =1, λ2 = 1 आप्टि λ3 = 5 ईगेन मूल्ये आहेत   

उदाहरण 2.31: प्टिलेल्या मॅप्टटर िच्या िोन ईगेन मूल्यांचे गुिाकार 16 आहे, तर प्टतसरे ईगेन मूल्य र्ोर्ा:     

                                          A   =     [
6 −2 2

−2 3 −1
2 −1 3

]  .  

उत्तर:  प्टिलेल्या मॅप्टटर ि         𝑨 = [
6 −2 2

−2 3 −1
2 −1 3

]  

समिा λ1, λ2 आप्टि λ3 हे प्टिलेल्या मॅप्टटर िच्या ईगेन मूल्ये आहेत.  

परंतु आपल्याला माप्टहत आहे प्टक, सिश ईगेन मूल्याचे गुिाकार = मॅप्टटर िच्या प्टनर्ाशरकाचे मूल्य.  

                                          λ1  ×  λ2  ×  λ3  =   |𝐴|     

परंतु  आपल्याला  प्टिले  आहे प्टक     ,  λ1 ×  λ2    =  16    

                        λ1 ×  λ2 ×   λ3     =   |
6 −2 2

−2 3 −1
2 −1 3

| 

                                                  =  6[9 − 1]  - (-2) [−6 + 2]  + 2[2 − 6]  

                                                  =  6[8]  + 2[−4]  + 2[−4] 

                                                  =  48 –  8- 8 

                            λ1×  λ2 ×   λ3  =    32  

                                    16×   λ3  =    32    

                                              λ3  =   
32

16
   =  2 

         तर प्टिलेल्या मॅप्टटर ि   प्टतसरे  ईगेन  मूल्य       λ  =  2  आहे.. 

उदाहरण 2.32:  प्टिलेल्या मॅप्टटर िच्या िोन ईगेन मूल्य 1 आहे, तर A-1  या  मॅप्टटर िचे ईगेन  मूल्य  र्ोर्ा .   

                                          𝑨 = [
𝟐 𝟐 𝟏
𝟏 𝟑 𝟏
𝟏 𝟐 𝟐

].   

 उत्तर: प्टिलेल्या मॅप्टटर ि   A = [
2 2 1
1 3 1
1 2 2

]   

समिा λ1, λ2 आप्टि λ3 हे प्टिलेल्या मॅप्टटर िच्या ईगेन मूल्ये आहेत.   

परंतु आपल्याला प्टिले आहे प्टक, िोन ईगेन मूल्य 1 आहे 

                                                ,  λ2=   λ3   =  1      

परंतु   आपल्याला माप्टहत आहे प्टक, ईगेन मूल्यांची बेरीि = मुख्य किश घटकांची बेरीि 

                                         λ1+ λ2 + λ3 = 2 + 3 + 2          

                                        λ1 +1+ 1= 2 + 3 + 2          

                                             λ1+ 2 = 7                λ1 = 7 - 2 = 5          
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प्टिलेल्या मॅप्टटर िच्या 𝜆1 = 1, 𝜆2 = 1आप्टि 𝜆3 = 5 ईगेन मूल्ये आहेत. 

िर मॅप्टटर ि  A ची ईगेन  मूले्य  λ1, λ2 आप्टि λ3 असतील ,  तर A-1 ची मूले्य ईगेन   
1

λ1
  ,   

1

λ2
   

आप्टि   
1

λ3
  असतात  .   A-1 ची मूले्य ईगेन    

1

1
  ,   

1

1
   आप्टि   

1

5
   आहेत.     

सरावासाठी उदाहरणे 

   Q1. प्टिलेल्या मॅप्टटर िचे िैप्टशष्ट्यपूिश समीकरि शोर्ा  𝑨 = [
1 2
3 4

] 

   Q2. प्टिलेल्या मॅप्टटर िचे ईगेन मूल्ये शोर्ा  :   𝐴 = [
2 2
1 3

] 

  Q3.  प्टिलेल्या मॅप्टटर िचे ईगेन मूले्य (Eigen values) ईगेन  वे्हक्टर (Eigen vectors) शोर्ा:                                           

                                 𝑨 = [
𝟕 3
𝟑 −𝟏

]    
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युशनि -3 

वे्हक्टसग आशण िेन्ससग  

(Vectors and Tensors) 

शविय शनष्पत्ती (Course Outcome): 

CO3: वे्हक्टर आप्टि टेन्सरिर आर्ाररत मूलभूत ऑपरेशन्स कायाशन्ित करण्यासाठी प्रोग्राम तयार करा. 

घिक शनष्पत्ती (Theory Learning outcome): 

1. प्टिलेल्या वे्हक्टरचे मॅप्टियूि (Magnitude) आप्टि प्टिलेल्या वे्हक्टरला लंब (Perpendicular) असलेला युप्टनट वे्हक्टर शोर्ा. 

2.  वे्हक्टरचा प्टिशाप्टनिेश गुिोत्तर (Direction ratio) आप्टि प्टिशा कोसाइन्सची (Direction cosines) गिना करा. 

3. िोन वे्हक्टरचा से्कलर िॉट (Scalar dot) प्रॉिक्ट शोर्ा.  

4. िोन वे्हक्टरमर्ील कोन (Angle) से्कलर िॉट (Scalar dot) प्रॉिक्ट िापरून शोर्ा. 

5. िुसर या वे्हक्टरिर एका वे्हक्टरचे प्रोिेक्शन (Projection) शोर्ा. 

6. िोन वे्हक्टरचा वे्हक्टर िॉस (Vector cross) प्रॉिक्ट शोर्ा.  

7. िोन वे्हक्टरमर्ील कोन (Angle) वे्हक्टर िॉस (Vector cross) प्रॉिक्ट िापरून शोर्ा. 

8. वे्हक्टरांचा से्कलर प्टटर पल (Scalar triple) प्रॉिक्ट शोर्ा.  

9. िेगिेगळ्या प्रकारच्या टेन्सरची (Tensor) व्याख्या करा. 

3.1 एआय (AI)आशण एमएल(ML) मिील वे्हक्टर आशण िेन्सरचा पररचय (Introduction to Vectors and Tensors in 

AI and ML)  

अनेक िोमेनमधे्य कृप्टिम बुन्िमत्ता (Atificial intelligence) आप्टि मशीन लप्टनिंग (Machine Learning) मधे्य वे्हक्टर महत्त्वपूिश 

भूप्टमका बिाितात, वे्हक्टर इतके महत्त्वाचे का आहेत याची काही मुख्य कारिे येथे आहेत. प्टिशेषत: संगिक दृष्टी (Computer 

vision), नैसप्टगशक भाषा प्रप्टिया (Natural Language Processing), संख्यात्मक प्रप्टतप्टनप्टर्त्व (Numerical Representation), 

एमे्बप्टिंग िेटा समानता (Embedding Data Similarity) अंतर माप (Distance Measures), कायशक्षम गिना (Efficient 

Computation), प्टफचर रूपांतर (Feature Transformation) लॅटंट से्पस मधे्य प्रप्टतप्टनप्टर्त्व (Representation in Latent 

Space) आप्टि बरेच काही.  

कृप्टिम बुन्िमत्ता (Atificial intelligence)) आप्टि मशीन लप्टनिंग (Machine Learning) मधे्य टेन्सर आश्चयशकारकपिे महत्त्वपूिश 

आहेत, प्टिशेषत: सखोल प्टशक्षि (Deep Learning) आप्टि तंप्टिका नेटिकश  (Neural networks) मधे्य सोया भाषेत, टेन्सर हे 

मॅप्टटर ि (Matrix) आप्टि वे्हक्टर मल्टी िायमेनशनल सामान्यीकरि आहे. वे्हक्टर हे 1 िायमेनशनल अ ॅरे(array) आहेत आप्टि 

मॅप्टटर ि 2 िायमेनशनल अ ॅरे(array) आहेत. उच्च आयाप्टमक (Higher Dimensional) िेटा हाताळण्याची ही क्षमता त्यांना 

आरु्प्टनक एआय प्टसस्टममधे्य आिश्यक करते. 

3.1.2 से्कलर आशण वे्हक्टर प्रमाणांचे व्याख्या (Definition of Scalar and Vector Quantities) . 

a) से्कलर क्वास्तन्टिी (Scalar quantities): से्कलर क्वान्िटी ही प्टफप्टिकल क्वान्िटी आहे ज्यामधे्य फक्त मॅप्टियूि 

(Magnitute) असते आप्टि कोितीही प्टिशा(Direction) नसते. से्कलर प्रमाि नॉमशलसंख्यांप्रमािेच बेरीि, ििाबाकी, गुिाकार 

आप्टि भागाकार केली िाऊ शकतात. 

उदाहरण 1 : खालील क्वान्िटीचा प्टिचार करा: 

 द्रव्यमान ( 5 प्टकगॅ्र), तापमान ( 20°C), िेळ ( 10 सेकंि), िेग ( 50 मीटर/सेकंि), ऊिाश ( 200 िूल्स),  

उदाहरण 2:  िास्तप्टिक संख्या  5, −3,   0.75, π   सिश सॅ्कलसश आहेत कारि ती केिळ एकल संख्यात्मक मूले्य आहेत  ज्यामधे्य  

 प्टिशा नाही. 

उदाहरण 3: िप्टटल संख्या  3+4i (एक िप्टटल से्कलर) िेखील काही गप्टिती सेप्टटंग्जमधे्य से्कलर म्हिून मानली िाऊ शकते.  

b) वे्हक्टर क्वास्तन्टिी (Vector quantities) वे्हक्टर क्वान्िटी ही प्टफप्टिकल क्वान्िटी आहे ज्यामधे्य मॅप्टियूि (Magnitude) ते 

आप्टि प्टिशा(Direction) िोन्ही असतात. आप्टि ते संख्या प्टकंिा बािाच्या रूपात मांिले िातात, ज्यामधे्य लांबी (आकार) आप्टि 

प्टिशा (ओररएंटेशन) िोन्ही असतात. वे्हक्टर सामान्यतः  अशा प्रमािांकांचे प्रप्टतप्टनप्टर्त्व करण्यासाठी िापरले िातात ज्यात अनेक 
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घटक असतात, िसे की थथान, िेग, आप्टि अंतराळातील बल.  वे्हक्टर आपसात िोिले िाऊ शकतात, ििािले िाऊ शकतात, 

आप्टि से्कलरिारे गुप्टिले िाऊ शकतात (से्कलर गुिाकार). त्यांना इतर वे्हक्टर सह िॉट प्रोिक््टस प्टकंिा िॉस प्रोिक््टस (उच्च 

Dimention) िापरून गुप्टिले िाऊ शकते. 

उदाहरण 1 : प्टिथथापन (displacement) (5 मीटर उत्तर प्टिशेने), िेग (velocity) (50 मी/सेकंि पूिश प्टिशेने), बल( force) (20 

नू्यटन खालील प्टिशेने), त्वरि (acceleration)( 9.8 मी/से² खालील प्टिशेने), संिेग (10 प्टकगॅ्र·मी/सेकंि पप्टश्चम प्टिशेने) ही सिश वे्हक्टर 

प्रमािांक आहेत ज्यामधे्य प्टिशा आप्टि मॅप्टियूि िोन्ही असतात. 

उदाहरण 2 : 2D िेक्टर: V = (3, 4) हा 2D अंतराळातील िेक्टर िशशप्टितो. घटक 3 आप्टि 4 म्हििे x-ऍन्िस (Axis) आप्टि 

 y-ऍन्िस (Axis) िर असलेली मापं. 

उदाहरण 3 :     3D िेक्टर: u = (1, −2, 3) हा 3D अंतराळातील िेक्टर िशशप्टितो ज्यामधे्य घटक x  , y, आप्टि z ऍन्िस  

(Axis) िर असतात. 

3.1.3 ररपे्रझेंिेशन ऑफ वे्हक्टर (Representation of Vector)  

कंपोनेंि फॉमग (Component Form) गप्टितामधे्य, वे्हक्टर सामान्यतः  संख्यांच्या िप्टमत यूपल (घटक) म्हिून िशशप्टिला िातो, 

ज्यातील प्रते्यक संख्या समिय प्रिालीतील (Co-ordinate system) प्टिप्टशष्ट ऍन्िसिर (axis), वे्हक्टरचे प्रके्षपि (projection) 

िशशिते. 

1. 2D वे्हक्टर ररपे्रझेंटेशन (2D Vector Representation):  

 उिाहरिाथश: वे्हक्टर v = (3, 4)   म्हििे x-अक्षािर 3 युप्टनट आप्टि y-अक्षािर 4 युप्टनट आहेत. 

2. 3D वे्हक्टर ररपे्रझेंटेशन (3D Vector Representation(  

      उिाहरिाथश : वे्हक्टर v = (1, −2, 5) म्हििे x- ऍन्िसिर 1 युप्टनट, y- ऍन्िसिर −2 युप्टनट         

       आप्टि z- ऍन्िसिर 5 युप्टनट आहेत.  

एक वे्हक्टर क्वान्िटी एक सरळ रेषेच्या खंिाने िशशिले िाते िसे की, . बािाचा टोक P पासून Q पयिंतची प्टिशा िशशिते 

वे्हक्टरची लांबी त्याचे मॅप्टियुि् िशशिते. कर्ीकर्ी वे्हक्टर V प्टकंिा  सारख्या एकाच अक्षराने िशशप्टिले िातात. वे्हक्टरचे मॅप्टियुि् 

|V| प्टकंिा फक्त V ने िशशप्टिले िाते, प्टिथे | | म्हििे मापांक (modulus) असते. 

  
Fig.3.1: ररपे्रझेंिेशन ऑफ वे्हक्टर (Representation of Vector) 

 3.1.4 वे्हक्टरचे मॅशियूड  शकंवा मॉडु्यलस  (Magnitude or Modulus of a Vector) : समिा x, y आप्टि z हे खालील 

Fig.3.2   मधे्य िशशप्टिल्याप्रमािे  वे्हक्टर  OA , OB   and  OC चे मॅप्टियुि् आहेत. काटकोन प्टिकोि OAQ, मधे्य, 

पायथागोरसच्या प्रमेयानुसार:  OQ2 = x2 + y2                    

                                             
Fig.3.2: वे्हक्टरचे मॅशियूड  शकंवा मॉडु्यलस  (Magnitude or Modulus of a Vector) 

तसेच, काटकोन प्टिकोि OQP मधे्य, आपल्याला प्टमळते: 
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OP2 = OQ2 + QP2 +  OP2 = x2 + y2 + z2 

                         |𝑟| =    OP  =        √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2    

अशा प्रकारे िर.     r =  OP = xi + yj + zk  

            मग, मॅप्टियुि् हे       |𝑟|    =        √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2      या  सूिाने  काढले  िाते.    

 िर   r =  (x2– x1)i+(y2– y1)j+(z2–z1)k   

            तर   |𝑟|    =    √(𝑥2 − 𝑥1)2 + (𝑦2 − 𝑦1)2 + (𝑧2 − 𝑧1)2 

3.1.5 X-Y पे्लन मिील वे्हक्टरच कॉम्पोनन्ट (Component of vector in X-Y Plane): X-Y पे्लनमर्ील वे्हक्टरचे िोन    

कॉम्पोनि आहेत 

1. हॉरीझॉिल कॉम्पोनि (Horizontal Component)  

2. व्हप्टटशकल कॉम्पोनि (Vertical Component) 

समिा, खाली प्टिलेल्या आकृती- 3 मधे्य  ,एक  वे्हक्टर r = 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗  ज्याचा पप्टहला  प्टबंिू P(x₁, y₁, z₁) िर आहे आप्टि िुसरा प्टबंिू 

Q(x₂, y₂, z₂) िर आहे. 

 आता, X-ऍन्िसिर PP1 आप्टि QQ1 या लंबांका रेषा काढुन घेऊ.   

 त्यानंतर P'Q' =  x2 -  x1  =𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ =  r चा  x-घटक आहे.                                                                                        

 तसेच  Po Qo = y2 – y1= 𝑃𝑄⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    = r  चा  y-घटक आहे. 

 त्याचप्रमािे,  z2 – z1 = 𝑃𝑄⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗     =  r चा  z- घटक  आहे .            

  िर 𝑟  ̅=   (x2 –x1)i+(y2 – y1)j+(z2 –z1)k   तर            

        r =   𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗     =   (x2 – x1, y2 – y1, z2 – z1) 

                        

                                                                                                                                        

 

                                        

Fig.3.3: पे्लन मिील वे्हक्टरच कॉम्पोनन्ट 

सोडवलेले उदाहरण (Examples):  

उदाहरण 3.1: जर   P1  = (3,6, -2) आशण P2 =  (5, -4,3)   असेल तर वे्हक्टर = 𝑷𝟏𝑷𝟐
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   चे घिक काय आहेत  𝑷𝟏𝑷𝟐

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   चे 

घिक  i,  j आशण k मधे्य एक्सपे्रस करा   .  

उत्तर:      प्टिलेले     P1  = (3,6, -2)   =(x₁, y₁, z₁)   प्टि    P2 =  (5, -4,3)  = (x₂, y₂, z₂)   

                                 𝑷𝟏𝑷𝟐
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  चा  x-घटक  =  x2   -  x1  =  5 -  3 =  2   

                       𝑷𝟏𝑷𝟐
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  चा y-घटक   =  y2   - y1  =  -4  -   6  =  -10   

                                     𝑷𝟏𝑷𝟐
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  चा z-घटक   = z2   - z1 = 3 + 2 = 5    

             𝑃1𝑃2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   चे घटक  i,  j आप्टि k मधे्य एिपे्रस   करू,  

                   𝑝1𝑝2̅̅ ̅̅ ̅̅   =   (x2 –x1)i+(y2 – y1)j+(z2 –z1)k                                                

                                            =   2i   -10 j+   5   k 

उदाहरण 3.2 शदलेल्या वे्हक्टरची मॅशियुड् (Magnitude) शोिा:   𝒂⃗⃗    =   2i  +  3j   +  5k 

उत्तर:     प्टिलेले  वे्हक्टर         𝑎      =   2i  +  3j   +  5k  =  xi + yj + zk 

                                  |𝑎̅|    =        √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 

                                                 |𝑎̅|     =        √22 + 32 + 52 

                                                           =        √4 + 9 + 25 

                                           ∴      |𝑎̅|    =        √38 
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                   प्टिलेल्या वे्हक्टरची मॅप्टियुि् (Magnitude)   =   √38    आहे .  

3.1.5 वे्हक्टरचे शदशाशनदेश गुणोत्तर आशण शदशा कोसाइन्सची (Direction ratio and direction cosines   of a vector) 

1. वे्हक्टरचे शदशाशनदेश गुणोत्तर (Direction  ratio ) : िर एखािा वे्हक्टर 𝐴̅ =  ai+bj+ck प्टिलेले वे्हक्टर असेल तर 

       येथे a, b, c अनुिमे x, y and z ऍन्िस चे घटक आहेत, म्हिून  𝐴̅ चे प्टिशाप्टनिेश गुिोत्तर ( a, b,  c )आहेत. 

  उिाहरिाथश: िर  वे्हक्टर  𝐴̅  =3i−4j+5k असेल तर त्याचे प्टिशाप्टनिेश गुिोत्तर (3,−4 , 5) आहेत. 

2. वे्हक्टरचे शदशा कोसाइन्सची (Direction cosines)    : िर एखािा वे्हक्टर 𝐴̅  = ai + bj + ck   म्हिून प्टिला गेला असेल, 

प्टिथे a, b आप्टि c हे अनुिमे x, y आप्टि z ऍन्िस चे घटक आहेत, तर त्या वे्हक्टरचे प्टिशा कोसाइन खालीलप्रमािे प्टिले 

िातात:  

      खालील सूिे िापरून वे्हक्टरचे प्टिशा कोसाइन्स काढले िातात.     

              cos 𝛼 = l = 
𝑎

𝑟
   ,   cos𝛽  =  m =  

𝑏

𝑟
   ,    cos 𝛾   =  n =     

𝑐

𝑟
   

   िेथे  r ही वे्हक्टर 𝐴̅   ची  मॅप्टियुि् आहे   r =  √𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 

सोडवलेले उदाहरण (Examples):  

उदाहरण 3.3: शदलेल्या वे्हक्टरची मॅशियुड् (Magnitude) आशण शदशा कोसाइन्सची (Direction cosins) शोिा:           

                            𝐀̅   =  3i−4j+5k: 

 उत्तर:    प्टिलेले  वे्हक्टर     𝐴̅   =3i−4j+5k: 

           मॅप्टियुि् (Magnitude) : r =√32 + (−4)2 + 52  

                                                             =  √9 + 16 + 25   

                                                             = √50  =  5√2          

           प्टिशा कोसाइन्स (Direction cosins)    :  l =    
𝑎

𝑟
   =     

3

5√2
   , 

                                                                          m =  
𝑏

𝑟
    =

−4

5√2
,  

                                                                            n =   
𝑐

𝑟
 =  

5

5√2
  

  ∴    प्टिलेल्या वे्हक्टरची मॅप्टियुि् (Magnitude)  =  5√2    आप्टि प्टिशा कोसाइन्सची (Direction cosines) 

                                 
3

5√2
   ,

−4

5√2
,  ,   

5

5√2
   आहेत.  

उदाहरण 3.4: एक असा  वे्हक्टर 𝑽̅  शोिा शक ज्याची मॅशियुड् (Magnitude) 32  आशण शदशा कोसाइन्स (Direction 

cosins)    
𝟓

𝟖
  , 

−𝟑

𝟖
 आशण 

𝟕

𝟖
   आहेत .    

उत्तर:  प्टिलेले वे्हक्टर ची मॅप्टियुि् r = 32   

आप्टि  प्टिशा कोसाइन्सची (Dirction cosins)   l =    
5

8
  ,  m  =   

−3

8
 आप्टि      𝑛  =   

7

    8
   आहेत .    

                             cos 𝛼 = l =    
𝑎

𝑟
         

                                         
5

8
   =  

𝑎

32
     

                                         a  =   
5

8
× 32     =  20                             

           तसेच             cos 𝛽 = m  =    
𝑏

𝑟
        

                                           - 
3

8
   = 

𝑏

32
     

                                        b  =   
−3

8
× 32     =  - 12    

           तसेच             cos 𝛾 = n  =    
𝑐

𝑟
         

                                          
7

8
   = 

𝑏

32
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                                          c    =   
7

8
× 32     =  28    

  आपल्याला  िे वे्हक्टर  V̅ काढायचे आहे त्याचे प्टिशाप्टनिेश गुिोत्तर (Dirction ratio)  20, -12 आप्टि 28  आहेत म्हिून आपल्याला  

िे वे्हक्टर  V̅ काढायचे ते  = 20 i-   12 j + 28k आहे 

 सरावासाठी उदाहरणे (Example for practice) 

Q.1: प्टिलेल्या वे्हक्टरची मॅप्टियुि् (Magnitude) आप्टि प्टिशा कोसाइन्सची (Direction cosins) शोर्ा:  

                                          𝑎̅   =   2 i  − 4j  +  2k    

Q.2: एक असा  वे्हक्टर V̅  शोर्ा प्टक ज्याची मॅप्टियुि् (Magnitude) 25  आप्टि प्टिशा कोसाइन्स (Direction cosins )                                 

             
2

5
   , 

−1

5
  आप्टि  

4

5
     आहेत .     

3.2 2 वे्हक्टरचे प्रकार (Types of vectors):  

1. शून्य वे्हक्टर (Zero Vector): शून्य वे्हक्टर हा एक वे्हक्टर असतो ज्याची मॅप्टियूि (Magnitude) शून्य असते आप्टि 

वे्हक्टरचा प्रारंभ प्टबंिू आप्टि समाप्ती प्टबंिू एकसारखे असतात. िुसर या शब्ांत  𝐴𝐵̅̅ ̅̅   साठी पॉईंट A चे कोऑिीनेट प्टबंिू B  

प्रमािेच आहेत तर वे्हक्टर 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ̅  ला  शून्य वे्हक्टर असल्याचे म्हटले िाते आप्टि शून्य वे्हक्टर   0̅  ने  िारे िशशप्टिले िाते.    

2. युशनि वे्हक्टर (Unit Vector): युप्टनट वे्हक्टर हा एक वे्हक्टर असतो ज्याची मॅप्टियूि (Magnitude) 1 असते बहुतेकिा ती 

मॅप्टियुि् प्टनप्टिशष्ट न करता िागेत प्टिशा प्टनप्टिशष्ट करण्यासाठी िापरली िाते.  युप्टनट वे्हक्टर सामान्यत: "हॅट" प्टचन्ह (^) प्टकंिा 

लहान अक्षर म्हिून िशशिले िातात ज्याची माप 1 असते. आपल्याकिे वे्हक्टर a = (x, y) असल्यास आपि त्यास त्याच्या 

मॅप्टियुि्नुसार प्टिभाप्टित करून युप्टनट िेक्टर बनिू शकता. प्टिलेल्या वे्हक्टसशचे युप्टनट वे्हक्टर काढण्याचे सूि खालील प्रमािे 

आहे.     

                                                  𝑎̂   =     
𝑎⃗ 

|𝑎 ⃗⃗  ⃗|
  

                                                 
                                                                     Fig.3.4: युशनि वे्हक्टर 

3.पोशजशन वेक्टर (Position vectors : जर वे्हक्टर 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗  हे शनशदगष्ट् करण्यासाठी वापरले जाते .  A शबंदूची स्तस्क्थती दुसर् या 

शबंदू     

O शी संबंप्टर्त आहे हे प्टनप्टिशष्ट करण्यासाठी िापरले िाते.  या OA ला ओररप्टिन म्हिून संिप्टभशत A चे पोप्टझशन वे्हक्टर    म्हितात. 

आकृती मधे्य 𝑎  = 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ आप्टि 𝑏⃗  = 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ हे अनुिमे A आप्टि B पोप्टिशन वे्हक्टर आहेत.  वे्हक्टर AB खालीलप्रमािे प्टनर्ाशररत 

करू शकतो.      

                                                         
                                                                Fig.3.5: पोशझिन वे्हक्टर                  

                     आकृती- 5 िरून           𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗  + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗   = 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗                   

                                                         𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗   =   𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  -  𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗                               

                                                          𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗   =   𝑏⃗     -  𝑎    
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3. इक्वल वे्हक्टर (Equal vectors)  िोन वे्हक्टर     आप्टि    त्यांच्याकिे इक्वल मॅप्टियुि्  आप्टि  िायरेक्शन असल्यास 

इक्वल असल्याचे म्हटले िाते. िर    आप्टि  इक्वल वे्हक्टर असतील तर    =        

4. लाइक वे्हक्टर )Like Vector( : प्टिलेल्या  वे्हक्टसशला  लाइक वे्हक्टसश असे म्हितात  िेव्हा  त्यांच्याकिे समान प्टिशा (same 

direction) असतात,   त्यांचे मॅप्टियुि् (𝑚𝑎𝑔𝑛𝑖𝑡𝑢𝑑𝑒 ) काहीही असू शकते . आकृती  - 6-मधे्य  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  आप्टि  𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗  वे्हक्टसश  

सारखे आहेत, िरी त्यांचे मॅप्टियुि् सारखे नाही.  

5. वे्हक्टरचा नकारात्मक )Negative of a Vector( : ):   ला  वे्हक्टरचा नकारात्मक (Negative of a Vector) असे 

म्हितात, िेव्हा िोन वे्हक्टरचेि समान असते, परंतु त्यांची प्टिशा एकमेकांच्या प्टिरोर्ी असते.  

    खाली प्टिलेल्या Fig.3.6  मधे्य    ,    =   -                                    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.3.6: लाइक वे्हक्टर आशण वे्हक्टरचा नकारात्मक  

6. समानांतर आशण होमोशजशनयस वे्हक्टर( Parallel and collinear vector): वे्हक्टर 𝑎  आप्टि 𝑏⃗  समानांतर असतात 

िर कोित्याही िास्तप्टिक n  संखे्यसाठी  पुढील संबंर् लागू होत असेल ,n .    =  n  .      

          a.   n>0 असेल, तर वे्हक्टर  आप्टि  यांना समान प्टिशा असेल. 

b.  n<0 असेल, तर वे्हक्टर   आप्टि   यांना प्टिरोर्ी प्टिशा असेल.  

7. को-इनीशशयल वे्हक्टर (Co –Initial Vectors): को-इनीप्टशयल वे्हक्टर हे वे्हक्टर असतात ज्यांचा प्रारंभ (सुरूिात) प्टबंिू 

समान असतो, पि त्यांची प्टिशा(Dirction) प्टकंिा मापे (Magnitude) िेगळी असू शकतात. िर िोन प्टकंिा अप्टर्क वे्हक्टर 

समान प्टबंिूिरून सुरू होत असतील, तर त्यांना को-इनीप्टशयल वे्हक्टर म्हितात. उिाहरिाथश, वे्हक्टर OA आप्टि OB हे को-

इनीप्टशयल आहेत कारि ते िोन्ही प्टबंिू O िरून सुरू होतात. 

सोडवलेले उदाहरण (Examples) 

उदाहरण 3.5: शदलेल्या वे्हक्टरच्या शदशेने असलेले  युशनि वे्हक्टर (Unit Vector) शोिा: 𝒂⃗⃗   = 4i + 3j + k    

उत्तर: प्टिलेले  वे्हक्टर  𝑎   = 4i + 3j + k   = xi + yj + zk  

                           |𝑎 | =  √𝑥2 + 𝑦2+𝑧2  

                                 =   √16 + 9 + 1 

                            |𝑎 | = √26                    

   प्टिलेल्या वे्हक्टसशचे युप्टनट वे्हक्टर खालील प्रमािे आहे.  

                          𝑎̂  =   
𝑎

|𝑎⃗ |

⃗⃗  ⃗
 =  

4i + 3j + k   

√26
  

                     𝑎̂    =  
4

√26
i+  

4

√26
𝑗+  

4

√26
𝑘 

 

उदाहरण 3.6: शदलेल्या वे्हक्टरच्या शदशेने असलेला परंतु ज्याचे मॅप्टियुि् 12 आहे असा वे्हक्टर शोिा: 

                                         𝒂⃗⃗ = 𝟐i - j +2 k    

उत्तर:  प्टिलेले  वे्हक्टर  𝑎   = 2i - j +2 k   = xi + yj + zk  
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                           |𝑎 | =  √22 + (1)2+(2)2  

                                 =   √4 + 1 + 4 

                           |𝑎 | = √9       =3              

 ∴      प्टिलेल्या वे्हक्टसशचे युप्टनट वे्हक्टर खालील प्रमािे आहे.  

                       𝑎̂  =   
𝑎

|𝑎⃗ |

⃗⃗  ⃗
 =  

𝟐𝐢−𝐣 + 𝟐𝐤   

3
  

                             =  
2

3
𝑖 -  

1

3
𝑗+  

2

3
𝑘     

         वे्हक्टर ज्याचे  मॅप्टियुि् 12 आहे  = 12𝑎̂ 

                         12𝑎̂  = 12(
2

3
 i -  

1

3
𝑗+  

2

3
𝑘 )    

                            𝑐    =  8i - 4j  +8𝑘 

        ∴     𝑐      =  8i - 4j  +8𝑘  वे्हक्टर ज्याचे  मॅप्टियुि् 12 आहे   

सरावासाठी उदाहरणे (Example for practice)    

a) प्टिलेल्या वे्हक्टरच्या प्टिशेने असलेला परंतु ज्याचे मॅप्टियुि् 7 आहे असा वे्हक्टर शोर्ा: 

                          𝒂⃗⃗   =  5i  - j  +  2 k   

b) िर  P(1, 2, 3) आप्टि Q(4, 5, 6) हे  प्टबंिू असतील, तर   𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ वे्हक्टरच्या प्टिशेने असलेला युप्टनट िेक्टर शोर्ा: 

3.3 वे्हक्टरचे बीजगशणत (Algebra of vectors) 

3.3.1 1 वे्हक्टर ची बेरीज (Addition of vector) 

वे्हक्टर बेरजेचा शिकोण शनयम (Triangle law of vector addition)  

समिा Fig.3.7 मधे्य िाखिल्या  प्रमािे      आप्टि  कोितेही िोन वे्हक्टर आहेत.  प्टबंिू A प्टनििा िेिेकरून 𝑎 = 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ आप्टि 

प्टबंिू C प्टनििाल तर 𝑏⃗    =    𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗   वे्हक्टर        and   ची बेरीि,  𝑎 + 𝑏⃗     ही वे्हक्टर  𝑜𝑐⃗⃗⃗⃗     आहे. अशा प्रकारे िोन वे्हक्टरची 

बेरीि    and      ही प्टिकोि प्टनयम (Triangle Law of Addition) िापरून करू शकतो 

                                                                   
Fig.3.7: वे्हक्टर बेरजेचा शिकोण शनयम 

3.3.22  पॅरालेलोग्राम शनयमानुसा बेरीज (Parallelogram Law of Addition of Vectors) िर िोन वे्हक्टर समान असतील, 

तर त्यांची मॅप्टियुि् (Magnitude) आप्टि प्टिशा (Direction) िोन्ही समान असतात. परंतु ते एकमेकांच्या समांतर असतात. 

खाली प्टिलेला Fig.3.8 मधे्य पॅरालेलोग्राम OACB बघा, आपल्याकिे OA + AC = OC आहे, पि AC = OB आप्टि OA + OB = 

OC आहे. िर िोन वे्हक्टर 𝑎   आप्टि  𝑏⃗   हे  समांतर आप्टि प्टिशामधे्य िशशप्टिल्यानुसार मॅप्टियुि् (Magnitude) आप्टि प्टिशा 

(Direction)  नुसार िोन ििळील बािू ररपे्रझेि करत असतील  ,तर त्यांची बेरीि 𝑎   +  𝑏⃗   त्याच्या माप आप्टि प्टिशा मधे्य 

समानांतर चतुभुशिाच्या प्टतरकस रेषेने िशशिले िातात .   
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Fig.3.8: पॅरालेलोग्राम शनयमानुसा बेरीज 

3.2.3 वे्हक्टर वजाबाकी (Subtraction of Vectors): : समिा खाली प्टिलेल्या Fig.3.9 मधे्य िाखिल्या  प्रमािे  िर  वे्हक्टर  

  हे  िेक्टर  किून ििा करायचा असेल तर त्यांचा फरक वे्हक्टर   प्टमळू शकतो., वे्हक्टर and -  िोिून.  

वे्हक्टर -  एक वे्हक्टर आहे िो वे्हक्टरच्या समान आप्टि समांतर आहे परंतु त्याचा ॲरो → टोक प्टिरुि प्टिशेला िशशप्टिते 

आता वे्हक्टर   आप्टि  -  हेि-टू-टेल प्टनयमांिारे िोिले िाऊ शकते. म्हिून, रेषा AC, पररमाि आप्टि प्टिशा मधे्य, 

वे्हक्टरचे  ररपे्रझेि करते   . 

 
Fig.3.9: वे्हक्टर वजाबाकी 

3.2.4  वे्हक्टरचे गुणाकार  से्कलरसह ( Multiplication of a Vector by a Scalar): एक  𝑎  प्टिलेले वे्हक्टर आप्टि ʎ हा 

से्कलर आहे. तर ʎ 𝑎 , हा वे्हक्टरआप्टि से्कलर यांचा गुिाकार म्हििेच 𝑎  वे्हक्टर चा ʎ से्कलरने गुिाकार करिे.. हे लक्षात ठेिा 

की, ʎ 𝑎  िेखील एक वे्हक्टरआहे, िो, 𝑎  वे्हक्टरसोबत समान रेषेत (Collinear) आहे . िेव्हा एक वे्हक्टर 𝑎  एका से्कलर λ ने 

गुिाकार केला िातो, तेव्हा ʎ  हा वे्हक्टर त्या 𝑎  वे्हक्टराच्या समान रेषेत (Collinear) असतो, परंतु त्याची प्टिशा λ च्या मूल्यािर 

अिलंबून असते: तसेच, वे्हक्टर  ʎ 𝑎  चा पररमाि  | ʎ | िेळा िेक्टर 𝑎 ⃗⃗⃗  , च्या पररमािाच्या बरोबरी असतो, म्हििेच , |ʎ𝑎 | = | ʎ ||𝑎 | A 

से्कलरने एक सप्टिश गुिाकार करण्याचे भूप्टमप्टतक दृश्य प्टिले िाते. 

 

Fig.3.10: वे्हक्टरचे गुणाकार  से्कलरसह 

िेव्हा ʎ = – 1, तेव्हा ʎ = – , िे एक सप्टिश आहे ज्याचे पररमाि  च्या पररमाि समान आहे आप्टि त्याची प्टिशा   च्या प्टिशेच्या 

उलट आहे. वे्हक्टर –  ला वे्हक्टर  चा नकारात्मक (एप्टिप्टटव्ह इनव्हसश ) वे्हक्टर म्हितात आप्टि आपल्याला नेहमीच प्टमळते    

 + (– ) = (– ) +  =  

सरावासाठी उदाहरणे  

Q. शदलेल्या वे्हक्टरच्या बेरजेच्या शदशेने असलेले युशनि वे्हक्टर (Unit Vector) शोिा: 

      𝑎   =  2i  -2 j  + 5 k             𝑏⃗   =  2i  - j  +  3 k  

3.4 दोन वे्हक्टरचा से्कलर (डॉि) प्रॉडक्ट )Scalar(dot) product of two vector(:            

िर  𝑎   = a1i + a2j + a3  k   आप्टि  𝑏⃗   =  b1 i +  b2j + b3 k    हे िोन वे्हक्टर आहेत .  

तर    𝑎   .   𝑏 ⃗⃗⃗      =  ( a1i + a2j + a3  k ).(   b1 i +  b2j + b3 k)  

              𝑎   .   𝑏 ⃗⃗⃗   = (a1i + a2j + a3k).(b1i+b2j +b3k) 

                          = a1b2(𝑖. 𝑖)   + a1b2(𝑖. 𝑗)  + a1b3(𝑖. 𝑘)  +  a2b1(𝑗. 𝑖)   + a2b2  (j.𝑗)  + a2b3  (𝑗. 𝑘)   
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                             + a3b1(𝑘. 𝑖)   + a3b2  (k.𝑗)  + a3b3  (k.𝑘)   

 

 

               

                             𝑎 . 𝑏 ⃗⃗⃗      =  ( a1)( b1 )+ (a2 )(b2 )+( a3 )( 𝑏3  )  

उदाहरण 3.7 :  जर  𝒂⃗⃗   = 2i  -3j + 4  k   आशण  𝒃⃗⃗     =  3 i +  4j + 2  k   तर शोिा:   𝒂⃗⃗   .   𝒃 ⃗⃗  ⃗ 

उत्तर:  प्टिलेले  वे्हक्टर       𝑎   = 2i  -3j + 4k   आप्टि  𝑏⃗   =  3i +  4j + 2k 

                                   Then    𝑎   .   𝑏 ⃗⃗⃗        = (2i -3j + 4k) (3 i + 4j + 2k)  

                                                                = (2)(3) + (-3) (4) + (4)(2)  

                                                                = 6 -12 + 8   

                                            𝑎   .   𝑏 ⃗⃗⃗           = 2       

सरावासाठी उदाहरणे (Example for practice)    

1)   िर    𝑎   = 3i + 4j + 5k   आप्टि  𝑏⃗     =   i +  3j +  k    तर  शोर्ा:   𝑎   .   𝑏 ⃗⃗⃗      

 2)  िर  𝑎   = 3i    - j +   k    आप्टि  𝑏⃗     =   i +  3j +  k,    तर शोर्ा:   (𝑎   + 𝑏 ⃗⃗⃗    )( 𝑎   -  𝑏 ⃗⃗⃗   )    

3.4.1 एका वे्हक्टरचा दुसर्या वे्हक्टर प्रोजेक्शन )Projection  of one vector on another vector(:  

समिा खाली  प्टिलेल्या Fig.3.11 मधे्य  𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ वे्हक्टर प्टिलेल्या प्टनिेशांक रेषे l च्या प्टिशेशी 𝜃  कोन बनप्टितो, िो उलया प्टिशेने 

(Anticlockwise) आहे. तर, 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ वे्हक्टरचा रेषl l  िरचा प्रोिेक्शन )Projection( 𝑞  असेल. ज्याची मॅप्टियुि् |𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗|COS𝜃  

असेल. तसेच, वे्हक्टर q चा प्टिशा रेषेl च्या प्टिशेशी समान असेल. प्रोिेक्शन वे्हक्टर हा θ कोनािर अिलंबून असतो, आप्टि  𝑞  

हा प्रोिेक्शन वे्हक्टर म्हिून ओळखला िातो.  

 
                                                      Fig.3.11: वे्हक्टर प्रोजेक्शन                     

लक्षात ठेवा(Remember):  

1. िर वे्हक्टर  𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ हा प्टनिेशांक रेषे l च्या प्टिशेशी  θ = 0 कोन  बनप्टित असेल, तर  𝑃𝑄⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  चा प्रोिेक्शन वे्हक्टर  𝑃𝑄⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    

स्वतः च  होईल. 

2. िर वे्हक्टर  𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ हा प्टनिेशांक रेषे l च्या प्टिशेशी  θ = 𝜋  कोन  बनप्टित असेल, तर  𝑃𝑄⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  चा प्रोिेक्शन वे्हक्टर  𝑄𝑃 ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗   

होईल. 

3.  िर वे्हक्टर  𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ हा प्टनिेशांक रेषे l च्या प्टिशेशी  θ = 
𝜋

2
    θ = 

3𝜋

2
   कोन  बनप्टित असेल, तर  𝑃𝑄⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  चा प्रोिेक्शन             

वे्हक्टर  शून्य होईल. 

4.  एक  वे्हक्टरचे प्रोिेकर्न िुसरया  वे्हक्टरिर खालील सूिे िापरून काढली िातात.   

           i)  वे्हक्टर 𝑎   चे वे्हक्टर 𝑏⃗  िरील प्रोिेकर्न    =  
𝑎⃗⃗   .   𝑏 ⃗⃗⃗  

  |𝑏⃗⃗ |
    

परस्पर लंब (Mutually perpendicular) युशनि वे्हक्टरसाठी:                          

𝑖̂ .  𝑖̂  =    1         𝑗̂ .  𝑗̂     =   1            𝑘̂ .  𝑘̂     =   1  

 𝑖̂ .  𝑗̂  =    0       𝑗̂ .  𝑘̂     =    0           𝑘̂ .  𝑖̂     =    0             
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       ii )  वे्हक्टर 𝑏⃗   चे वे्हक्टर 𝑎  िरील प्रोिेकर्न    =  
𝑎⃗⃗   .   𝑏 ⃗⃗  ⃗

  |𝑎⃗⃗ |
      

सोडलेले  उदाहरणे 

उदाहरण 3.8: वे्हक्टर   𝒂⃗⃗   =  2i  - j  + 3 k  चा दुसर्या वेक्टर  𝒃⃗⃗     =  i  - 2j  + 2 k वरचा प्रोजेकिन काढा  .  

उत्तर:    प्टिलेले  वे्हक्टर         𝑎   =  2i  - j  + 3 k    आप्टि    𝑏⃗     =  i  - 2j  + 2 k   

      वे्हक्टर 𝑎   चे वे्हक्टर 𝑏⃗  िरील प्रोिेकर्न    =  
𝑎⃗⃗   .   𝑏 ⃗⃗⃗  

  |𝑏⃗⃗ |
  =   

𝑎⃗   .   𝑏 ⃗⃗  ⃗

  |𝑏⃗ |
      

 ,                                                          |𝑏⃗ | =  √(1)2 + (−2)2+(2)2  

                                                                =   √1 + 4 + 4 

                                                      |𝑏⃗ | = √9   = 3       

               तसेच            𝑎   .   𝑏 ⃗⃗⃗       = (2i - j + 3 k) (i - 2j + 2 k) 

                                                   = (2)(1)   + (-1) (-2) +(3) (2)  

                                                   =   2 + 2 + 6  

                                   𝑎   .   𝑏 ⃗⃗⃗      = 10 

               वे्हक्टर 𝑎   चे वे्हक्टर 𝑏⃗  िरील प्रोिेकर्न   =   
𝑎⃗   .   𝑏 ⃗⃗  ⃗

  |𝑏⃗ |
    

    ∴         वे्हक्टर 𝑎   चे वे्हक्टर 𝑏⃗  िरील प्रोिेकर्न   =   
10

  3
   

उदाहरण 3.9: जर 𝒂⃗⃗   =  i  + j  +  k   आशण   𝒃⃗⃗     =  i  - j  - k   शदलेले वे्हक्टर असतील  तर वे्हक्टर 𝒃⃗⃗   चे वे्हक्टर 𝒂⃗⃗          

                 वरील प्रोजेकिन काढा  

उत्तर:  :   प्टिलेले  वे्हक्टर    𝑎⃗⃗   =  i  + j  +  k    आप्टि    𝑏⃗     =  i  - j  - k   

             वे्हक्टर 𝑏⃗   चे वे्हक्टर 𝑎  िरील प्रोिेकर्न    =  
𝑎⃗⃗   .   𝑏 ⃗⃗  ⃗

  |𝑎⃗⃗ |
      

                         |𝑎 | =  √(1)2 + (1)2+(1)2  

                           =   √1 + 1 + 1 

                  |𝑎 | = √3         

     तसेच    𝑎   .   𝑏 ⃗⃗⃗    = (i + j + k) (i - j -  k) 

                          = (1)(1)   + (1) (-1) + (1) (-1)  

                          = 1 -1 -1  

                   𝑎   .   𝑏 ⃗⃗⃗     = -1 

             वे्हक्टर 𝑏⃗   चे वे्हक्टर 𝑎  िरील प्रोिेकर्न    =   
𝑎⃗   .   𝑏 ⃗⃗  ⃗

  |𝑎⃗ |
    

∴              वे्हक्टर 𝑏⃗   चे वे्हक्टर 𝑎  िरील प्रोिेकर्न        =   
−1

√3  
 

3.4.2 दोन वे्हक्टर मिील कोन से्कलर (डॉि) गुणाकाराचा वापर करून( Angle between two vector using scalar 

(dot)  product): 

   िोन नॉन-प्टझरो िेक्टर 𝑎   आप्टि  𝑏 ⃗⃗⃗    चा से्कलर गुिाकार (dot product) 

  पुढीलप्रमािे िशशप्टिला िातो:      =  

इथे  𝜃 हा िेक्टर 𝑎   आप्टि  𝑏  ⃗⃗⃗⃗ कोन आहे. θ चा िेिी (range) 0 ≤ θ ≤ π असते.                     

लक्षात ठेवा(Remember): 

          a.  िोन वे्हक्टरचा से्कलर िॉट (Scalar dot) प्रॉिक्ट हा एक से्कलर असतो. 

                   𝑎   .   𝑏 ⃗⃗⃗     से्कलर आहे. कारि     |𝑎 | , |𝑏⃗ | , cos 𝜃   हे सिश से्कलर आहेत. 
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b) िर 𝑎   आप्टि  𝑏 ⃗⃗⃗   हे िोन नॉन-प्टझरो वे्हक्टर असतील,  आप्टि  िर   𝑎   .   𝑏 ⃗⃗⃗    =   0 असेल तर प्टिलेले 

    वे्हक्टर  𝑎   आप्टि  𝑏 ⃗⃗⃗    एकमेकांना लंब (perpendicular ) असतात  .    

a. िोन वे्हक्टर  𝑎   आप्टि     𝑏 ⃗⃗⃗       मर्ील कोन θ खालील सूि िापरून काढला िातो :    

                         Cos  𝜃    =  
𝑎⃗   .   𝑏 ⃗⃗  ⃗

|𝑎⃗ |   .|𝑏⃗ |
       or   𝜃 =  𝑐𝑜𝑠−1 [

𝑎⃗   .   𝑏 ⃗⃗  ⃗

|𝑎⃗ |   .|𝑏⃗ |
] 

सोडलेले उदाहरणे   

उदाहरण 3.10: प्टिलेले  वे्हक्टर  𝒂⃗⃗  ⃗  = 4i  - 3j + 2k   आशण  𝒃⃗⃗    =  i +  4j + 4k एकमेकांना  लंब (Perpendicular) आहेत 

असे दाखवा.      

उत्तर:  प्टिलेले  वे्हक्टर     𝑎   = 4i  - 3j + 2k   आप्टि  𝑏⃗     =  i +  4j + 4k   

                        𝑎   .   𝑏 ⃗⃗⃗     = (4i - 3j + 2k) ( i +  4j + 4k  ) 

                                       = (4)(1) + (-3) (4) +( 2) (- 4)  

                                       = 4 - 12   +    8  

                                       =   0   

                         𝑎   .   𝑏 ⃗⃗⃗     =   0   

         िोन वे्हक्टर 𝑎   आप्टि  𝑏 ⃗⃗⃗    चे  से्कलर िॉट (Scalar dot) प्रॉिक्ट  शून्य आहे  .  

                 ∴ िोन वे्हक्टर एकमेकांना लंब  (Perpendicular) आहेत. 

उदाहरण 3.11: प्टिलेले  वे्हक्टर    𝒂⃗⃗⃗⃗  ⃗   =  𝒊  −  𝒋 +  𝜷𝒌  आशण  𝒃⃗⃗   =  i +  2j -  k एकमेकांना  लंब (Perpendicular)  

असतील   तर 𝜷  चे मूल्य काढा . 

उत्तर  :  प्टिलेले  वे्हक्टर     𝑎   = i  - j +   k   ,  𝑏⃗   =  i +  2j -  k  

िर   𝑎   .   𝑏 ⃗⃗⃗    =   0  असेल तर  प्टिलेले  वे्हक्टर  𝑎   आप्टि  𝑏 ⃗⃗⃗    एकमेकांना लंब (Perpendicular ) असतात   

                   𝑎   .   𝑏 ⃗⃗⃗    =    (i  - j +  𝛽 k   ) (  i +  2j -  k)  = 0  

                         (1)(1)   + (-1) (2)  +  ( 𝛽)(- 1 ) = 0  

                                                      1   -2    -  𝛽 = 0  

                                                             -1  -  𝛽 = 0  

                                                           ∴        𝛽 =  -1 

   ∴        𝛽 =  -1   या  मूल्यसाठी   प्टिलेले वे्हक्टसश  एकमेकांना  लंब  असतील 

उदाहरण 3.12:  दोन वे्हक्टसग  𝒂⃗⃗ = 𝒊 −  𝒋  +   𝒌   आशण 𝒃⃗⃗     =  i + j -  k यांमिील कोनाचा कोसाइन (cosine) काढा.  

 उत्तर: प्टिलेले  वे्हक्टर   𝑎   =  i  - j  +  k   आप्टि    𝑏⃗     =  i +  j -  k    

                       |𝑎 | =  √(1)2 + (−1)2+(1)2  

                             =   √1 + 1 + 

                       |𝑎 | = √3                    

  तसेच               |𝑏⃗ | =  √(1)2 + (1)2+(−1)2  

                            =   √1 + 1 + 1 

                         |𝑏⃗ | = √3        

   तसेच      𝑎   .   𝑏 ⃗⃗⃗       = (i - j + k) (i + j -  k) 

                                  = (1)(1)   + (-1) (1) + (1) (- 1)  

                                  = 1 -1 - 1 

                    𝑎   .   𝑏 ⃗⃗⃗     = -1  

  िोन वे्हक्टर  𝑎   आप्टि     𝑏 ⃗⃗⃗       मर्ील कोन θ खालील सूि िापरून काढला िातो.    
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                            Cos  𝜃    =  
𝑎⃗   .   𝑏 ⃗⃗  ⃗

|𝑎⃗ |   .|𝑏⃗ |
               

                                          =    
−1

   .√3 √3
    =     

−1

3
                           √𝑎 √𝑎  =  a 

                              Cos  𝜃  =   
−1

3
  

                                      𝜃  =  𝑐𝑜𝑠−1 [
−1

3
] 

िो न वे्हक्टर  𝑎   प्टि  𝑏 ⃗⃗⃗     मर्ील कोन    𝜃  = 𝑐𝑜𝑠−1 [
−1

3
] आहे 

सरावासाठी उदाहरणे 

1. िोन वे्हक्टसश 𝑎   =  i  -2 j  +3 k आप्टि 𝑏⃗   =  3i  - 2j  +  k  यांमर्ील कोनाचा कोसाइन (cosine) काढा. 

3.4.3 से्कलर डॉि प्रॉडक्टचे गुणिमग (Properties of scalar product):   

1. से्कलर िॉट (Scalar dot) प्रॉिक्ट कमु्यटेप्टटि आहे (Scalar product is commutative) 

                           i.e.      𝑎   𝑏⃗      =      𝑏 ⃗⃗⃗    .   𝑎                 

2. से्कलर िॉट (Scalar dot) प्रॉिक्टअ ॅप्टिशनिर प्टितरीत होतो (Scalar product is distributing over addition)   

                         𝑎   .  ( 𝑏 ⃗⃗⃗    + 𝑐 ⃗⃗  )  =  𝑎   .   𝑏 ⃗⃗⃗    +  𝑎   .   𝑐 ⃗⃗  

  3 िेव्हा कोित्याही िोन वे्हक्टरस् 𝑎    आप्टि   𝑏⃗    असतात, आप्टि कोितीही से्कलर संखे्यची  तेव्हा: 

सोडलेले उदाहरणे   

उदाहरण: जर  𝒂⃗⃗  आशण 𝒃⃗⃗  शदलेले वे्हक्टसग असतील , |𝒂⃗⃗ | =2 , |𝒃⃗⃗ | =3   आशण    𝒂⃗⃗   .   𝒃 ⃗⃗  ⃗  = 4  तर   |𝒂⃗⃗ − 𝒃⃗⃗ |  

चे मूल्य काढा.    

उत्तर: प्टिलेले      |𝑎 | =2   , |𝑏⃗ | =3    आप्टि   𝑎   .   𝑏 ⃗⃗⃗    =4   

                          |𝑎  − 𝑏⃗ |
2
    =  (𝑎  − 𝑏⃗ ) (𝑎  − 𝑏⃗ )   

                                          =  𝑎  𝑎    - 𝑎𝑏⃗⃗⃗⃗    -  𝑏𝑎  + 𝑏⃗  𝑏⃗  

                                           = |𝑎|2   - 𝑎𝑏⃗⃗⃗⃗    - 𝑎  𝑏+  |𝑏|2             by commutative  properties   

                                           = |𝑎|2   - 2 𝑎  𝑏+  |𝑏|2              

                                            = 22   - 2( 4) +  32 

                                            = 4 -8 +   9 

                                            = 5  

                   ∴     |𝑎  − 𝑏⃗ |
2
  = 5      

                  ∴     |𝑎  − 𝑏⃗ |   =  √5    

सरावासाठी उदाहरणे   

Q.1  िर  𝑎   =  i  - 3j  +  3 k   आप्टि   𝑏⃗   = 3 i + j - 5 k  तर  वे्हररफाय करा      𝑎   .   𝑏 ⃗⃗⃗    =  𝑏 ⃗⃗⃗    .   𝑎   

Q.2 िर  𝑎   =  i  - 3j  +  3 k   आप्टि   𝑏⃗     = 3 i + j - 5 k    आप्टि   𝑐     =  i + j +  k  तर  वे्हररफाय करा          

𝑎   .  ( 𝑏 ⃗⃗⃗    + 𝑐 ⃗⃗  )  =  𝑎   .   𝑏 ⃗⃗⃗    +  𝑎   .   𝑐 ⃗⃗  

Q.3   िर  𝑎    हा युप्टनट वे्हक्टर  आहे   आप्टि    (𝑥  − 𝑎 ) (𝑥  − 𝑎 )   =  8    तर    |𝑥 | चे  मूल्य शोर्ा ,   

5.5 वे्हक्टर (क्रॉस) प्रॉडक्ट  (Vector (cross) product of vector):  िर   𝑎 ⃗⃗⃗   आप्टि  𝑏⃗      हे िोन वे्हक्टर असतील तर 

िॉस प्रॉिक्ट    असतो आप्टि तो खालीलप्रमािे प्टिला िातो               

                                              𝑎  = a1i + a2j + a3k,                                                                                                                                                                                                                             

                                              𝑏⃗  = b1i+b2j+b3k 
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         = (a1i + a2j + a3k)x(b1i+b2j +b3k) 

                    = a1b2(𝑖 × 𝑖) + a1b2(𝑖 × 𝑗)  + a1b3(𝑖 × 𝑘)+  a2b1(𝑗 × 𝑖)   + a2b2  (j× 𝑗)  + a2b3  (𝑗 × 𝑘)   

                      +  a3b1(𝑘 × 𝑖)   + a3b2  (k× 𝑗)  + a3b3  (k× 𝑘)   

            but    i× 𝑖   =  0  ,  j× 𝑗  =0   ,   k× 𝑘  = 0      

            also      i × 𝑗    = k  ,   𝑗 × 𝑘   = I ,    k × 𝑖     = j    िर प्टिशा घड्याळाच्या प्टिरोर्ी प्टिशेने 

                        𝑗 × 𝑖  =  -k  ,   k × 𝑗   =-i      i × 𝑘   = -  j    िर प्टिशा घड्याळाच्या  प्टिशेने  

     = a1b2(0)  + a1b2(k) + a1b3(-j) +a2b1(−𝑘) + a2b2(0) + a2b3  (i)  +  a3b1(𝑗)   + a3b2  (-i)  + a3b3(0) 

                      =  a2b3 (i) +   a3b2  (-i)  + a3b1(𝑗) +  a1b3(-j) +   a1b2(k)  + a2b1(−𝑘) 

                      =  [a2b3  -  a3b2 ] (i)  +  [ a3b1-  a1b3](j)   + [a1b2   a2b1]𝑘 

                      = [a2b3  -  a3b2 ] (i)  -  [a1b3 - a3b1](j)   + [a1b2   a2b1]𝑘 

      आम्ही असे समीकरि म्हिून प्टनर्ाशरक स्वरूपात प्टलप्टहतो  

            𝑎 ⃗⃗⃗  ×  𝑏⃗   = |
𝑖 𝑗 𝑘
𝑎1 𝑎2 𝑎3

𝑏1 𝑏2 𝑏3

|  

उदाहरण.3.13:   जर   𝒂⃗⃗    =    2i + 4j   +2k   आशण    𝒃⃗⃗     =    2i + 3j   + k  शदलेले  वे्हक्टसग असतील  तर    𝒂 ⃗⃗  ⃗ ×  𝒃⃗⃗   

शोिा.    

उत्तर:   प्टिलेले  वे्हक्टसश  𝑎     =   2i + 4j   +2k     आप्टि   𝑏⃗     =    2i + 3j   + k   

                            𝑎 ⃗⃗⃗  ×  𝑏⃗   = |
𝑖 𝑗 𝑘
2 4 2
2 3 1

| 

                                        = [(4)(1) - (3)(2) ] i  -  [(2)(1) - (2)(2) ] j   + [(2)(3) - (2)(4) ]𝑘  

                                        = [ 4  -  6 ]  i  -  [2  -  4]  j   + [  6 – 8] k 

                        𝑎 ⃗⃗⃗  ×  𝑏⃗       =   - 2  I    -  2 j   -2 k  

उदाहरण 3.14: समांतरिुज चौकोनाचे के्षिफळ शोिा ज्याच्या ऍडजेसन्ट बाजूचे वे्हक्टर खालीलप्रमाणे शदले आहेत 

           𝒂⃗⃗   =  i -  2 j  +3k  आशण    𝒃⃗⃗   = 2i +j  - 4k.   

 उत्तर:  प्टिलेले वे्हक्टसश     

                          𝑎   =  i -  2 j  +3k      आप्टि    𝑏⃗     =    2i +j  - 4 k   

                        𝑎 ⃗⃗⃗  ×  𝑏⃗   = |
𝑖 𝑗 𝑘
1 −2 3
2 1 −4

| 

                                    = [(-2)(-4) - (1)(3) ] i  -  [(-4)(1) - (2)(3) ] j   + [(1)(1) - (2)(-2) ]𝑘  

                                    =  [ 8  - 3 ]  i  -  [-4  - 6]  j   + [  1 +4] k 

                                    =  [5 ]  i  -  [-10]  j   + [  5] k 

                                    = 5  i +10  j   +5  k   =    xi  + yj   +zk    

                 | 𝑎 ⃗⃗⃗  ×   𝑏⃗ |    =   √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2    =   √52 + 102 + 52     

                                                           =   √25 +   100 + 25   

                                                           =   √150   

       समांतरभुि चौकोनाचे के्षिफळ  (Area of parallelogram)  =   5√6 

उदाहरण 3.15:   जर 𝒂⃗⃗   =  i +  2 j  +3k  आशण  𝑏  =  2i +  3 j +  5 k  शदलेले  वे्हक्टसग असतील तर  𝒂 ⃗⃗  ⃗  आशण 𝒃⃗⃗   वे्हक्टर 

यांना लंब (Perpendicular) असलेला युशनि वे्हक्टर शोिा.   

उत्तर:  प्टिलेले  वे्हक्टसश   𝑎   =  i +  2 j  +3k      आप्टि    𝑏⃗   =  2i +  3 j +  5 k   
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                     𝑎 ⃗⃗⃗  ×  𝑏⃗   = |
𝑖 𝑗 𝑘
1 2 3
2 3 5

| 

                                  = [10 - 9]i  - [5  - 6 ]j  + [3 - 4]k 

                                  = i + j – k = xi + yj +zk    

            | 𝑎 ⃗⃗⃗  ×   𝑏⃗ |    =   √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2    =   √12 + 12 + (−1)2     

                                  =   √1 + 1 + 1   

                                  =       √3   

िोन्ही वे्हक्टरला लंब (Perpendicular )असलेला वे्हक्टर    =  𝑛̂  =  
𝑎 ⃗⃗  ⃗×  𝑏⃗ 

| 𝑎 ⃗⃗  ⃗×  𝑏⃗ |
 

                                                                                            =   
i    +    j    −    k

√3
 

                                                                      𝑛̂       =  
1

√3
𝑖 + 

1

√3
𝑗 − 

1

√3
𝑘       

उदाहरण 3.16   खाली शदलेल्या दोन्ही वे्हक्टरला लंब (Perpendicular) असलेला, ज्याची मॅशियूड (Magnitude) 18        

आहे असा वे्हक्टर शोिा.  𝒂⃗⃗   = 3 i + j -4k  आशण   𝒃⃗⃗  = 6i +5j - 2k.   

उत्तर:   प्टिलेले  वे्हक्टसश  𝑎   = 4 i -  j  + 3k      आप्टि    𝑏⃗   = - 2i +  j  -2  k   

                                  𝑎 ⃗⃗⃗  ×  𝑏⃗   = |
𝑖 𝑗 𝑘
4 −1 3

−2 1 −2

| 

                                              = [2- 3 ]  i  -  [- 8 + 6  ]  j   + [ 4 - 2  ] k 

                                              = -1  i   + 2  j   +2 k   =    xi  + yj   +zk    

        | 𝑎 ⃗⃗⃗  ×   𝑏⃗ |    =   √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2    =   √(−1)2 + 22 + 22     

                                                             =   √1 + 4 + 4   

                                                             =       √9    =   3  

    िोन्ही वे्हक्टरला लंब (Perpendicular)असलेला वे्हक्टर    𝑛̂  =      
𝑎 ⃗⃗  ⃗×  𝑏⃗ 

| 𝑎 ⃗⃗  ⃗×  𝑏⃗ |
 

                                                                         =      
−1  i   + 2  j   +2 k 

3
 

 मॅप्टियूि (Magnitude) 18 असलेला एक वे्हक्टर िो िोन्ही वे्हक्टरला लंब आहे    =  18 𝑛̂ 

                                                            18 𝑛̂     =  18   [
−1  i   + 2  j   +2 k 

3
] 

                                                                        =  6  [   -  i   +  2  j   + 2 k  ]  

                                                                       =   - 6i   +12j   + 12k   

 मॅप्टियूि (Magnitude ) 18 असलेला  𝑐    =  - 6i   +12j   + 12k    वे्हक्टर िो िोन्ही वे्हक्टरला लंब आहे   

 सरावासाठी उदाहरणे    

Q.1   िर    𝑎   =  2i + 3j + k  आप्टि    𝑏⃗   =    i - 3j   + 2k   तर   शोर्ा:   𝑎 ⃗⃗⃗  ×  𝑏⃗    आप्टि  | 𝑎 ⃗⃗⃗  ×   𝑏⃗ | 

Q.2 िर    𝑎  = i + j + k   आप्टि   𝑏⃗   = i _+2j +3k   प्टिलेले  वे्हक्टसश असतील   तर ( 𝑎 ⃗⃗⃗  +  𝑏⃗ ) आप्टि  ( 𝑎 ⃗⃗⃗  −  𝑏⃗ )         

     वे्हक्टर यांना लंब (Perpendicular) असलेला युप्टनट वे्हक्टर शोर्ा.  

   Q.3 खाली प्टिलेल्या िोन्ही वे्हक्टरला लंब (Perpendicular) असलेला, ज्याची मॅप्टियूि (Magnitude) 3आहे.      

     असा वे्हक्टर शोर्ा.    𝑎   = 3 i + j -4k  आप्टि   𝑏⃗  = 6i +5j - 2k   

3.5.2 क्रॉस प्रॉडक्ट वापरुन दोन वे्हक्टरमिील कोन (Angle between two vector using Vector (cross) product)  

         िर   𝑎 ⃗⃗⃗   आप्टि  𝑏⃗      हे िोन वे्हक्टर असतील तर िॉस प्रॉिक्ट  
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          𝑎 ⃗⃗⃗  ×  𝑏⃗   असतो आप्टि तो खालीलप्रमािे प्टिला िातो. 

                       

          𝑎 ⃗⃗⃗  ×  𝑏⃗    = | 𝑎 ⃗⃗⃗  |  . | 𝑏 ⃗⃗⃗  |    sin θ  𝑛̂                        

         प्टिथे θ हा   𝑎 ⃗⃗⃗   आप्टि  𝑏⃗    यामर्ील कोन (Angle) आहे. 

         आप्टि θ हा कोन 0 ते π िरम्यान असतो. 

           𝑛̂ हे िोन्ही वे्हक्टरला लंब (Perpendicular) असलेले युप्टनट वे्हक्टर आहे.        

     लक्षात ठेवा(Remember):  

1. िोन वे्हक्टरचा वे्हक्टर प्रॉिक्ट पुन्हा एक वे्हक्टर असतो. 

2. िोन वे्हक्टर समांतर (Parallel) असतात िेव्हा त्यांचा वे्हक्टर प्रॉिक्ट शून्य असेल.  

                           𝑎 ⃗⃗⃗  ×  𝑏⃗       = 0   

3. एक युप्टनट वे्हक्टर (Unit vector) िो  𝑎 ⃗⃗⃗   आप्टि 𝑏⃗   या िोन्ही वे्हक्टरला लंब (Perpendicular ) असतो, तो 

खालीलप्रमािे प्टिला िातो     

                                               𝑛̂  = 
𝑎 ⃗⃗  ⃗×  𝑏⃗ 

| 𝑎 ⃗⃗  ⃗×  𝑏⃗ |
  

4. वे्हक्टर प्रॉिक्टच्या दृप्टष्टकोनातून, िोन वे्हक्टर 𝑎 ⃗⃗⃗   आप्टि  𝑏⃗  यामर्ील कोनाचा साइन खालीलप्रमािे प्टिला िातो.        

                     Sin𝜃 =  
|𝑎 ⃗⃗  ⃗×  𝑏⃗ |

|𝑎⃗ | |𝑏⃗ |
   or  𝜃 = 𝑠𝑖𝑛−1 ⌈  

|𝑎 ⃗⃗  ⃗×  𝑏⃗ |

|𝑎⃗ | |𝑏⃗ |
     ⌉ 

5. समांतर(parallel) वे्हक्टरसाठी 𝑎 ⃗⃗⃗   आप्टि  𝑏⃗   एक वे्हक्टर हा िुसरया वे्हक्टरचा से्कलर गुिाकार म्हिून व्यक्त केला िातो.                                    

𝑎 ⃗⃗⃗       =    𝑏⃗  

उदाहरण 3.17  दाखवा की वे्हक्टर 𝒂⃗⃗   = -6i + 9j  -12 k आशण   𝒃⃗⃗      2 i - 3j   +4k  एकमेकांच्या समांतर (Parallel) 

आहेत.  

उत्तर:   प्टिलेले  वे्हक्टसश       𝑎   = -6i + 9j   -12 k    आप्टि    𝑏⃗  =    2 i - 3j   +4k     

         आपल्याला माप्टहत आहे की प्टिलेले वे्हक्टर एकमेकांच्या समांतर असतात िर,     𝑎 ⃗⃗⃗  ×  𝑏⃗       = 0 

                       𝑎 ⃗⃗⃗  ×  𝑏⃗   = |
𝑖 𝑗 𝑘

−6 9 −12
2 −3 4

| 

                                   = [36  -  36   ]  i  -  [-24  +24   ]  j   + [ 18-18   ] k 

                                   = 0  i   + 0   j   + 0  k   =    0    

                    𝑎 ⃗⃗⃗  ×  𝑏⃗  =    0  

                       ∴ म्हिून प्टिलेले वे्हक्टसश एकमेकांना समांतर आहेत. 

उदाहरण 3.18: जर  𝒂⃗⃗  = 3i +2j  + 9 k    आशण  𝒃⃗⃗   = i + mj +3k वे्हक्टर समांतर (parallel)आहेत  तर  m चे    

                 मूल्य   शोिा. 

 उत्तर: प्टिलेले  वे्हक्टसश     𝑎   = 3i +2j  +-9 k    आप्टि    𝑏⃗  =  i + mj   +3k     

समांतर वे्हक्टरसाठी 𝑎  आप्टि 𝑏⃗   एक वे्हक्टर िुसरया वे्हक्टरचा से्कलर गुिाकार म्हिून व्यक्त केला िातो 

                                         𝑎    =  𝑏⃗  

                                3i +2j  + 9 k =  ( i + mj   +3k )     

                                3i +2j + 9 k =  i + mj +3k     

                   i आप्टि j च्या गुिांकांना समतोल करून आपल्याला प्टमळते 

                                      = 3    

                                  m   = 2     --    --- -1    

           समीकरि 1 मधे्य     = 3 टाकू  
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                                m(3) = 2,  

                               m =  
2

3
 

                   म्हिून    m =  
2

3
    या मूल्यासाठी   वे्हक्टर   समांतर  होतील 

उदाहरण 3.19: खाली  शदलेल्या  वे्हक्टरमिील साइनअँगल शथिा ( sin𝜽) शोिून  काढा .  

                       𝒂⃗⃗   = 2i - 2j + 1k   आशण     𝒃⃗⃗   =  i -2j   +2k     

 उत्तर: प्टिलेले  वे्हक्टसश   𝑎   = 2i  - 2j  + 1 k    आप्टि    𝑏⃗    =  i -2j   +2k      

                  | 𝑎 ⃗⃗⃗  |    =   √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2    =   √22 + (−2)2 + (1)2    

                                                            =   √4 + 4 + 1  =  √9    = 3 

                 | 𝑏 ⃗⃗⃗  |   =   √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2      =   √12 + (−2)2 + (2)2  

                                                            =   √1 + 4 + 4  =  √9    = 3  

           आता         𝑎 ⃗⃗⃗  ×  𝑏⃗   = |
𝑖 𝑗 𝑘
2 −2 1
1 −2 2

| 

                                        = [-4 +2] i -  [4 - 1 ]  j   + [-4 +2 ] k 

                                        = - 2  i - 3 j    - 2   k      

                    𝑎 ⃗⃗⃗  ×  𝑏⃗   =   - 2  i - 3 j    - 2   k      

                       | 𝑎 ⃗⃗⃗  ×   𝑏⃗ |    =   √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2    =   √(−2)2 + (−3)2 + (−2)2     

                                                =   √4 + 9 + 4     

                         | 𝑎 ⃗⃗⃗  ×   𝑏⃗ |  =   √17     

िर िोन वे्हक्टरमर्ील अँगल θ असेल, तर िोन वे्हक्टर 𝒂⃗⃗ आप्टि  𝒃⃗⃗  यांच्यातील साइनअँगल प्टथटा ( sin𝜃)  प्टिला िातो: 

 Sin𝜃   =   
|𝑎 ⃗⃗  ⃗×  𝑏⃗ |

|𝑎⃗ | |𝑏⃗ |
      

                                                  =   
√17

3×3
 

                                   Sin𝜃    =   
√17

9
 

                                    ∴    𝜃  =   𝑠𝑖𝑛−1 ⌈  
√17

9
     ⌉  

       िोन वे्हक्टरमर्ील अँगल θ      ,       𝜃  =   𝑠𝑖𝑛−1 ⌈  
√17

9
     ⌉   आहे . 

सरावासाठी उदाहरणे   

Q.1  िाखिा की वे्हक्टर 𝑎  = i +j + k आप्टि      𝑏⃗  = 2 i + 2j +2k एकमेकांच्या समांतर (parallel )आहेत.  

Q.2 िर  𝑎   =2 i + j   + k     and    𝑏⃗    =  i - 2 j   +k   वे्हक्टर समांतर(parallel ) आहेत  तर   चे  मूल्य शोर्ा .     

Q.3  प्टिलेल्या वे्हक्टरमर्ील साइनअँगल प्टथटा ( sin𝜃) शोरू्न  काढा .  

                  𝑎   =3 i  - 4 j   +  5  k     and    𝑏⃗    =  i -  j   + k     

5.5.3 वे्हक्टर प्रॉडक्टचे गुणिमग:(Properties of vector product)   

1. वे्हक्टर प्रॉिक्ट िोन वे्हक्टरचा कमु्यटेप्टटव्ह नसतो (Vector product of two vector are non -commutative)   

                          𝑎 ⃗⃗⃗  ×  𝑏⃗   ≠   𝑏⃗ ×  𝑎  

2. वे्हक्टर प्रॉिक्ट अ ॅप्टिशनिर प्टितररत होतो (Vector productive is distributive over addition) 

                            𝑎 ⃗⃗⃗  × ( 𝑏⃗  + 𝑐   )     =      𝑎 ⃗⃗⃗  ×   𝑏⃗  +    𝑎 ×  𝑐   

सरावासाठी उदाहरणे   

Q.1 िर   𝑎   =  2i  - 4 j +  5  k  आप्टि  𝑏⃗    =  2i -  j + k  तर पिताळिी करा    𝑎 ⃗⃗⃗  ×  𝑏⃗   ≠   𝑏⃗ ×  𝑎  
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 Q.2   िर   𝑎   = i  - 3 j +    k  आप्टि  𝑏⃗    =  2i -  2j + k    आप्टि  𝑐    =  i -  j + k     

      तर पिताळिी करा      𝑎 ⃗⃗⃗  × ( 𝑏⃗  + 𝑐   ) =   𝑎 ⃗⃗⃗  ×  𝑏⃗  +   𝑎 ×  𝑐  

5.6 से्कलर शिर पल प्रॉडक््टस (Scalar triple products)    

    िर   𝑎   = a1i  a2 j +a3k  आप्टि  𝑏⃗   = b1i+  b2 j +b3 k  आप्टि  𝑐    = c1 i +c2j +c2k  , तर से्कलर प्टटर पल प्रॉिक्ट    

     खालीलप्रमािे िशशिला िातो:  

                              𝑎 ⃗⃗⃗  . ( 𝑏⃗  × 𝑐  )   =  = |

𝑎1 𝑎2 𝑎3

𝑏1 𝑏2 𝑏3

𝑐3 𝑐2 𝑐3

|       

लक्षात ठेवा: 

1. तीन वे्हक्टरचा से्कलर प्टटर पल प्रॉिक्ट हा एक से्कलर असतो   

2.  𝑎 ⃗⃗⃗  . ( 𝑏⃗  × 𝑐  ) =  𝑏 ⃗⃗⃗  . ( 𝑐  × 𝑎  )  =  𝑐 ⃗⃗ . ( 𝑎  × 𝑏 ⃗⃗⃗   )  या सिािंचे मूल्य समान असते. 

3. तीन वे्हक्टसश  कोप्लानार आहेत  तर   𝑎 ⃗⃗⃗  . ( 𝑏⃗  × 𝑐  )  = 0  

4. पॅरेललप्टलप्टपपेिाचा घनफळ    =  𝑎 ⃗⃗⃗  . ( 𝑏⃗  × 𝑐  )          

उदाहरण 3.20:    जर    𝒂⃗⃗   =  i -2j -3k  आशण  𝒃⃗⃗    =  2i+  1j - k  आशण  𝒄⃗    =   i +  3   j -2k    

                           तर    𝒂 ⃗⃗  ⃗. ( 𝒃⃗⃗  × 𝒄⃗  )  मूल्य  शोिा 

उत्तर:  : प्टिलेले  वे्हक्टसश 

                      𝑎   = i -2 j -3k  आप्टि  𝑏⃗  = 2i+  1 j - k  आप्टि  𝑐  = i + 3j - 2k 

                   𝑎 ⃗⃗⃗  . ( 𝑏⃗  × 𝑐  )     = |
1 −2 −3
2 1 −1
1 3 −2

| 

                                         = 1 [ -2+ 3   ]    -(-2) [ -4 + 1  ]  +(-3)  [6 - 1 ] k 

                                         = 1 [1   ] +2  [-3  ]  - 3  [5 ]  

                                         =   1  - 6   -15   

                   𝑎 ⃗⃗⃗  . ( 𝑏⃗  × 𝑐  )     =    - 20       

उदाहरण 3.21: खाली शदलेले वे्हक्टसग कोप्लानार (Coplanar) आहेत हे दाखवा. 

                𝒂⃗⃗   =  5i  + 6j +7k  आशण  𝒃⃗⃗    =  7i  - 8 j + 9k    आशण  𝒄⃗    =   3i + 20  j +   5k 

उत्तर: प्टिलेले वे्हक्टसश 

                𝑎   =  5i  + 6j +7 k  आप्टि  𝑏⃗    =  7i  - 8 j + 9 k    आप्टि  𝑐    =   3i + 20  j +   5 k 

तीन वे्हक्टसश कोप्लानर आहेत तर     𝑎 ⃗⃗⃗  . ( 𝑏⃗  × 𝑐  )   = 0     

                  𝑎 ⃗⃗⃗  . ( 𝑏⃗  × 𝑐  )     = |
5 6 7
7 −8 9
3 20 5

| 

                                         = 5 [ -40 - 180   ]   -6  [ 35 - 27 ]  +7   [140+24 ]  

                                         = 5 [-220   ] -6   [8  ]  + 7  [164]  

                                         =  -1100   - 48    +1148 

                                         = 0      

          ∴       𝑎 ⃗⃗⃗  . ( 𝑏⃗  × 𝑐  )     = 0  

                . म्हिून प्टिलेले वे्हक्टसश कोप्लानार आहेत    

उदाहरण 3.22: खाली शदलेले वे्हक्टसग कोप्लानार (coplanar) असल्यास m चे मूल्य शोिा.  

                𝒂⃗⃗   =  2i  -4j +5k  आशण  𝒃⃗⃗    =  i  - m j + 1k    आशण  𝒄⃗    =   3i + 2 j -   5k 

 उत्तर: प्टिलेले वे्हक्टसश 
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                  𝑎   = 2 i  -4j +5k  आप्टि  𝑏⃗   = i  - mj + 1k    आप्टि  𝑐    =   3i + 2j - 5k 

           तीन वे्हक्टसश कोप्लानार आहेत तर   𝑎 ⃗⃗⃗  . ( 𝑏⃗  × 𝑐  )   = 0     

                                |
2 −4 5
1 −𝑚 1
3 2 −5

|   = 0  

            2[ 5m - 2] + 4[-5 - 3] +5 [2+3m] = 0  

                          10m - 4 - 32 +10 +15m = 0     

                                                         25m    - 26 = 0  

                                                                    25m =   26  

                                                                      m    =   
26

25
 

                 m =  
26

25
    साठी प्टिलेले  वे्हक्टसश कोप्लानार असतील.   

सरावासाठी उदाहरणे   

Q1  िर     𝑎 ⃗⃗⃗  . ( 𝑏⃗  × 𝑐  )    𝑎   =  2i  + 6j +3 k  आप्टि  𝑏⃗    =  3i  -  j + 2 k    आप्टि  𝑐    =   i +    j +   3 k   

                         तर      𝑎 ⃗⃗⃗  . ( 𝑏⃗  × 𝑐  )   मूल्य  शोर्ा. 

Q2  खाली  शदलेले  वे्हक्टसग कोप्लानर(coplanar) असल्यास   चे मूल्य शोिा .    

            𝑎   =  i  + j + k  आप्टि  𝑏⃗    =  2i  - 4  k    आप्टि  𝑐    =   i +    j +   3 k    

3.7 िेन्ससग (Tensors)   

गप्टितात, टेन्सर हे एक मल्टि-डायमेंशनल (Multi-dimentional) सरिी प्टकंिा भूप्टमतीय िसू्त आहे िी सॅ्कलसश, वे्हक्टर आप्टि 

मॅप्टटर सेस यांच्या संकल्पनांचा सामान्यीकरि करते. याचा िापर प्टिप्टिर् के्षिांमधे्य केला िातो, िसे की भौप्टतकशास्त्र, अप्टभयांप्टिकी, 

आप्टि मशीन लप्टनिंग, िेटा आप्टि रूपांतरिे िशशप्टिण्यासाठी. येथे टेन्सर इतर गप्टिती िसंू्तशी कसे संबंप्टर्त आहेत याचे प्टिशे्लषि 

प्टिले आहे: 

1. से्कलर िेन्सर (ScalarTensor):  से्कलर टेन्सर एकाच संखे्यचा टेन्सर असतो. 

2. वे्हक्टर िेन्सर (VectorTensor):  वे्हक्टर टेन्सर संख्यांचा एक यािी (िसे की अ ॅरे प्टकंिा कॉलम असते) 

3. मॅशिर क्स िेन्सर (Matrix Tensor) : मॅप्टटर ि टेन्सर  संख्यांचा आयताकार यािी (रो आप्टि कॉलम) असते 

4. हाय डायमेंशनल टेन्सर (Higher-dimensional tensors) : 3 प्टकंिा अप्टर्क आयाम( Dimentinal )    

      असलेले टेन्सर, िसे की 3D अ ॅरे (िे एक व्हॉलू्यम प्टकंिा अप्टर्क िप्टटल िेटा िशशिू शकतात). 

टेन्सर म्हििे वे्हक्टरला िुसरया वे्हक्टरमधे्य मॅप (Map) करिारी फंक्शन्स म्हिून प्टिचार केली िाऊ शकतात. ते प्टिप्टशष्ट     

प्टनयमांनुसार प्टनिेशांक बिलांखाली रूपांतररत होतात, िे त्यांना भौप्टतकशास्त्र (उिाहरिाथश, ताि, तिाि, प्टकंिा अिकाश-  कालाचे 

ििता) आप्टि मशीन लप्टनिंग (उिाहरिाथश, िीप लप्टनिंगमधे्य, प्टिथे टेन्सर नू्यरल नेटिकश मधे्य िेटा ठेितात) यांसारख्या के्षिांमधे्य खूप 

उपयुक्त बनिते. अप्टर्क औपचाररक पितीने, टेन्सरला प्टनिेशांक-स्वतंि पितीने पररभाप्टषत केले िाऊ शकते, ज्याचे स्वरूप असे 

असते की ते घटकांच्या एक बेरीि म्हिून प्टलप्टहता येते िे प्टनिेशांक बिलांखाली प्टिप्टशष्ट प्टनयमांनुसार रूपांतररत होतात. टेन्सर बहुर्ा 

त्यांचे रँक (आयामांची संख्या) आप्टि ऑिशर (त्यांना ििशन करण्यासाठी आिश्यक असलेल्या प्टनिेशांकांची संख्या) िापरून अभ्यासले 

िातात. सारांश, सांगायचे तर टेन्सर हा संख्यांचे, वे्हक्टरचे आप्टि मॅप्टटर िचे सामान्यीकृत संकल्पना आहे, ज्याचे प्टिप्टिर् िैज्ञाप्टनक     

आप्टि अप्टभयांप्टिक शास्त्रात अनुप्रयोग आहेत. 

1. से्कलर (शझरो ऑडगर िेन्सर) : से्कलर हा एकाच संखे्यचा असतो आप्टि तो  रँक 0 चा टेन्सर मानला िातो.   

  िर ान्सफॉमगशन (Transformation) : से्कलर प्टनिेशांक बिलांखाली बिलत नाही. ते अपररितशनीय असतात,        

   म्हििेच त्यांचा कोिताही प्टिशाच नाही. 

 उिाहरि: तापमान, मास, प्टकंिा कोितीही भौप्टतक मािा िी एकाच संखे्यने व्यक्त केली िाते. 

2. वे्हक्टर (पशहल्या ऑडगरचा िेन्सर) : वे्हक्टर हा 1-डायमेंशनल (Dimentional) टेन्सर आहे िो संख्यांचा एक सूची प्टकंिा अ ॅरे  

        म्हिून िशशप्टिला िाऊ शकतो. त्याला माप आप्टि प्टिशा िोन्ही असतात. 

  िर ान्सफॉमगशन (Transformation): वे्हक्टर एक प्टिप्टशष्ट प्रकारे समिय प्रिाली बिलल्यािर रूपांतररत होतो.       
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  िर तुम्ही समिय प्रिाली बिलली, तर वे्हक्टरच्या घटकांचे रूपांतर प्टनयमांनुसार होईल. 

  • उिाहरि: िेग, बल, प्टकंिा थथान.  

3. मॅशिर क्स (शितीयक- ऑडगरचा िेन्सर): मॅप्टटर ि हा एक 2-डायमेंशनल (Dimentional) टेन्सर आहे, ज्याला पंक्ती ंआप्टि 

सं्तभांमधे्य मांिलेले संख्यांचे िाळे म्हिून पाहता येते.  

   िर ान्सफॉमगशन (Transformation) :  मॅप्टटर ि प्टिप्टशष्ट प्टनयमांनुसार रूपांतररत होतात िेव्हा वे्हक्टर अिकाशाचा आर्ार      

   बिलतो. हे रेषीय रूपांतरिे आप्टि समीकरि प्रिाली िशशिण्यासाठी िापरले िातात.  

• उिाहरि: रेषीय रचनाशास्त्रातील रूपांतरि मॅप्टटर ि, समीकरि प्रिालीचें रूपांतरि. 

 4.    उच्च- ऑडगरचा िेन्सर (3rd- ऑडगर आशण त्यापुढे)        

        उच्च-आिेशीय टेन्सर हे िोनपेक्षा अप्टर्क प्टनिेशांक असलेले टेन्सर असतात. 3rd-आिेशीय टेन्सर म्हििे 3-डायमेंशनल  

         सरिी, आप्टि 4th-आिेशीय टेन्सरमधे्य चार प्टनिेशांक असतात, आप्टि असेच पुढे.  

        िर ान्सफॉमगशन (Transformation): उच्च-आिेशीय टेन्सर अनेक प्टनिेशांकांचा समािेश असलेल्या िप्टटल    

          प्टनयमांनुसार रूपांतररत होतात. हे अप्टर्क िप्टटल प्रिा ली आप्टि रूपांतरिे िशशिण्यासाठी िापरले िातात.  

   • उिाहरि: यांप्टिकीतील ताि टेन्सर (प्टितीयक-आिेशीय टेन्सर), संगिक दृश्यामर्ील प्रप्टतमा िेटा (3rd-आिेशीय टेन्सर),    

        प्टकंिा िीप लप्टनिंगमर्ील िेटा (िो 4th-आिेशीय टेन्सरमधे्य असू शकतो). 

िर ान्सफॉमगशन ऑफ कोऑशडगनेि   (Transformation of coordinate) : आपि िोन-डायमेंशनल (Two Dimentional) 

समियांच्या रूपांतरिाचा प्टिचार करतो, प्टिथे X आप्टि Y अक्षांचे प्टफरिलेले रूप आहे. 

     िर आपल्याकिे अंतगशत रूपांतररत समिय (𝑥1  , 𝑥2)  =  (x1 म्हिून x समिय आप्टि x2 म्हिून y समिय) असतील  

     तर फे्रम समिय प्टफरिल्यानंतर   x1 = (x-1) आप्टि x2 = (x-2) असे बिल होतात   (𝑥̅1   , 𝑥̅2   )   

          आपल्याला   समीकरिे तयार होतात 

             𝑥̅1   =   𝑥1  cos𝜃  +  𝑥2sin𝜃      ----1 

             𝑥̅2    = -  𝑥1  Sin𝜃  +  𝑥2cos𝜃    ----2 

       िरील समीकरिाचा मॅप्टटरि रूप 

                    [𝑥̅
1

𝑥̅2 ]    =  [
𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜃
−𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃

] [𝑥
1

𝑥2]   - -------3 

         प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 1 ,2 पार्शली प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  . 𝑥1  आप्टि 𝑥2  

                    
𝜕𝑥̅1

𝜕𝑥1  
   =  cos 𝜃                      

𝜕𝑥̅1

𝜕𝑥2  
   =  sin𝜃                                                     

                     
𝜕𝑥̅2

𝜕𝑥1  
   =  - sin𝜃                      

𝜕𝑥̅2

𝜕𝑥2  
   =  cos𝜃                                     

          समीकरि 1 आप्टि 2 हे असे प्टलप्टहले िाऊ शकते.    

                  [𝑥̅
1

𝑥̅2 ]    =  [
 
𝜕𝑥̅1

𝜕𝑥1  

𝜕𝑥̅1

𝜕𝑥2  

𝜕𝑥̅2

𝜕𝑥1  

𝜕𝑥̅2

𝜕𝑥2  

] [𝑥
1

𝑥2]  ------ हे रूपांतराचे िॅकोप्टबयन आहे.    

                    संके्षपात, आपि िरील प्रमािे प्टलप्टहतो    

                          𝑥̅𝑖  =    ∑
𝜕𝑥̅𝑖

𝜕𝑥𝑘  

𝑛
𝑖.𝑘 𝑥𝑘             𝑥̅𝑖  =    

𝜕𝑥̅𝑖

𝜕𝑥𝑘  
𝑥𝑘 

            िोन्ही बािंूचे आंप्टशक िेगळेपि केल्यास, आपल्याला प्टमळते   

 

                                                                                  ही सूि टेन्सर प्टिशे्लषिासाठी उपयुक्त आहे. 

 

3.7.1 िेन्सरचे प्रकार (Types of tensors)  

1. शसमेशिर क िेन्सर (Symmetric Tensor) : एक प्टसमेप्टटर क टेन्सर हा असा टेन्सर आहे िो त्याचे प्टनिेशांक सॅ्वप केल्यािर बिलत   

          नाही. िुसरया शब्ांत, तो ही अटी पूिश करतो: Tij = Tji  

d𝑥̅𝑖  =  
𝜕𝑥̅𝑖

𝜕𝑥𝑘  
𝑑𝑥𝑘 



मॅथेमॅशिक्स फॉर मशीन लशनिंग-314320                                                  Mathematics for Machine Learning -314320 

  

 Maharashtra State Board of Technical Education              80 

 

         उिाहरिे: भौप्टतकशास्त्रातील िित्वाचा टेन्सर प्टसमेप्टटर क टेन्सर आहे. 

2. एंिी- शसमेशिर क िेन्सर (Anti-symmetric or Skew-symmetricTensor): 

       एक एंटी प्टसमेप्टटर क टेन्सर हा असा टेन्सर आहे िो त्याचे प्टनिेशांक सॅ्वप केल्यािर प्टचन्ह बिलतो. िुसरया शब्ांत, तो ही अटी  

       पूिश करतो : Tij = -Tji.  

        उदाहरण: भौप्टतकशास्त्रातील इलेक्टर ोमॅिेप्टटक के्षि सामर्थ्श टेन्सर हा एक एंटी-सामंिस्यपूिश टेन्सर आहे. 

3. कोव्हारीअंि िेन्सर (Covariant Tensor): कोव्हारीअंट टेन्सर समिय बिलांिर एक प्टिप्टशष्ट प्रकारे रूपांतररत होतात. हे     

       समिय प्रिालीच्या आर्ार वे्हक्टरच्या प्रमािेच रूपांतररत होतात. त्याचे घटक एका प्टिप्टशष्ट प्टिशेने बिलतात. 

        उदाहरण: एक से्कलेर के्षिाचा गे्रप्टियंट, प्टिथे घटक आर्ार वे्हक्टरसाठी रूपांतर प्टनयमांनुसार बिलतात. 

4. कंिर ाव्हारीअंि िेन्सर(Contra variant Tensor) : कंटर ाव्हारीअंट टेन्सर समिय बिलांिर आर्ार वे्हक्टरच्या प्टिरुि प्टिशेने   

       रूपांतररत होतात. याचा अथश, कंटर ाव्हारीअंट टेन्सरचे घटक आर्ार वे्हक्टरच्या प्टिशेच्या प्टिरुि प्टिशेने बिलतात. 

       उदाहरण: वे्हक्टर स्वतः च कंटर ाव्हारीअंट टेन्सर आहेत. 

5. शमक्सड िेन्सर (Mixed Tensor): एक प्टमिि टेन्सरमधे्य कोव्हारीअंट आप्टि कंटर ाव्हारीअंट प्टनिेशांक िोन्ही असतात.    

      हे टेन्सर समिय रूपांतरिांमधे्य कोव्हारीअंट आप्टि कंटर ाव्हारीअंट टेन्सरचे प्टमिि म्हिून िागतात.  

      उदाहरण: भौप्टतकशास्त्रातील ताि-ऊिाश टेन्सर हा प्टमिि टेन्सरचा एक उिाहरि आहे, प्टिथे काही घटक     

      कोव्हारीअंट असतात आप्टि इतर कंटर ाव्हारीअंट असतात. 

6. मेशिर क िेन्सर (Metric Tensor) : एक प्टिशेष प्रकारचा टेन्सर िो अिकाशाच्या भूप्टमतीय गुिर्मािंचे ििशन करतो. तो अंतर    

    आप्टि कोन मोितो. तो सामंिस्यपूिश असतो आप्टि इतर टेन्सरच्या प्टनिेशांकांना उचलण्यास प्टकंिा खाली करण्यास आिश्यक     

      माप्टहती प्रिान करतो. 

    उिाहरि: नॉमशलसापेक्षतेमधे्य, मेप्टटर क टेन्सर काल-थथानाच्या िितेचे ििशन करतो. 

7. आयडेंशििी िेन्सर (Identity Tensor) : ओळख टेन्सर एक प्टिशेष प्रकारचा टेन्सर आहे िो इतर टेन्सरला अपररिप्टतशत    

    ठेितो िेव्हा तो गुिाकारासारख्या कायािंमधे्य िापरला िातो. हा से्कलेर अंकगप्टितातील 1 प्रमािे कायश करतो. 

    उदाहरण: मॅप्टटर ि गुिाकारात, ओळख मॅप्टटर ि हा ओळख टेन्सरचा एक उिाहरि आहे. 

3.7.3.  शवशवि संदिागत िेन्सरचे रँक (Rank of a Tensor in Various Contexts):  

1. इंडेक्सची संख्या म्हणून रँक (Rank as the Number of Indices): 

o से्कलर (रँक 0): से्कलर हे एकच संख्या असते, त्यामुळे त्याला ० इंिेि असतो. हे रँक 0 चा टेन्सर मानले िाते. 

o वे्हक्टर (रँक 1): वे्हक्टर हा एक- डायमेंशनल (1 Dimention) अ ॅरे आहे आप्टि त्याला 1 इंिेि असतो. हा रँक टेन्सर 

आहे. 

o मॅशिर क्स (रँक 2): मॅप्टटर ि हा िोन- डायमेंशनल (2 Dimention) अ ॅरे आहे आप्टि त्याला २ इंिेि असतात (रो आप्टि 

कॉलम). हा रँक २ टेन्सर आहे. 

o उच्च-ऑडगर िेन्सर (रँक ३ आशण त्यापुढे); टेन्सर िे िोन पेक्षा िास्त इंिेि असतात, िसे की 3 िी अ ॅरे (3 इंिेि), ते     

                    रँक 3 टेन्सर असतात, आप्टि असेच पुढे. हे अप्टर्क िप्टटल संरचनांना व्यक्त करू शकतात, िसे की मल्टी-  

                      िायमेंशनल (Multidimential Data) िेटा.  

शवशवि रँक असलेल्या िेन्सरचे उदाहरण (Example of Tensors with Different Ranks): 

1. रँक 0 (से्कलर): एक से्कलर, िसे की तापमानाची प्टकंमत, ही एकच संख्या असते आप्टि त्यात कोितेही डायमेंशन   

      (Dimension) नाहीत. 

2. रँक 1 (वे्हक्टर): एक वे्हक्टर िेग, प्टिथथापन प्टकंिा बल यासारख्या मािांना िशशिू शकतो. एक 3-डायमेंशनल वे्हक्टर असा    

प्टिसू शकतो:  V   = [

𝑣1

𝑣2

𝑣3

]     (3 घटक असलेला वे्हक्टर)   

3. रँक २ (मॅशिर क्स): मॅप्टटर िमधे्य िोन इंिेि असतात, िे सहसा रेषीय रूपांतरिांसाठी (Linear transformation)  

िापरले िातात. एक 3x3 मॅप्टटर ि असा प्टिसू शकतो: 
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         A  =   [

𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33

]                                (2 इंिेि असलेली मॅप्टटर ि) 

4. रँक 3 (3D िेन्सर): एक ३D टेन्सरमधे्य तीन इंिेि असतात आप्टि त्यास यूब प्टकंिा मल्टी-िायमेंशनल अ ॅरे म्हिून दृश्यात 

आिता येते. उिाहरिाथश, एक 3x3x3 टेन्सर: 

               T =[[

𝑡111 𝑡112 𝑡113

𝑡121 𝑡122 𝑡123

𝑡131 𝑡132 𝑡133

] [

𝑡211 𝑡212 𝑡213

𝑡221 𝑡222 𝑡223

𝑡231 𝑡232 𝑡233

] [

𝑡311 𝑡312 𝑡313

𝑡321 𝑡322 𝑡323

𝑡331 𝑡332 𝑡333

]] 

3.7.4 िेन्सरचे बीजगशणत (Algebra of tensors): 

a) दोन िेन्सरचे बेरीज आशण वजाबाकी (Addition and subtraction of two tensors): टेन्सरची बेरीि आप्टि 

ििाबाकी फक्त त्या टेन्सरच्या रँक आप्टि प्रकार सारखे असलेल्या टेन्सरच्या बाबतीत पररभाप्टषत केली िाते. "सारखा प्रकार" 

म्हििे समान संख्या असलेल्या कंटर ावे्हररयंट आप्टि कोवे्हररयंट इंिेि असिे. िोन टेन्सरची बेरीि प्टकंिा ििाबाकी, 

वे्हक्टरप्रमािे, त्यातील व्यन्क्तगत घटकांसोबत केली िाते. िोन टेन्सर िोिण्यासाठी प्टकंिा ििाबाकी करण्यासाठी, संबंप्टर्त 

घटकांची बेरीि प्टकंिा ििाबाकी केली िाते. समान रँक आप्टि समान प्रकार असलेल्या िोन टेन्सरचे बेरीि प्टकंिा फरक 

िेखील समान रँक आप्टि समान प्रकार असलेला एक टेन्सर असतो. 

1. उदाहरणाथग   

   िर िोन टेन्सर 𝐴𝐾
𝐼𝐽

 आप्टि 𝐵𝑘
𝑖𝑗

 समान रँक आप्टि समान प्रकाराचे असतील, तर बेरीि आप्टि ििाबाकीचे प्टनयम खालीलप्रमािे   

   प्टिले िातात:  

                   𝐴𝐾
𝐼𝐽

  +  𝐵𝑘
𝑖𝑗

   =  𝐶𝐾
𝐼𝐽

       (बेरीि ) 

                       𝐴𝐾
𝐼𝐽

 -   𝐵𝑘
𝑖𝑗

    =    𝐷𝐾
𝐼𝐽

i        (ििाबाकी).  

               प्टिथे  𝐶𝐾
𝐼𝐽

   आप्टि   𝐷𝐾
𝐼𝐽

  हे प्टिलेल्या टेन्सरसारखेच समान रँक आप्टि समान प्रकाराचे टेन्सर आहेत.   

 2. उदाहरणाथग :टर ान्सफॉमश फॉमश (Transform form) - िर  A̅R
PQ

 आप्टि  B̅R
PQ

  हे समान रँक असलेले िोन टेन्सर असतील.       

                         𝐴̅𝑅
𝑃𝑄

     =    
𝜕𝑥̅𝑃

𝜕𝑥𝑆  

𝜕𝑥̅𝑄

𝜕𝑥𝑇   
𝜕𝑥𝑈

𝜕𝑥̅𝑅  𝐴𝑈
𝑆𝑇      --------------1 

                          𝐵̅𝑅
𝑃𝑄

     =    
𝜕𝑥̅𝑃

𝜕𝑥𝑆  

𝜕𝑥̅𝑄

𝜕𝑥𝑇   
𝜕𝑥𝑈

𝜕𝑥̅𝑅  𝐵𝑈
𝑆𝑇      -------------2 

              1 आप्टि 2 ची  बेरीि  करू  ,  आपल्यला प्टमळते  

                           𝐴̅𝑅
𝑃𝑄

   +      𝐵̅𝑅
𝑃𝑄

   =    
𝜕𝑥̅𝑃

𝜕𝑥𝑆  

𝜕𝑥̅𝑄

𝜕𝑥𝑇
   

𝜕𝑥𝑈

𝜕𝑥̅𝑅
    [𝐴𝑈

𝑆𝑇 + 𝐵𝑈
𝑆𝑇 ] 

             1 आप्टि 2 ची  ििाबाकी  करू  ,  आपल्यला प्टमळते   

                           𝐴̅𝑅
𝑃𝑄

   -      𝐵̅𝑅
𝑃𝑄

   =    
𝜕𝑥̅𝑃

𝜕𝑥𝑆  

𝜕𝑥̅𝑄

𝜕𝑥𝑇
   

𝜕𝑥𝑈

𝜕𝑥̅𝑅
    [𝐴𝑈

𝑆𝑇 − 𝐵𝑈
𝑆𝑇 ] 

b) िेन्सर कॉन्टर ॅक्शन (Contraction of tensors):  एक प्टमप्टित टेन्सरचा रँक िोनाने कमी करण्यासाठी केलेली गप्टितीय प्टिया    

कॉिर ॅक्शन म्हिून ओळखली िाते. कॉिर ॅक्शन प्रप्टियेत, एक कंटर ावे्हररयंट इंिेि आप्टि एक कोवे्हररयंट इंिेि समान ठरिले          

िातात आप्टि पुनरािृत्त इंिेििर बेरीि केली िाते. पररिामी, त्या टेन्सरचा रँक मूळ टेन्सरपेक्षा िोनाने कमी होतो. 

1. उदाहरणाथग  

         समिा एक प्टमप्टित टेन्सर 𝐴𝑙𝑚
𝐼,𝐽,𝑚

 =   𝐴𝑙
𝑖𝑗

 िो रँक ३ चा टेन्सर आहे. या टेन्सरमधे्य, एक कंटर ावे्हररयंट आप्टि एक कोवे्हररयंट   

          इंिेि समान ठरिले िातात, ज्याला टेन्सरचे कॉिर ॅक्शन म्हितात.  

2. उदाहरणाथग: .   टर ान्सफॉमश फॉमश (Transform form):  

            चार ऑिशरचा टेन्सरचा प्टिचार करा      𝐴̅𝑅𝑠
𝑃𝑄

 

                        𝐴̅𝑅𝑠
𝑃𝑄

     =    
𝜕𝑥̅𝑃

𝜕𝑥𝑚  

𝜕𝑥̅𝑄

𝜕𝑥𝑛   
𝜕𝑥𝐶

𝜕𝑥̅𝑅  
𝜕𝑥𝐷

𝜕𝑥̅𝑆 𝐴𝐶𝐷
𝑚𝑛 

                     िर आपि Q = S आप्टि n = D ठरिले, तर.  
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                        𝐴̅𝑅𝑄
𝑃𝑄

     =    
𝜕𝑥̅𝑃

𝜕𝑥𝑚  
   

𝜕𝑥𝐶

𝜕𝑥̅𝑅
 𝐴𝐶𝑛

𝑚𝑛     

                         𝐴̅𝑅𝑄
𝑃𝑄

    =  𝐴̅𝑅
𝑃   and   𝐴𝐶𝑛

𝑚𝑛   =    𝐴𝐶
𝑚     िो रँक 2 चा टेन्सर आहे. 

    कॉिर ॅक्शन मुळे चार ऑिशरचा टेन्सर िोन ऑिशरमधे्य कमी होऊ शकतो. म्हििेच, टेन्सरचे संकुचन टेन्सरचा रँक िोनाने  

    कमी करते. 

c) िेन्सरचा आउिर प्रॉडक्ट (Outer product of tensor) : िोन टेन्सरचा आउटर प्रॉिक्ट म्हििे एक टेन्सर ज्याचा रँक 

प्टिलेल्या टेन्सरच्या रँकचे बेरीि असतो. म्हििेच, िर r आप्टि r₁ हे िोन टेन्सरचे रँक असतील, तर त्यांचा आउटर  प्रॉिक्ट रँक (r + 

r₁) असलेला एक टेन्सर असेल.  

उदाहरणाथग 

        1.  िर  𝐴𝑘
𝑖𝑗

  आप्टि 𝐵𝑚
𝑙    हे िोन टेन्सर रँक 3 आप्टि 2 अनुिमे असतील, तर 

                  (𝐴𝑘
𝑖𝑗

 ) ( 𝐵𝑚
𝑙  ) =  𝐶𝑘𝑚

𝑖,𝑗 𝑙
   हा रँक 5 चा टेन्सर आहे.               

       2. िर 𝐴𝑅𝑆𝑇
𝑃𝑄

 , 𝐴𝑙𝑚
𝐾   हे टेन्सर अनुिमे रँक 5 आप्टि 3 असतील, तर िोन्ही टेन्सरचा आउटर प्रॉिक्ट असेल  

                𝐴𝑅𝑆𝑇
𝑃𝑄

   .     𝐴𝑙𝑚
𝐾    =   𝑐𝑅𝑆𝑇𝑙𝑚

𝑃𝑄𝑘
 हा रँक ८ चा टेन्सर आहे. 

d) िेन्सरचा इनर प्रॉडक्ट (Inner product of tensor): िोन टेन्सरचा इनर प्रॉिक्ट आप्टि त्यानंतर संकुचन केल्यास एक    

    निीन टेन्सर तयार होतो, ज्याला िोन टेन्सरचा इनर प्रॉिक्ट म्हितात आप्टि ही प्रप्टिया िोन टेन्सरचे इनर गुिाकार म्हिून    

   ओळखली िाते. 

1 .  उिाहरिाथश:  समिा िोन टेन्सर𝐴𝑘
𝑖𝑗

    आप्टि    𝐵𝑚
𝑙  आहेत 

            या िोन टेन्सरचा आउटर प्रॉिक्ट असा आहे: (𝐴𝑘
𝑖𝑗

 ) ( 𝐵𝑚
𝑙  ) =  𝐶𝑘𝑚

𝑖𝑗 𝑙
  

          संकुचन प्रप्टिया लागू करून, m = i सेट केल्यास, आपि प्राप्त करतो  

                          (𝐴𝑘
𝑖𝑗

 ) ( 𝐵𝑚
𝑙  ) =  𝐶𝑘𝑚

𝑖,𝑗 𝑙
   =𝐷𝑘

𝑗 𝑙
   (एक निीन टेन्सर) 

          निीन टेन्सर 𝐷𝑘
𝑗 𝑙

   हा िोन टेन्सर  𝐴𝑘
𝑖𝑗

  आप्टि  𝐵𝑚
𝑙  चा इनर प्रॉिक्ट (Inner product )आहे. 

 2.        िर 𝐴𝑅𝑆𝑇
𝑃𝑄    ,  𝐴𝑛𝑄

𝑀𝑇 हे िोन टेन्सर असतील, तर इनर प्रॉिक्ट असा प्टिला िातो:  

             𝐴𝑅𝑆𝑇
𝑃𝑄

  .  𝐴𝑛𝑄
𝑀𝑇 =  𝐶𝑅𝑆𝑇𝑛𝑄

𝑃𝑄𝑀𝑇
 =  𝐶𝑅𝑆𝑛

𝑃𝑚     िो िोन टेन्सरचा इनर प्रॉिक्ट आहे. 

 e) . िेन्सरचा िर ेस (Trace of tensor) : एका प्टमप्टित टेन्सरच्या ऑिशर मधे्य, िर कंटर ावे्हररयंट आप्टि कोवे्हररयंट इंिेि समान   

        ठरिले, तर आपि टेन्सरचा टर ेस प्टमळितो.  

𝑅𝑝
𝑃  =  𝑅1

1   +  𝑅2
2  +  𝑅3

3   + ……………….. + 𝑅𝑛
𝑛  = R 

Reference: 

 

1. Higher Engineering Mathematics by H. K. Dass, Er. Rajnish Verma [S. Chआप्टि Technical, ISBN: 

9788121938907] 

2. Higher Engineering Mathematics by Grewal B. S. [Tata McGraw Hill Education, New Delhi, ISBN 

: 9789386173522] 

3. Engineering Mathematics by A. C. Shrivastava, P. K. Shrivastava [PHI Learning, New Delhi, 

ISBN:9788120342934] 

 

 

 

 

 

 



मॅथेमॅशिक्स फॉर मशीन लशनिंग-314320                                                  Mathematics for Machine Learning -314320 

  

 Maharashtra State Board of Technical Education              83 

 

युशनि -4 

नू्यमेररकल शडफरेस्तशशएशन आशण इंशिगे्रशन 

 (Numerical Differentiation and Integration) 

शविय शनष्पत्ती (Course Outcome): 

CO4: प्टिलेल्या फंक्शन्सचे संख्यात्मक प्टिभेिन (Numerical Differentiation) आप्टि संख्यात्मक समाकलन (Numerical   

          Integration) मूल्यांकन करा.  

घिक शनष्पत्ती (Theory Learning outcome): 

1. फॉरििश  आप्टि बॅकििश  इंटरपोलेशन (Forward and backward interpolation) िापरुन प्रथम ऑिशर िेररवे्हप्टटव्ह शोर्ा. 

2. टर ॅपेझोइिल प्टनयम (Trapezoidal Rule) िापरून संख्यात्मक समाकलन (Numerical Integration) मूल्यांकन करा. 

3. प्टसम्पसनचा एक तृतीयांश प्टनयम (Simpson's One-Third Rule) िापरून संख्यात्मक समाकलन ((Numerical 

Integration) मूल्यांकन करा. 

4. प्टसम्पसनच्या तीन आठ प्टनयमांचा (Simpson's Three-Eighth Rule) िापर करून संख्यात्मक समाकलन (Numerical 

Integration) मूल्यांकन करा. 

पररचय (Introduction) : 

संख्यात्मक प्टिभेिन (Numerical Differentiation) आप्टि संख्यात्मक समाकलन (Numerical Integration) ही मूलभूत 

गप्टितीय प्टिया आहेत, ज्यांचा प्टिप्टिर् शास्त्र आप्टि अप्टभयांप्टिकीच्या के्षिात प्टिसृ्तत प्रमािािर उपयोग केला िातो. सार्ी सतत 

असलेली बीिगप्टितीय प्टकंिा अपररमेय फंक्शन थेट प्टिभेिन (िेररवे्हप्टटव्ह) प्टकंिा समाकलन (इंप्टटगे्रशन) केली िाऊ शकतात . 

या अध्यायात, आम्ही फंक्शनच्या िेररवे्हप्टटव््हिचे अंिािे मागश प्टिकप्टसत करतो, िेव्हा केिळ िेटा पॉईंट्स प्टिले िातात आप्टि प्टिप्टशष्ट 

मागािंनी िि अंतगशत के्षि प्टिभाप्टित करून संख्यात्मक समाकलन (Numerical Integration ( कसे करायचे हे प्टशकू . 

4.1 संख्यात्मक शविेदन आशण संख्यात्मक समाकलन ((Numerical Differentiation   and Numerical Integration): 

4.1.1 संख्यात्मक शविेदन (Numerical Differentiation):  

संख्यात्मक प्टिभेिन (Numerical Differentiation) ही एक प्रप्टिया आहे प्टक ज्यात प्टिलेल्या प्टििप्टक्षत िेटा प्टबंिंूिर आर्ाररत 

स्पष्टपिे न ओळखल्या गेलेल्या फंक्शनच्या िेररवे्हप्टटव््हिचे मूल्य काढले िाते. सिशप्रथम आम्ही एक इंटरपोलेप्टटंग बहुपिी ठरितो 

आप्टि नंतर प्टिलेल्या प्टबंिूिर अंिािे िेररवे्हप्टटव््हि काढतो. 

1. िर िेटा प्टबंिू समान अंतराने (equispaced) असतील. 

     i. नू्यटनच्या फॉरििश इंटरपोलेशन (Newton forward interpolation) सूिाचा िापर टेबलच्या सुरुिातीच्या भागात    

        िेररवे्हप्टटव््हि शोर्ण्यासाठी केला िातो. 

    ii. नू्यटनच्या बॅकििश इंटरपोलेशन (Newton backward interpolation) सूिाचा िापर टेबलच्या शेिटच्या भागात   

          िेररवे्हप्टटव््हि काढण्यासाठी केला िातो. 

2. िर िेटा प्टबंिू समान अंतराने नसतील तर आपि नू्यटनच्या प्टिभागीय फरक पिती प्टकंिा लाग्रेंिच्या इंटरपोलेशन  

     सूिचा िापर करून िेररवे्हप्टटव््हि शोरू् शकतो आप्टि नंतर ते आिश्यकतेनुसार अनेक िेळा प्टभन्न करू शकतो.  

4.1.2: संख्यात्मक समाकलन (Numerical Integration): संख्यात्मक समाकलन (Numerical Integration( म्हििे    

  ििाखालील के्षि काढिे प्टकंिा एखाद्या के्षिामधे्य प्रमािांचा संचय करण्याची प्रप्टिया. संख्यात्मक समाकलन पितीनंी आपल्याला    

  अंिािे संख्यात्मक समाकलन (Numerical Integration मूल्य काढता येते, िेव्हा फंक्शनच्या अचूक रूप िप्टटल प्टकंिा अज्ञात असते.   

  संख्यात्मक समाकलन खालील गोष्टीचंा समािेश होतो: 

a. टर ॅप्टपझॉइिल प्टनयम ( Trapezoidal rule ) 

b. प्टसम्पसन एक तृतीयक प्टनयम ( Simpson’s one third rule ) 

c. प्टसम्पसन तीन आठिा प्टनयम ( Simpson’s three  third rule). 
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4.2 नू्यिनच्या इंिरपोलेशन सूिाचा वापर करून डेररवे्हशिव्हज् (Derivatives Using Newton’s Interpolation 

Formula):   

4.2.1 नू्यिनच्या फॉरवडग इंिरपोलेशन सूिाचा वापर करून डेररवे्हशिव्हज्:   

    (Derivatives Using Newton’s forward Interpolation Formula) 

   नू्यटनच्या फॉरििश  इंटरपोलेशन  सूि पुढीलप्रमािे आहे 

y = y0 + m ∆𝑦0 + 
𝑚(𝑚−1)

2!
∆2𝑦0 +

𝑚(𝑚−1)(𝑚−2)

3!
∆3𝑦0 + 

𝑚(𝑚−1)(𝑚−2)(𝑚−3)

4!
∆4𝑦0 + -------   1                              

                   येथे   m =  
𝑥−𝑥0

ℎ
                                                                                   -----------2                            

   प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 1 प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु m  ( Differentiating  1  w.r.t. m)   

   
𝑑𝑦

𝑑𝑚
  = 0+ ∆𝑦0+  

2𝑚−1

2!
∆2𝑦0 +

3𝑚2−6𝑚+2

3!
 ∆3𝑦0+ 

4𝑚3−18𝑚2+22𝑚−6

4!
+∆4𝑦0 + ------------ 3  

प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 1 प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु x  (Differentiating  1  w.r.t. x)   

                            
𝑑𝑚

𝑑𝑥
   =    

1

ℎ
                                                                              -------------4           

          ∴
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 =   

𝑑𝑦

𝑑𝑚
×

𝑑𝑚

𝑑𝑥
               chain rule                                   

समीकरि 3 आप्टि 4 िरून   

  
 𝑑𝑦

 𝑑𝑥
 =   

𝑑𝑦

𝑑𝑚
× 

𝑑𝑚

𝑑𝑥
   

        =   
1

ℎ
[∆𝑦0 + 

2𝑚−1

2!
∆2𝑦0 +

3𝑚2−6𝑚+2

3!
 ∆3𝑦0 +

4𝑚3−18𝑚2+22𝑚−6

4!
∆4𝑦0  + ⋯ ]  ------5 

 आता   x = x0 आप्टि m = 0   साठी, आपल्याला   प्टमळेल                                                                                                                        

 

                                                                                                                            - 

 

पुन्हा एकिा प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 5 प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  x 

  
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2   =    
𝑑

𝑑𝑥
(
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)   =   

𝑑

𝑑𝑚
(
𝑑𝑦

𝑑𝑥
) ×

𝑑𝑚

𝑑𝑥
               Chain rule  

         =  
𝑑

𝑑𝑚
[
1

ℎ
[∆𝑦0 + 

2𝑚−1

2!
∆2𝑦0 +

3𝑚2−6𝑚+2

3!
 ∆3𝑦0 +

4𝑚3−18𝑚2+22𝑚−6

4!
∆4𝑦0  + ⋯ ]] ×

𝑑𝑚

𝑑𝑥
 

         =  
1

ℎ

𝑑

𝑑𝑚
[∆𝑦0 + 

2𝑚−1

2!
∆2𝑦0 +

3𝑚2−6𝑚+2

3!
 ∆3𝑦0 +

4𝑚3−18𝑚2+22𝑚−6

4!
∆4𝑦0  + ⋯ ] ×

1

ℎ
 

         =  
1

 ℎ2
[0 + ∆2𝑦0 +

6𝑚−6

6
 ∆3𝑦0 +

12𝑚2−36𝑚+22

24
∆4𝑦0  + ⋯ ]     

आता  x = x0 आप्टि m = 0, साठी, आपल्याला   प्टमळेल                                                                                                                           

 

                                                                                                                              ------6 

       

हे नू्यटनचे फॉरििश  इंटरपोलेशन सूि आहे िे टेबलच्या सुरुिातीस ििळच्या प्टबंिूिर िेररवे्हप्टटव््हि शोर्ण्यासाठी िापरले िाते. 

सोडलेले उदाहरणे (Solved Examples)  

उदाहरण 4.1: खालील डेिा पॉईिंसह बहुपदीचे घन शदले आहे                          

x 0 1 2 3 

f(x) 5 6 3 8 

                    
𝒅𝒚

𝒅𝒙
 𝒂𝒏𝒅       

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
   चे मूल्य  x=0 या  मूल्यांसाठी   शोिा .       

 उत्तर: टेबलाच्या सुरिातीला x=0 मूल्य आहे, म्हिून आपि  नू्यटन फॉरििश  फॉमुशला  िापरून िेररवे्हप्टटव््हि  काढिार  आहोत. 

आपि प्रथम नू्यटन फॉरििश  प्टिफरेन्स टेबल तयार करू. 

𝑑𝑦

𝑑𝑥 𝑎𝑡  𝑥=0
  =     

1

ℎ
[∆𝑦0 − 

1

2
∆2𝑦0 +

1

3
 ∆3𝑦0 −

1

4
∆4𝑦0  + ⋯ ] 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
𝑎𝑡 𝑥=0

 =    
1

 ℎ2 [∆
2𝑦0 −  ∆3𝑦0 +

11

12
∆4𝑦0 −  

5

6
∆5𝑦0 + ⋯] 
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x f(x) ∆𝑓(𝑥)) ∆2𝑓(𝑥) ∆3𝑓(𝑥)) 

0 

 

1 

 

2 

 

3 

5 

 

6 

 

3 

 

8 

 

1 

 

-3 

 

5 

 

 

-4 

 

8 

 

 

 

12 

 

आपल्याकिे नू्यटनचा फॉरििश फॉमुशला िापरून प्रथम िेररवे्हप्टटव््हि काढण्याचे फॉमुशला खालील आहे 

          
𝑑𝑦

𝑑𝑥 𝑎𝑡  𝑥=0
  =     

1

ℎ
[∆𝑦0 − 

1

2
∆2𝑦0 +

1

3
 ∆3𝑦0 −

1

4
∆4𝑦0  + ⋯ ]     ----------1 

           टेबल मधे्य x= 0 ला खालील  मूल्य आहे 

                        ∆𝑓(𝑥)) =  1,  ∆2𝑓(𝑥) = -4    आप्टि      ∆3𝑓(𝑥))  =  12  आप्टि   h =1   

       प्टिलेले सिश  मूल्य  समीकरि  1 मधे्य  टाकू,  आपल्याला   प्टमळेल, 

                            
𝑑𝑦

𝑑𝑥 𝑎𝑡  𝑥=0
  =     

1

1
[1 − 

1

2
(−4) +

1

3
 (12)] 

                                           =     [1 − (−2) + (4)] 

                                           =     [1 + 2  + 4 ] 

                    ∴      
𝑑𝑦

𝑑𝑥 𝑎𝑡  𝑥=0
  =      7  

                     
𝑑𝑦

𝑑𝑥
    चे  मूल्य  x=0 या  मूल्यांसाठी 7 आहे 

आपल्याकडे नू्यिनचा फॉरवडग  फॉमुगला वापरून दुसरा डेररवे्हशिव्हज् काढण्याचे फॉमुगला खालील आहे 

                          
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
𝑎𝑡 𝑥=0

   =    
1

 ℎ2 [∆2𝑦0 − ∆3𝑦0 +
11

12
∆4𝑦0 − 

5

6
∆5𝑦0 + ⋯] 

                                          =   
1

 12
[−4 −  12 + 0 − 0 + ⋯ ]  

                  ∴       
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
𝑎𝑡 𝑥=0

  = -16    

                       
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2  चे  मूल्य  x=0 या  मूल्यांसाठी  - 16 आहे 

सरावासाठी  उदाहरणे( Examples for Practice ): 

Q1. खालील उदाहरणे सोडावा 

a)  प्टिलेले :    

x 0 1 2 3 4 5 

y 3 6 11 18 27 38 

            शोर्ा: y '(0) आप्टि   y’’(0)  

b) प्टिलेले:   

x 0 1 2 3 4 

y  1 3 15 43 93 

           शोर्ा:   
𝑑𝑦

𝑑𝑥
     आप्टि   

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2      at   x = 0   
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c) प्टिलेले :    

x 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 

y 7.989 8.403 8.781 9.129 9.451 9.750 10.031 

               शोर्ा:   
𝑑𝑦

𝑑𝑥
  आप्टि  

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
  at x = 1.1 

4.2.2 नू्यिनच्या बॅकवडग  इंिरपोलेशन सूिाचा वापर करून डेररवे्हशिव्हज्)Derivatives Using Newton’s 

Backward Interpolation Formula(: 

नू्यटनच्या बॅकििश  इंटरपोलेशन  सूि पुढीलप्रमािे आहे.   

y =  yn + m ∇𝑦0 +  
𝑚(𝑚+1)

2!
∇2𝑦𝑛 +

𝑚(𝑚+1)(𝑚+2)

3!
∇3𝑦𝑛 + 

𝑚(𝑚+1)(𝑚+2)(𝑚+3)

4!
∇4𝑦𝑛 -----1 

                 येथे         m =  
𝑥−𝑥𝑛

ℎ
                                         ----------2  

           प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 1 प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  m( Differentiating w.r.t. m)                                                                                                     

𝑑𝑦

𝑑𝑚
  =  0+ ∇𝑦𝑛 +  

2𝑚+1

2!
∇2𝑦𝑛 +

3𝑚2+6𝑚+2

3!
 ∇3𝑦𝑛 +  

4𝑚3+18𝑚2+22𝑚+6

4!
+∇4𝑦𝑛 + ------ 3 

प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 2 प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  x ( Differentiating w.r.t. x ) 

                                  
𝑑𝑚

𝑑𝑥
   =    

1

ℎ
                                                                    ------    4        

        ∴
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 =   

𝑑𝑦

𝑑𝑚
×

𝑑𝑚

𝑑𝑥
               Chain rule  

समीकरि 3 आप्टि 4 िरून   
 𝑑𝑦

 𝑑𝑥
 =   

𝑑𝑦

𝑑𝑚
× 

𝑑𝑚

𝑑𝑥
   

       =   
1

ℎ
[∇𝑦𝑛 + 

2𝑚+1

2!
∇2𝑦𝑛 +

3𝑚2+6𝑚+2

3!
 ∇3𝑦𝑛 +

4𝑚3+18𝑚2+22𝑚+6

4!
∇4𝑦𝑛  + ⋯ ]   ----5 

आता   x = xn आप्टि m = 0   साठी, आपल्याला   प्टमळेल.  

 

                                                                                                                     

 

 पुन्हा एकिा  प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 5  प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  x) 

  
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2   =    
𝑑

𝑑𝑥
(
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)   =   

𝑑

𝑑𝑚
(
𝑑𝑦

𝑑𝑥
) ×

𝑑𝑚

𝑑𝑥
                              Chain rule        

= 
𝑑

𝑑𝑚
[
1

ℎ
[∇𝑦𝑛 +

2𝑚+1

2!
∇2𝑦𝑛 +

3𝑚2+6𝑚+2

3!
 ∇3𝑦𝑛 +

4𝑚3+18𝑚2+22𝑚−6

4!
∇4𝑦𝑛 + ⋯]] ×

𝑑𝑚

𝑑𝑥
  

=  
1

ℎ

𝑑

𝑑𝑚
[∇𝑦𝑛 + 

2𝑚+1

2!
∇2𝑦𝑛 +

3𝑚2+6𝑚+2

3!
 ∇3𝑦𝑛 +

4𝑚3+18𝑚2+22𝑚−6

4!
∇4𝑦𝑛  + ⋯ ] ×

1

ℎ
 

= 
1

 ℎ2 [0 + ∇2𝑦𝑛 +
6𝑚+6

6
 ∇3𝑦𝑛 +

12𝑚2+36𝑚+22

24
∇4𝑦𝑛  + ⋯ ]     

आता   x = xn आप्टि m = 0   साठी, आपल्याला   प्टमळेल 

 

 

       

हे नू्यटनचे बॅकििश  इंटरपोलेशन इंटरपोलेशन सूि आहे िे टेबलच्या शेिटी प्टबंिूिर िेररवे्हप्टटव््हि शोर्ण्यासाठी िापरले िाते   .  

उदाहरण 4.2: पुढील तक्ता 1961  ते 2001 या िषाशत राज्याची िनगिना लोकसंख्या िेते. 

िषश)Year( 1961 1971 1981 1991 2001 

लोकसंख्या  ) Population( 19.96 36.65 58.81 77.21 94.61 

               2001   मर्ील लोकसंखे्यच्या िाढीचा िर  शोर्ा     

         
𝑑𝑦

𝑑𝑥 𝑎𝑡  𝑥=𝑥𝑛

  =     1
ℎ
[∇𝑦𝑛 + 

1

2
∇2𝑦𝑛 +

1

3
 ∇3𝑦𝑛 +

1

4
∇4𝑦𝑛  + ⋯ ] 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
𝑎𝑡 𝑥=𝑥𝑛

 =    
1

 ℎ2 [∇
2𝑦𝑛 + ∇3𝑦𝑛 +

11

12
∇4𝑦𝑛 + 

5

6
∇5𝑦𝑛 + ⋯] 
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उत्तर: टेबलाच्या शेिटी   x = 2001 मूल्य आहे, म्हिून आपि बॅकििश  इंटरपोलेशन फॉमुशला िापरून िेररवे्हप्टटव््हि काढिार 

आहोत.  

आपि प्रथम नू्यटन बॅकििश प्टिफरेन्स टेबल तयार करू.  

x f(x) ∇𝑓(𝑥))  ∇2𝑓(𝑥) ∇3𝑓(𝑥)) ∇4𝑓(𝑥)) 

1961 

 

1971 

 

1981 

 

1991 

  

2001 

 

19.96 

 

36.65 

 

58.61 

 

77.21 

 

94.62 

 

16.69 

 

22.16 

` 

 18.40 

 

17.40 

 

 

5.47 

 

-3.76 

 

-1.00 

 

 

 

 

 

-9,23 

 

2.76 

 

 

 

 

11.99  

 

आपल्याकिे नू्यटनचा बॅकििश फॉमुशला िापरून प्रथम िेरीिेटीव्ह काढण्याचे फॉमुशला खालील आहे 

           
𝑑𝑦

𝑑𝑥 𝑎𝑡  𝑥=𝑥𝑛

  =     
1

ℎ
[∇𝑦𝑛 + 

1

2
∇2𝑦𝑛 +

1

3
 ∇3𝑦𝑛 +

1

4
∇4𝑦𝑛  + ⋯ ] 

टेबल मधे्य x= 2001 ला खालील मूल्य आहे.  

∇𝑓(𝑥)) = 17.40 ,  ∇2f(x)=    -1.00  ,     ∇3𝑓(𝑥)) =  2.76  ,   ∇4𝑓(𝑥)    =11.99  आप्टि  h=10 

 प्टिलेले सिश मूल्य समीकरि 1 मधे्य टाकू, आपल्याला प्टमळेल 

   
𝑑𝑦

𝑑𝑥 𝑎𝑡  𝑥=2001
      =     

1

10
[17.40 + 

1

2
(−1.00) +

1

3
 (2.76) +

1

4
(11.99)] 

                          =    
1

10
[17.40 − 0.5 + 0.92 + 2.9975] 

                          = 
1

10
[20.8175]     

                          =   2.08175 

       
𝑑𝑦

𝑑𝑥 𝑎𝑡  𝑥=2001
=    2.08175    

      
𝑑𝑦

𝑑𝑥
    चे  मूल्य  x=2001 या  मूल्यांसाठी   2.08175  आहे.  

     2001   मर्ील   लोकसंखे्यच्या िाढीचा िर  2.08175 आहे    .    

आपल्याकिे नू्यटनचा बॅकििश फॉमुशला िापरून िुसरा िेरीिेटीव्ह काढण्याचे   फॉमुशला   खालील आहे. 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
𝑎𝑡 𝑥=2001 

     =    
1

 ℎ2
[∇2𝑦𝑛 + ∇3𝑦𝑛 +

11

12
∇4𝑦𝑛 + 

5

6
∇5𝑦𝑛 + ⋯]   

                       =   
1

 (10)2
[−1.00 + (2,76) +

11

12
(11.99) +  0 +] 

                       =   
1

100
[−1.00 + (2,76) + 10.9908 +  0 +] 

                       =   
1

100
[12.7508]   

       
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
𝑎𝑡 𝑥=2001 

  = 0.127508 

        
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
 चे  मूल्य  x=2001  या  मूल्यांसाठी 0.127508   आहे. 
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सरावाची उदाहरणे (Examples for Practice)  

Q.1 खालील िेटा पॉइंट्ससह बहुपिी प्टिली  आहे  : 

x 0 1 2 3 4 5 

f(x) 1 3 7 13 21 31 

          शोर्ा:   
𝑑𝑦

𝑑𝑥
     आप्टि    

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2      at   x = 5 

Q.1 प्टिलेले   

x 0 1 2 3 4 

y 1 3 11 31 69 

          शोर्ा:   
𝑑𝑦

𝑑𝑥
     आप्टि    

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
      at   x = 3. 5  

 Q.3 खालील तक्त्यात प्टिलेले तापमान θ (प्टिग्री सेन्ल्सयस मधे्य), एक थंि होत असलेल्या शरीराचे िेगिेगळ्या िेळेच्या  

        क्षिी मोिलेले आहे 

 

 

     t = 8 सेकंि िर थंि होण्याचा अंिािे िर  काढा   .  

4.3 संख्यात्मक समाकलन (Numerical Integration): 

4.3.1 नॉमगल वगीकरण सूि  (General Quadrature Formula):  सांन्ख्यकीय समाकलन म्हििेच प्टनप्टश्चत इंप्टटग्रल ∫ 𝑦𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 

चे मूल्य काढण्याची प्रप्टिया, िेव्हा फंक्शन प्टिलेल्या िेटा प्टबंिंूमधे्य (xi, yi) प्टिले िाते. िर y=f(x) प्टिलेले फंक्शन असेल, तर y चे 

मूल्य y0,   y1,  y2,   y3,…,yn आप्टि x चे मूल्य a = x0,  x1 ,x2, x3,…,xn =b   प्टिलेले आहेत.  

इंप्टटग्रल ∫ 𝑦𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 काढण्यासाठी, प्रथम अंतराल (a, b) ला n समान भागांमधे्य प्टिभागा,  ज्यांचा रंुिाई h असेल, असे की  

   a = 𝑥0  < 𝑥1   < 𝑥2   < = ⋯  <  𝑥𝑛   =  b   

                           I =  ∫ 𝑦 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
     I =  ∫ 𝑦𝑑𝑥

𝑥0+𝑛ℎ

𝑥0
          

          येथे     𝑥0 = 𝑎,       𝑎 + 𝑛ℎ  = 𝑥0 + 𝑛ℎ                           

                  आपि   घेऊ   ,  m =  
𝑥−𝑥0

ℎ
           -  

                           x - x0 =   hm                     ----------1 

   प्टिफरंप्टर्एप्टटंग 1 प्टिथ रीसे्पन्क्टव्ह टु  x     ( Differentiation w.r.t. x  ) 

                              ∴  dx = hdm 

  िेंव्हा   x→ 𝑥0  तेंव्हा  m →  0  आप्टि िेंव्हा x→ 𝑥0 + 𝑛ℎ    तेंव्हा    m →  n  

           I =  ∫ 𝑦 𝑑𝑥
𝑥0+𝑛ℎ

𝑥0
   

             =  ∫ [yo +  m ∆𝑦0 + 
𝑚(𝑚−1)

2!
∆2𝑦0  +

𝑚(𝑚−1)(𝑚−2)

3!
∆3𝑦0 + ⋯]ℎ𝑑𝑚

𝑛

0
 

            =   h  ∫ [y0 +  m ∆𝑦0 + 
𝑚(𝑚−1)

2!
∆2𝑦0  +

𝑚(𝑚−1)(𝑚−2)

3!
∆3𝑦0 + ⋯]𝑑𝑚

𝑛

0
    

 

 

     

नॉमशलिगीकरि सूि (General Quadrature formula) असे म्हितात. 

4.3.1 िर ॅ शपझॉइडल शनयम (Trapezoidal rule) : 

िर आपि नू्यटनच्या नॉमशलिगीकरि(General Qudrature) सूिात  n = 1 ठेिले, तर आपिास प्टमळालेलं िि  आप्टि 

 या िोन्ही प्टबंिंूनी सरळ रेषा होते, आप्टि ते एक रेषीय समीकरि बनिते. यामधे्य िुसरी आप्टि उच्च िमाची फरक 

(difference) शून्य असतात.  

x 1 3 5 7 9 

y 85.3 74.5 67.0 60.05 54.3 

  =h[ny0 +
n2

2
 ∆𝑦0+ (

n3

3
−

n2

2
)

1

2!
∆2𝑦0 + (

𝑛4

4
−𝑛3 + 𝑛2)

1

3!
∆3𝑦0 + ⋯  (n + 1) term ] 
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   I =  ∫ 𝑦𝑑𝑥
𝑥0+𝑛ℎ

𝑥0
  

     = h[ny0 +
n2

2
 ∆𝑦0 + (

n3

3
−

n2

2
)

1

2!
∆2𝑦0 + (

𝑛4

4
−𝑛3 + 𝑛2)

1

3!
∆3𝑦0 + − to (n + 1) term ] 

खालील प्रकारचे इंप्टटगे्रशन तयार होतात. 

                     ∫ 𝑦𝑑𝑥
𝑥0+ℎ

𝑥0
   =   h(𝑦0 +

1

2
∆𝑦0) 

                                        =  h  [𝑦0 + 
1

2
(𝑦1 − 𝑦0)] 

                                        =  h  [
𝑦0+𝑦1

2
]                         

तसेच             ∫ 𝑦𝑑𝑥
𝑥0+2ℎ

𝑥0+ℎ
   =   h(𝑦1 +

1

2
∆𝑦1) 

                                       =  h  [𝑦1 + 
1

2
(𝑦2 + 𝑦1)] 

                    ∫ 𝑦𝑑𝑥
𝑥0+2ℎ

𝑥0+ℎ
  =  h  [

𝑦1+𝑦2

2
]                                                                              

  

तसेच               ∫ 𝑦𝑑𝑥
𝑥0+3ℎ

𝑥0+2ℎ
   =    h  [

𝑦2+𝑦3

2
]                   

 

                     ∫ 𝑦𝑑𝑥
𝑥0+4ℎ

𝑥0+3ℎ
   =    h  [

𝑦4+𝑦3

2
]       

                                -------------------------------- 

                                ------------------------------   

तसेच              ∫ 𝑦𝑑𝑥
𝑥0+𝑛ℎ

𝑥0+(𝑛−1)ℎ
   =    h  [

𝑦𝑛−1+ 𝑦𝑛

2
] 

 आपि सिश n इंप्टटगे्रशन बेरीि करू, आपल्यला प्टमळेल. 

  ∫ 𝑦𝑑𝑥
𝑥0+𝑛ℎ

𝑥0
  = ∫ 𝑦𝑑𝑥 +

𝑥0+ℎ

𝑥0
∫ 𝑦𝑑𝑥 +

𝑥0+2ℎ

𝑥0+ℎ
∫ 𝑦𝑑𝑥

𝑥0+3ℎ

𝑥0+2ℎ
  +  …      ∫ 𝑦𝑑𝑥

𝑥0+𝑛ℎ

𝑥0+(𝑛−1)ℎ
 

                     =    h  [
𝑦0+𝑦1

2
]  +  h  [

𝑦1+𝑦2

2
]   +  h  [

𝑦2+𝑦3

2
]  +    … h  [

𝑦𝑛−1+ 𝑦𝑛

2
] 

 

 

  

हे प्टनर्ाशररत इंप्टटगे्रशन (Definite integral) मूल्यांकन करण्यासाठी टर ॅपेझोइिल प्टनयम म्हिून ओळखले िाते. 

सोडलेले उदाहरणे (Solved Examples) 

उदाहरण 4.3: खाली शदलेल्या शनिागररत इंशिगे्रशनचे n = 4 घेऊन िर ॅ शपझॉइडलचा शनयम वापरून मूल्यांकन करा. 

                                              ∫
𝟏

𝟏+𝒙𝟐

𝟏

𝟎
𝒅𝒙          

 उत्तर:  प्टिलेले   𝐼 =  ∫
1

1+𝑥2

1

0
𝑑𝑥    f(x)  =  

1

1+𝑥2     a == 0  आप्टि   b  =  1, n = 4    

                        ∴  h =   
𝑏−𝑎

𝑛 
   =

1−0

4 
  = 

1

4
  = 0.25  

x 0 
1

4
 

1

2
 

3

4
 1 

y=
1

1+𝑥2 1 
16

17
 

4

5
 

16

25
 

1

2
 

 𝑦0 𝑦1 𝑦2 𝑦3 𝑦4 

टर ॅप्टपझॉइिलचा  प्टनयम, 

             ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
=  

ℎ

2
  [(𝑦0 + 𝑦𝑛) +  2 ( 𝑦1 + 𝑦2 + 𝑦2 + ⋯𝑦𝑛−1] 

I=  ∫ 𝑦 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= ∫ 𝑦𝑑𝑥

𝑥0+𝑛ℎ

𝑥0
=  

ℎ

2
 [(𝑦0 + 𝑦𝑛) +  2 ( 𝑦1 + 𝑦2 + 𝑦2 + ⋯𝑦𝑛−1] 
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             ∫
1

1+𝑥2  𝑑𝑥
1

0
=  

ℎ

2
  [(𝑦0 + 𝑦4) +  2 ( 𝑦1 + 𝑦2 + 𝑦3] 

                              =  

1

4

2
  [(1 + 

1

2
) +  2 ( 

16

17
+

4

5
+

16

25
)] 

                              =  
1

8
  [( 

3

2
) +  2 ( 

400+340+272

425
] 

                              =   
1

8
  [( 

3

2
) +  ( 

2024

425
] 

                              =   
1

8
  [

5323

850
] 

                              =    [
5323

6800
]                          ∴   ∫

1

1+𝑥2  𝑑𝑥
1

0
      =    0.7828     

टर ॅप्टपझॉइिलचा  प्टनयम िापरून  प्टिलेल्या इंप्टटगे्रशनचे चे  मूल्य   0.7828  आहे .    

उदाहरण 4.4 खाली शदलेल्या शनिागररत इंशिगे्रशनचे n=3 घेऊन िर ॅ शपझॉइडलचा शनयम वापरून 4 दशांश पयिंतचे      

मूल्यांकन करा.        

                                                  .   

 उत्तर:   प्टिलेले   𝐼 =  ∫ 𝑦
𝜋

2
0

𝑑𝑥       ,   f(x)  = 𝒆𝒄𝒐𝒔𝒙     a =0  आप्टि  b  = 
𝝅

𝟐
    , n = 3    

                                             ∴  h =   

𝝅

𝟐
−𝟎

𝟑 
   =  

𝝅

𝟔 
    

x 0 
 𝜋

6
 

𝜋

3
 

𝜋

2
 

y = 𝑒𝑐𝑜𝑠𝑥 2.71828 2.37744 1.64872 1 

 𝑦0 𝑦1 𝑦2      𝑦3 

टर ॅप्टपझॉइिलचा  प्टनयम   ,  

            ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
=  

ℎ

2
  [(𝑦0 + 𝑦𝑛) +  2 ( 𝑦1 + 𝑦2 + 𝑦2 + ⋯𝑦𝑛−1] 

           ∫  𝑒𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥
𝜋

2
0

=  
ℎ

2
  [(𝑦0 + 𝑦3) +  2 ( 𝑦1 + 𝑦2] 

                             =  

𝜋

6

2
  [(2.71828 + 1 ) +  2 ( 2.37744 + 1.64872)] 

                             =  
𝜋

12
  [(3.71828) +  2 ( 4.02616] 

                             =   
𝜋

12
  [(3.71828) + 8.05232] 

                             =   
𝜋

12
  [11.7706] 

                             =    3.0815                ∴  ∫  𝑒𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥
𝜋

2
0

     =   3.0815    

 टर ॅप्टपझॉइिलचा  प्टनयम िापरून  प्टिलेल्या इंप्टटगे्रशनचे   4 िशांश पयिंतचे  मूल्य 3.0815  आहे . 

 सरावासाठी   उदाहरणे   

(a) खाली प्टिलेल्या प्टनर्ाशररत इंप्टटगे्रशनच्या मूल्यमापनासाठी टर ॅप्टपझॉइिलचा प्टनयम िापरा, आप्टि [2, 7] या अंतरालाला पाच 

समान उपअंतरालात प्टिभाप्टित करा. . 

                          ∫
1

𝑥
 𝑑𝑥  

7

2
 

(b) खाली प्टिलेल्या प्टनर्ाशररत इंप्टटगे्रशनच्या मूल्यमापनासाठी टर ॅप्टपझॉइिलचा प्टनयम िापरा, आप्टि  [ 0,   
𝜋

2 
]   या  अंतरालाला 

समान तीन समान भागांमधे्य करा.  

                              ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑑𝑥
𝜋

2
0
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(c) एका निीची लांबी 100 मीटर आहे आप्टि ती निीच्या प्टिप्टिर् प्टबंिंूिर खोली मोिली गेली आहे.   

x 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 

y 0 3 7 9 12 15 14 10 8 6 2 

       निीच्या िॉस-सेक्शनचा के्षिफळ टर ॅप्टपझॉइिलचा प्टनयमाचा िापर करून शोर्ा.  

4.4 शसम्पसन एक तृतीयक शनयम (Simpsons one- third rule):  

 िर आपि नू्यटनच्या नॉमशलिगीकरि  सूिामधे्य (Newton’s General Quadrature Formula)  n= 2  मूले्य ठेिली, तर 

आपल्याला   ,  ,  प्टबंिंूमरू्न िािारा एक िि प्टमळेल, िो एक पराबोप्टलक आकृती असतो आप्टि हा 

िि एक प्टिआर्ारी समीकरि (quadratic equation) असतो. त्यामधे्य प्टतसरे आप्टि त्यापुढील फरक शून्य असतात.  

  I =  ∫ 𝑦𝑑𝑥
𝑥0+𝑛ℎ

𝑥0
  

    = h[ny0 +
n2

2
 ∆𝑦0 (

n3

3
−

n2

2
)

1

2!
∆2𝑦0 + (

𝑛4

4
−𝑛3 + 𝑛2)

1

3!
∆3𝑦0 + − to (n + 1) term ] 

       ∫ 𝑦𝑑𝑥
𝑥0+2ℎ

𝑥0
=ℎ [ny0 +

n2

2
 ∆𝑦0 + (

n3

3
−

n2

2
)

1

2!
∆2𝑦0 ] 

                       = ℎ [2y0 +
22

2
 ∆𝑦0 + (

23

3
−

22

2
)

1

2!
∆2𝑦0 ] 

                      =ℎ [2y0 +
4

2
(𝑦1 − 𝑦0 ) + (

8

3
−

4

2
)

1

2!
(∆𝑦1−∆𝑦0)  ] 

                      =ℎ [2y0 + 2(𝑦1 − 𝑦0 ) + (
8

3
− 2)

1

2
[𝑦2 − 𝑦1 − (𝑦1 − 𝑦0]  ] 

                      = ℎ [2y0 + 2𝑦1 − 2𝑦0 + (
2

3
)

1

2
[𝑦2 − 2𝑦1 + 𝑦0]  ] 

                      =ℎ [2y0 + 2𝑦1 − 2𝑦0 +
1

3
[𝑦2 − 2𝑦1 + 𝑦0]  ] 

                      =ℎ [2y0 + 2𝑦1 − 2𝑦0 +
1

3
𝑦2 −

1

3
2𝑦1 +

1

3
𝑦0  ] 

                      =h[  
1

3
𝑦0 +  2𝑦1 −

1

3
2𝑦1 +

1

3
𝑦2  ] 

                        = 
ℎ

3
[ 𝑦0 +  4𝑦1 + 𝑦2  ]

         

  तसेच    ∫ 𝑦 𝑑𝑥   
𝑥0+2ℎ

𝑥0
= 

ℎ

3
[ 𝑦0 +  4𝑦1 + 𝑦2  ] 

   तसेच  ∫ 𝑦 𝑑𝑥   
𝑥0+4ℎ

𝑥0+3ℎ
= 

ℎ

3
[ 𝑦2 +  4𝑦3 + 𝑦4  ] 

            ∫ 𝑦 𝑑𝑥   
𝑥0+6ℎ

𝑥0+4ℎ
= 

ℎ

3
[ 𝑦4 +  4𝑦5 + 𝑦6  ] 

                     -------------------------------------- 

                     ------------------------------------- 

  तसेच     ∫ 𝑦 𝑑𝑥   
𝑥0+𝑛ℎ

𝑥0+(𝑛−2)ℎ
= 

ℎ

3
[ 𝑦𝑛−2 +  4𝑦𝑛−1 + 𝑦𝑛  ]                               

आपि सिश   n इंप्टटगे्रशचे  बेरीि  करू. आपल्यला प्टमळेल  

∫ 𝑦 𝑑𝑥   
𝑥0+𝑛ℎ

𝑥0
= 

ℎ

3
[ 𝑦0 +  4𝑦1 + 𝑦2  ] +

ℎ

3
[ 𝑦2 +  4𝑦3 + 𝑦4  ] +

ℎ

3
[ 𝑦4 +  4𝑦5 + 𝑦6  ] 

                                 ------  +
ℎ

3
[ 𝑦𝑛−2 +  4𝑦𝑛−1 + 𝑦𝑛  ] 

   सोपं केल्यािर, आपल्याला प्टमळतं .             

        = 
ℎ

3
[ (𝑦0 + 𝑦𝑛) +  4(𝑦1 + 𝑦3 + 𝑦5 + ⋯ . .+𝑦𝑛−1) + 2(𝑦2 + 𝑦4 + ⋯+ 𝑦𝑛 ) ] 

 

 I  =  ∫ 𝑦 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
=

ℎ

3
[ (𝑦0 + 𝑦𝑛) +  4(𝑦1 + 𝑦3 + 𝑦5 + ⋯ . .+𝑦𝑛−1) + 2(𝑦2 + 𝑦4 + ⋯+ 𝑦𝑛 ) ] 
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हे प्टनर्ाशररत इंप्टटगे्रशन (Definite integral) मूल्यांकन करण्यासाठी प्टसम्पसन एक तृतीयक प्टनयम (Simpsons one third rule) 

म्हिून ओळखले िाते. 

सोडलेले उदाहरणे (Solved Examples ) 

उदाहरण 4.5: खाली शदलेल्या इंशिगे्रशनच्या मूल्यमापनासाठी शसम्पसन एक तृतीयक शनयम (simpson’s one third 

rule )  वापरा, आशण  [ 0, 𝟐 ]   या अंतराला चार समान िागांमधे्य शविाशजत करा.  

                             ∫ 𝒆−𝒙𝟐

𝟎
𝒅𝒙  

 उत्तर:    दिलेले   𝐼 =  ∫ 𝑒−𝑥2

0
𝑑𝑥   , f(x)  = 𝒆−𝒙    a =0  आप्टि b  =2    , n = 4    

                                    ∴  h =   
𝟐−𝟎

𝟒 
   =  

𝟏

𝟐 
 =  0.5     

x 0 0.5 1 1.5 2 

Y=𝑒𝑐𝑜𝑠𝑥 1 0.6064 0.3676 0.2231 0.1353 

 𝑦0 𝑦1 𝑦2      𝑦3      𝑦4 

प्टसम्पसन एक तृतीयक प्टनयम,  

I=  ∫ 𝑦 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
=

ℎ

3
[ (𝑦0 + 𝑦𝑛) +  4(𝑦1 + 𝑦3 + 𝑦5 + ⋯ . .+𝑦𝑛−1) + 2(𝑦2 + 𝑦4 + ⋯+ 𝑦𝑛 ) ] 

                  I= ∫ 𝑒−𝑥2

0
𝑑𝑥 =

0.5

3
[ (𝑦0 + 𝑦4) +  4(𝑦1 + 𝑦3) + 2(𝑦2) ] 

                                       = 
0.5

3
[ (1 + 0.1353) +  4(0.6064 + 0.2231) + 2(0.3676) ] 

                                       = 
0.5

3
[ (1.1353) +  4(0.8295) + 0.7352) ] 

                                       = 
0.5

3
[ 5.1885] 

                       I= ∫ 𝑒−𝑥2

0
  =  0.86475 

    प्टसम्पसन एक तृतीयक प्टनयम िापरून प्टिलेल्या इंप्टटगे्रशनचे मूल्य 0.86475   आहे 

उदाहरण 4.6  एक शवमान ज्याची गती प्रारंिात शविांतीतून सुरु होते, ती वेळेच्या ठराशवक अंतरावर शदली आहे, जसे की 

खाली दाखवले आहे: 

वेळ (minutes) 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 

v गती (Velocity) 8 17 24 28 30 20 12 6 2 0 

शसम्पसन एक तृतीयांश शनयमाचा (Simpson’s 1/3 Rule) वापर करून शवमान 20 शमशनिांमधे्य शकती अंतर पार करेल 

याचा अंदाज करा. 

उत्तर: समिा मानूया की S हे प्टिमानाने 20 प्टमप्टनटांत पार केलेले अंतर आहे. प्टिमानाची गती (v) िी प्टििांतीतून सुरू होते, ती 

िेळेच्या ठराप्टिक अंतरालांिर प्टिली आहे. आपल्याला माहीत आहे की गती (velocity) म्हििे:   

                                        v =  
𝑑𝑆

𝑑𝑡
   

 प्टिथे, 
𝑑𝑆

𝑑𝑡
 हे थथानाच्या बिलाचे िर (rate of change of displacement) िेळेसंबंर्ी प्टिलेले आहे                                

                                 ds =   v dt    

 िोन्ही  बािूचे इंप्टटगे्रशन करू      ∫ 𝑑𝑠
20

0
 =  ∫ 𝑣 𝑑𝑡

20

0
         here h = 2   

िेळ (minutes) 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 

v गती (Velocity) 8 17 24 28 30 20 12 6 2 0 

 V0 V1 V2 V3 V4 V5 V6 V7 V8 V9 
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                  S  =  ∫ 𝑣 𝑑𝑡
20

0
  

                             =
ℎ

3
[ (𝑉0 + 𝑉9) +  4(𝑉1 + 𝑉3 + 𝑉5 + 𝑉7) + 2(𝑉2 + 𝑉4 + 𝑉6 + 𝑉8) ] 

                                =
2

3
[ (8 + 0) +  4(17 + 28 + 20 + 6) + 2(24 + 30 + 12 + 2) ]                                     

                                    =
2

3
[ (8) +  284 + 136 ] 

                    =  
2

3
[ 428 ] 

                          S = 285.3333 km   

प्टसम्पसन एक तृतीयांश प्टनयमाचा (Simpson’s 1/3 Rule) िापर करून प्टिमान 20 प्टमप्टनटांमधे्य 285.3333 km अंतर पार    करेल.  

सरावासाठी   उदाहरणे 

a. खाली प्टिलेल्या प्टनर्ाशररत इंप्टटगे्रशनच्या मूल्यमापनासाठी प्टसम्पसन एक तृतीयांश प्टनयम िापरा, आप्टि [0,4]  

या अंतरालाला समान उपअंतरात प्टिभाप्टित करा.   

                   ∫ 𝑒𝑥4

0
𝑑𝑥   

     b.    खाली प्टिलेल्या प्टनर्ाशररत इंप्टटगे्रशनच्या मूल्यमापनासाठी प्टसम्पसन एक तृतीयांश प्टनयम िापरा, आप्टि  

[0, 
𝜋

2
] या अंतरालाला समान 8  उपअंतरात प्टिभाप्टित करा .  

    ∫ √cos 𝑥
𝜋

2
0

 𝑑𝑥  .     

      c.   खाली प्टिलेल्या प्टनर्ाशररत इंप्टटगे्रशनच्या मूल्यमापनासाठी प्टसम्पसन एक तृतीयांश प्टनयम िापरा, आप्टि 

[0, π] या अंतरालाला समान 4 अंतरात प्टिभाप्टित करा. 

                                              ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑥  
𝜋

0
 𝑑𝑥     ( x3 , y3 )  

4.5 शसम्पसन तीन आठवा शनयम (Simpson’s three- eight rule) : 

 िर आपि नू्यटनच्या नॉमशलिगीकरि (General Qudrature) सूिात  n= 3  मूले्य ठेिली तर आपल्याला   ,  

,   ( x3 , y3 )  प्टबंिंूमरू्न  िािारा एक िि  प्टमळेल, आप्टि हा िि एक  (cubic equation) समीकरि असतो. 

त्यामधे्य चौथे आप्टि त्यापुढील फरक शून्य असतात. 

         I = ∫ 𝑦 𝑑𝑥
𝑥0+𝑛ℎ

𝑥0
  =  

       = h[ny0 +
n2

2
 ∆𝑦0 (

n3

3
−

n2

2
)

1

2!
∆2𝑦0 + (

𝑛4

4
−𝑛3 + 𝑛2)

1

3!
∆3𝑦0 + − − up to (n + 1) term ] 

          n = 3 टाकू  

   I =  ∫ 𝑦 𝑑𝑥
𝑥0+3ℎ

𝑥0
  

     =    h[3y0 +
9

2
 ∆𝑦0 (

27

6
−

9

2
)

1

2!
∆2𝑦0 + (

81

4
− 27 + 9)

1

6
∆3𝑦0 ]   

    =    h[3y0 +
9

2
 ∆𝑦0 + (

27

6
−

9

4
)∆2𝑦0 + (

81

4
− 27 + 9)

1

6
∆3𝑦0 ]                                  

    =    h[3y0 +
9

2
 (𝑦1 − 𝑦0) +

9

4
(∆𝑦1 − ∆𝑦0) +

3

8
(∆2𝑦1 − (∆2𝑦0] 

    =  h[3y0 +
9

2
 (𝑦1) −

9

2
(𝑦0) +

9

4
((𝑦2 − 𝑦1) − (𝑦1 − 𝑦0)) +

3

8
{(∆𝑦2 − ∆𝑦1) − (∆𝑦1 − ∆𝑦0)} ] 

    =  h[3y0 +
9

2
 𝑦1 −

9

2
𝑦0 +

9

4
𝑦2 −

9

2
𝑦1 +

9

4
𝑦0  +

3

8
{(𝑦3 − 𝑦2) − 2(𝑦2 − 𝑦1) + (𝑦1 − 𝑦0)} ] 

    =  h[
3

4
y0 +

9

4
𝑦2  +

3

8
𝑦3 −

9

8
𝑦2 +

9

8
𝑦1 −

3

8
𝑦0 ] 

    =  h [
3

8
y0 +

9

8
𝑦1  +

9

8
𝑦2 +

3

8
𝑦3 ] 

    =  
3  

8
h [y0 + 3𝑦1  + 3𝑦2 + 𝑦3 ] 
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                ∫ 𝑦 𝑑𝑥 
𝑥0+3ℎ

𝑥0
=    

3  

8
h [y0 + 3𝑦1  + 3𝑦2 + 𝑦3 ]       ------------1 

तसेच  ∫ 𝑦 𝑑𝑥 
𝑥0+6ℎ

𝑥0+3ℎ
=    

3  

8
h [y3 + 3𝑦4  + 3𝑦5 + 𝑦6 ]             ----------2 

तसेच         ∫ 𝑦 𝑑𝑥
𝑥0+9ℎ

𝑥0+6ℎ
 =  

3  

8
h [y6 + 3𝑦7  + 3𝑦8 + 𝑦9 ]        ----------3 

                         ---------------------------- 

                         ---------------------------- 

 तसेच          ∫ 𝑦 𝑑𝑥
𝑥0+𝑛ℎ

𝑥0+(𝑛−1)ℎ
 =    

3  

8
h [y𝑛−3 + 3𝑦𝑛−2  + 3𝑦𝑛−1 + 𝑦𝑛 ] 

आपि सिश इंप्टटगे्रशन ची  बेरीि  करू आपल्याला प्टमळेल, 

I =  ∫ 𝑦 𝑑𝑥
𝑥0+𝑛ℎ

𝑥0
  =  ∫ 𝑦 𝑑𝑥

𝑥0+3ℎ

𝑥0
    +   ∫ 𝑦 𝑑𝑥

𝑥0+6ℎ

𝑥0+3ℎ
+…∫ 𝑦 𝑑𝑥

𝑥0+𝑛ℎ

𝑥0+(𝑛−1)ℎ
 

  =  
3  

8
h [y0 + 3𝑦1  + 3𝑦2 + 𝑦3 ]  +  

3  

8
h [y3 + 3𝑦4  + 3𝑦5 + 𝑦6 ] +  

3  

8
h [y6 + 3𝑦7 + 3𝑦8 + 𝑦9 ] 

                      …+    
3  

8
h [y𝑛−3 + 3𝑦𝑛−2  + 3𝑦𝑛−1 + 𝑦𝑛 ] 

, सोपं केल्यािर आपल्याला प्टमळते, 

 

 

 

 

 

हे प्टनर्ाशररत इंप्टटगे्रशन (Definite integral) मूल्यांकन करण्यासाठी प्टसम्पसन तीन आठिा प्टनयम (Simpsons three – eight 

rule) म्हिून ओळखले िाते. 

सोडलेले उदाहरणे (Solved Examples) 

उदाहरण 4.7 : खाली  प्टिलेल्या इंप्टटगे्रशनच्या मूल्यमापनासाठी प्टसम्पसन तीन आठिा प्टनयम िापरा, आप्टि [0, 3] या अंतराला 7  

समान उपअंतरालात प्टिभाप्टित करा.  

                                         ∫
𝟏

𝟏+𝒙
𝒅𝒙

𝟑

𝟎
    .   

 उत्तर:    प्टिलेले  I  =  ∫
1

1+𝑥
𝑑𝑥

3

0
   

            y =  f(x)  =  
𝟏

𝟏+𝒙
          a = 0  आप्टि b  =3    , n = 6  ,    आमच्याकिे 7 ऑप्टिशनेट आहे       

                      ∴  h =   
𝟑−𝟎

𝟔 
   =  

𝟏

𝟐 
 =  0.5     

 

 

 

 

प्टसम्पसन तीन आठिा प्टनयम,  

I  =  ∫ 𝑦 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
=

3ℎ

8
[ (𝑦0 + 𝑦𝑛) +  3(𝑦1 + 𝑦2 + 𝑦4 + 𝑦5 … . . ) + 2(𝑦3 + 𝑦6 + 𝑦9 …) ] 

           =     
3ℎ

8
[ (𝑦0 + 𝑦6) +  3(𝑦1 + 𝑦2 + 𝑦4 + 𝑦5 ) + 2(𝑦3) ] 

          =    
3(0.5)

8
[ (1 + 0.25) +  3(0.6667 + 0.5 + 0.3333 + 0.2857 ) + 2(0.4) ] 

          =    
3(0.5)

8
[ (1.25) +  3(1.7857 ) + 2(0.4) ] 

          =    
1.5

8
[ 7.4071 ) ] 

x 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 

y 1 0.6667 0.5 0.4 0.3333 0.2857 0.25 

 𝑦0 𝑦1 𝑦2      𝑦3      𝑦4      𝑦5      𝑦6 

∫ 𝑦 𝑑𝑥
𝑥0+𝑛ℎ

𝑥0
     =  

3  

8
h [(y0 + 𝑦𝑛 ) + 3(𝑦1 + 𝑦2 + 𝑦4 + 𝑦5 + 𝑦7 + 𝑦8 + ⋯ ]         

                                 +    2 [y3 + 𝑦6  + 𝑦9 + … + 𝑦𝑛−3 ] 
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          =    
11.11065

8
    

        ∫
1

1+𝑥
𝑑𝑥

3

0
    =   1.3888 

प्टसम्पसन तीन आठिा प्टनयम  िापरून  प्टिलेल्या इंप्टटगे्रशनचे मूल्य 1.3888 आहे 

उदाहरण  4.8: प्टिलेल्या िेटा नुसार, खालील तक्त्यात िेळेच्या (t) आप्टि त्यासाठी संबंप्टर्त तापमान f(t)) चे मूल्य प्टिलेले आहेत 

     

 

 

प्टिलेल्या इंप्टटगे्रशन च्या मूल्यमापनासाठी प्टसम्पसन तीन आठिा िापरा प्टनयम िापरा,  ∫ 𝒇(𝒕)𝒅𝒕
𝟕

𝟏
  

उत्तर: दिलेले   I = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
7

1
       

                   a = 1,    b = 7          n=  number of interval  = 6        ∴  h =   
7−1

6 
   =  

6

6
 =  1    

 

 

 

 

प्टसम्पसन तीन आठिा प्टनयम,  

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎
  =  

3ℎ

8
[ (𝑡0 + 𝑡𝑛) +  3(𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡4 + 𝑡5 … . . ) + 2(𝑡3 + 𝑡6 + 𝑡9 …) ] 

               ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
7

1
     =    

3ℎ

8
[ (𝑡0 + 𝑡6) +  3(𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡4 + 𝑡5 ) + 2(𝑡3) ] 

                                   =    
3(1)

8
[ (81 + 60 ) +  3(75 + 80 + 78 + 70 ) + 2(83) ] 

                                   =     
3(1)

8
[ (141 ) +   909 + 166 ] 

                                   =    
3

8
[ 1216 ] 

                                   =   
3648

8
 

                  ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
7

1
  = 456 

प्टसम्पसन तीन आठिा प्टनयम  िापरून  प्टिलेल्या इंप्टटगे्रशनचे मूल्य  456   आहे 

सरावासाठी  उदाहरणे 

a) खाली प्टिलेल्या प्टनर्ाशररत इंप्टटगे्रशनच्या मूल्यमापनासाठी प्टसम्पसन तीन आठिा प्टनयम िापरा, आप्टि [0,6] या अंतराला समान 

6 उपअंतरात प्टिभाप्टित करा.                            ∫
1

1+𝑥

6

0
𝑑𝑥     

b) खाली प्टिलेल्या प्टनर्ाशररत इंप्टटगे्रशनच्या मूल्यमापनासाठी प्टसम्पसन तीन आठिा प्टनयम िापरा, आप्टि [0, 
𝜋

2
 ] या अंतराला समान  

8 उपअंतरालात प्टिभाप्टित करा.                     ∫ √𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑥  
𝜋

2
0

 dx                         

 References:  

1. Higher Engineering Mathematics by H. K. Dass, Er. Rajnish Verma [S. Chआप्टि Technical, ISBN: 

9788121938907] 

2. Higher Engineering Mathematics by Grewal B. S. [Tata McGraw Hill Education, New Delhi, ISBN 

: 9789386173522] 

3. Engineering Mathematics by A. C. Shrivastava, P. K. Shrivastava [PHI Learning, New Delhi, 

ISBN:9788120342934] 

                                            

Time 1 2 3 4 5 6 7 

Temperature 81 75 80 83 78 70 60 

िेळ (Time( 1 2 3 4 5 6 7 

तापमान )Temperature( 81 75 80 83 78 70 60 

 𝒕𝟎 𝒕𝟏 𝒕𝟐      𝒕𝟑     𝒕𝟒      𝒕𝟓      𝒕𝟔 
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युशनि-5 

शलशनअर प्रोग्राशमंग प्रॉबे्लम 

(Linear Programming Problems) 
शविय शनष्पत्ती (Course Outcome): 

CO5: ऑप्टिमल सोलुशन (Optimal solution) प्राप्त करण्यासाठी प्टलप्टनयर प्रोगॅ्रप्टमंग प्रॉबे्लम(LPP) संकल्पना लागू करा. 

घिक शनष्पत्ती (Theory Learning outcome): 

1. प्टिलेल्या समसे्यचे प्टलप्टनयर प्रोगॅ्रप्टमंगमधे्य प्रॉबे्लम रूपांतर करिे.  

2. ग्राप्टफकल पितीचा (Graphical Method) िापर करून प्टलप्टनयर प्रोगॅ्रप्टमंग प्रॉबे्लमचे ऑप्टिमल सोलुशन (Optimal solution) 

शोर्िे. 

3. प्टसम्प्पे्लि पितीचा (Simplex Method) िापर करून प्टलप्टनयर प्रोगॅ्रप्टमंग प्रॉबे्लमचे ऑप्टिमल सोलुशन (Optimal solution) 

शोर्िे. 

5.1 पररचय (Introduction):  

प्टलप्टनयर प्रोगॅ्रप्टमंग प्रॉबे्लम (Linear Programming Problem) हा ऑपरेशन्स ररसचशचा एक प्टिशेष प्रकार आहे. ऑपरेशन्स ररसचश 

ही एक शास्त्रशुि पित आहे, िी िास्तप्टिक िीिनातील समस्यांचे प्टनराकरि करण्यासाठी िापरली िाते. हे आपल्याला सिोत्तम 

प्टनिशय घेण्यासाठी मित करते. यामधे्य चार मुख्य भाग आहेत: 

1. प्टनिशय चल - (Decision Variables) 

2. उप्टिष्ट कायश - (Objective Function) 

3. रेखीय बंर्ने - (Linear Constraints / Inequalities) 

4. नॉन-नेगेप्टटव्ह बंर्न - (Non-negative Constraints) 

प्रथम, आपल्याला प्टनिशय चल प्टलहायचे असतात, िुसरे म्हििे उप्टिष्ट कायश िे िाढिायचे प्टकंिा कमी करायचे असते. प्टतसरे म्हििे 

रेखीय बंर्नांचा संच, ज्यामधे्य समसे्यच्या तांप्टिक तपशीलांचा समािेश असतो, िो प्टिलेल्या संसार्नांच्या प्टकंिा आिश्यकतांच्या 

संिभाशत असतो, आप्टि चौथे म्हििे नॉन-नेगेप्टटव्ह बंर्नांचा संच. प्टलप्टनयर प्रोगॅ्रप्टमंग प्टिप्टिर् के्षिांमधे्य िापरले िाते, िसे की लष्करी, 

प्टित्तीय, प्टिपिन, लेखाकाय आप्टि कृषी समस्या. प्टलप्टनयर प्रोगॅ्रप्टमंग प्रॉबे्लम प्टनराकरि करण्यासाठी सिाशत नॉमशलपिती म्हििे  

1) ग्राप्टफकल पित (Graphical method)  

2) प्टसंपे्लि पित (Simplex method) 

ग्राप्टफकल पित ही प्टलप्टनयर प्रोगॅ्रप्टमंग समस्यांचे प्टनराकरि करण्याची सिाशत मूलभूत पित आहे, ज्यािारे आपि सिोत्तम सोलुशन 

(Optimal Solution) शोर्तो. या पितीिारे, आपि एक िास्तप्टिक िीिनातील समस्या गप्टितीय मॉिेलमधे्य रूपांतररत करू 

शकतो. ती िोन चल असलेल्या प्टलप्टनयर प्रोगॅ्रप्टमंग समस्यांसाठी िापरली िाते.   

5.1.2 शलशनयर प्रोगॅ्रशमंग प्रॉबे्लमची मूलिूत पररिािा (LPP)(  Basic definitions)  

1 . शनणगय चल (Decision Variables): 

िे चल उप्टिष्ट कायाशत (objective function) मधे्य प्टिसतात, त्यांना प्टनिशय चल (Decision variables) म्हितात. प्टनिशय चल नेहमी 

नॉन-नेगेप्टटव्ह मूल्य घेतात, म्हििेच ते शून्य प्टकंिा त्याहून मोठे असािे लागतात. हे ते चल आहेत, ज्यांचे गुिात्मक मूल्य मॉिेलच्या 

उत्तरातून(solution) शोर्ले िाते, िेिेकरून उप्टिष्ट कायश कमाल प्टकंिा प्टकमान केले िाऊ शकेल. प्टनिशय चल सामान्यत    𝑥1, 𝑥2, 

𝑥3, … 𝑥𝑛. ने िशशिले िातात हे प्टनयंप्टित प्टकंिा अप्रप्टतबंप्टर्त असू शकतात. प्टनयंप्टित चल त्या असतात ज्यांचे मूल्य प्टनिशय घेिारयांच्या 

प्टनयंििात असते. अप्रप्टतबंप्टर्त चल त्या असतात ज्यांचे मूल्य प्टनयंििात नसते.  

2. उशद्दष्ट् कायग (Objective Function):  

रेषीय कायश, िे ऑप्टिमाइझ (कमाल प्टकंिा प्टकमान) केले िाते, त्याला उप्टिष्ट कायश (Objective Function) म्हितात. उप्टिष्ट कायाशत 

प्रप्टत युप्टनट उत्पािनाच्या नफ्याचे प्टकंिा खचाशचे गुिांक असिे आिश्यक आहे. ते 𝑧 ने िशशिले िाते. उप्टिष्ट कायश खालील प्रकारे व्यक्त 

करता येईल: 

                      कमाल प्टकंिा प्टकमान  z  (Max 𝑧 or min 𝑧) = 𝑐1 𝑥1 + 𝑐2 𝑥2 + … + 𝑐𝑛 𝑥𝑛  
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3. बंिने (Constraints Inequalities): बंर्ने ही प्टनिशय चलांिर लािलेली मयाशिा असतात. ती कच्च्च्या िसंू्तच्या       

    उपलब्धतेच्या संिभाशत असू शकतात 

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + … … … … … . + 𝑎1𝑛𝑥𝑛(≤, = , ≥) 𝑏1  

𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + … … … … … . + 𝑎2𝑛𝑥𝑛(≤, = , ≥)𝑏2   

-------------------------------------------------------- 

----------------------------------------------------------- 

𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 + … … … … … . + 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 ≤, = , ≥ 𝑏𝑚  

 4. नॉन-नेगेशिव्ह बंिन (Non negative constraint) :    𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 …    𝑥𝑛  ≥ 0.   

5.2 रेखीय प्रोगॅ्रशमंग समसे्यची (LPP) रचना (Formation of Linear Programming Problems (LPP): 

प्टलप्टनयर प्रोगॅ्रप्टमंग प्रॉबे्लम (LPP) रचना म्हििे िास्तप्टिक िगातील पररन्थथतीला एक गप्टितीय मॉिेलमधे्य रूपांतररत करिे, 

ज्यामधे्य उप्टिष्ट कायश, बंर्ने आप्टि नॉन-नेगेप्टटव्ह बंर्नांचा समािेश असतो. खाली LPP तयार करण्याची एक चरिबि प्रप्टिया प्टिली 

आहे.  

शलशनयर प्रोगॅ्रशमंग प्रॉबे्लम गशणतीय रचना (Mathematical Formulation of Linear Programming Problems):  

 रेखीय प्रोगॅ्रप्टमंग मॉिेल तयार करण्यासाठी, नेहमी खालील पितीचंा िापर करा.  

चरण 1: शनणगय चल (Decision Variables): पप्टहला चरि म्हििे तुम्हाला िे प्रमािे ठरिायचे आहे ते ओळखिे. हे चल म्हिून 

िशशिले िातात. समिा 𝑥1आप्टि    𝑥2  हे िोन उत्पािनांच्या एककांच्या संखे्यसाठी प्रप्टतप्टनप्टर्त्व करतात (प्टनिशय चल ओळखा).)  

चरण 2: उशद्दष्ट् कायग (Objective Function): तुम्हाला काय ऑप्टिमाइझ करायचं आहे ते ठरिा, कमाल (उिाहरिाथश, नफा) 

प्टकंिा प्टकमान (उिाहरिाथश, खचश). उप्टिष्ट कायश प्टनिशय चलांच्या रेषीय समीकरि म्हिून प्टलहा. 

                     कमाल प्टकंिा प्टकमान  z ( Maximize(minimize)  𝑍 = 𝑐1𝑥1 + 𝑐2𝑥2 + ⋯+ 𝑐𝑛𝑥𝑛 

प्टिथे Z हे उप्टिष्ट कायश आहे आप्टि 𝑐1, 𝑐2 , … , 𝑐𝑛 हे गुिांक आहेत (उिाहरिाथश, प्रप्टत युप्टनट नफा प्टकंिा प्रप्टत युप्टनट खचश). 

म्हििेच उप्टिष्ट कायश प्टनिशय चलांच्या स्वरूपात व्यक्त करा.  

चरण 3: बंिने (Constraints): बंर्ने ही प्टनिशय चलांनी (decision variables) पाळाियाच्या मयाशिा प्टकंिा बंर्नांची यािी करा. 

बंर्ने रेषीय असमानतांिारे प्टकंिा समीकरिांच्या रूपात प्टलप्टहली िातात.  

        𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + … … … … … . + 𝑎1𝑛𝑥𝑛(≤, = , ≥) 𝑏1  

        𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + … … … … … . + 𝑎2𝑛𝑥𝑛(≤, = , ≥)𝑏2   

        -------------------------------------------------------- 

        ----------------------------------------------------------- 

         𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 + … … … … … . + 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 ≤, = , ≥ 𝑏𝑚 

म्हििेच, उप्टिष्ट कायश ऑप्टिमाइझ करण्यासाठी आिश्यक असलेल्या बंर्नांचे लेखन करा. 

चरण 4: नॉन-नेगेशिव्ह बंिन (Non-negative Constraints): नॉन-नेगेप्टटव्ह बंर्न प्टलहा. 

𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 −−−    , ≥ xn  ≥ 0 

चरण 5: शलशनयर प्रोगॅ्रशमंग प्रॉबे्लम (LPP)  रचना(Formation of linear programming problem (LPP) model):     

            शेिटी, संपूिश प्टलप्टनयर प्रोगॅ्रप्टमंग प्रॉबे्लम (LPP ) ला संॅ्टििश  ( standard ) रूपात प्टलहा.   

 

 

 

 

 

 

 

  

 

            Maximize(Minimize )  𝑧 = 𝑐1 𝑥1 + 𝑐2 𝑥2 + … + 𝑐𝑛 𝑥𝑛      

               Subject to the constraints,  

                   𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + … … … … … . + 𝑎1𝑛𝑥𝑛(≤, = , ≥) 𝑏1  

                   𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + … … … … … . + 𝑎2𝑛𝑥𝑛(≤, = , ≥)𝑏2   

                -------------------------------------------------------- 

              --------------------------------------------------------- 

                𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 + … … … … … . + 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 ≤, = , ≥ 𝑏𝑚         

                    𝑥1,  ,  𝑥2,   ,   𝑥3 …    𝑥𝑛  ≥ 0.  
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चला काही प्टलप्टनयर प्रोगॅ्रप्टमंग प्रॉबे्लम ची उिाहरिे सोििून (LPP) रचना कशी करायची हे प्टशकूया. 

सोडलेले उदाहरणे (Solved Examples) [formation of LPP]  

उदाहरण 5.1: दोन िेलर A आशण B दररोज अनुक्रमे 150 रुपये आशण 200 रुपये कमावतात. A दररोज 6 शिग  आशण 4 

पँि्स शशवू शकतो, तर B दररोज 10 शिग आशण 4 पँि्स शशवू शकतो. शकमान 60 शि्गस आशण 32 पँि्स तयार करण्यासाठी 

कामाचा खचग शकमान करण्यासाठी शलशनयर प्रोगॅ्रशमंग प्रॉबे्लम तयार करा. 

उत्तर:  प्टिलेली माप्टहती सारिी स्वरूपात प्टिली िाऊ शकते.  

 

 

 

 

 

 

 

  

चरण 1: शनणगय चल (Decision Variables): समिा टेलर A हा x प्टििस काम करेल आप्टि टेलर B हा y प्टििस काम करेल.   

चरण 2: उशद्दष्ट् कायग (Objective Function): टेलर A च्या x प्टििसांसाठी मिुरीचा खचश Rs. 150 आहे आप्टि टेलर B च्या y 

प्टििसांसाठी खचश Rs. 200 आहे. टेलर A आप्टि B च्या काम करण्याच्या एकूि मिुरीचा खचश 

              Rs. (150x + 200y) , समिा Z हे प्टकमान(Minimum) मिुरीचा खचश आहे,  

                                          प्टकमान(Minimize) Z = 150x + 200y 

चरण 3: बंिने (Constraints): 

           i)शटशची प्टकमान (minimum ) आिश्यकता 60 आहे. 

                    टेलर A हा  एका प्टििशी 6 शटश प्टशितो म्हिून  टेलर A हा x प्टििशी 6x शटश प्टशिेल. 

                   टेलर B हा  एका प्टििशी 10 शटश प्टशितो म्हिून  टेलर B हा  y प्टििशी 10y शटश प्टशिेल 

                      म्हिून  प्रथम शटश चे बंर्न (constraint)  6x + 10y ≥ 60 आहे. 

          (ii) पंॅटची प्टकमान आिश्यकता 32 आहे. 

                    टेलर A हा एका प्टििशी 4 पंॅट प्टशितो, म्हिून टेलर A हा  x प्टििशी 4x पंॅट प्टशिेल. 

                      टेलर B हा एका प्टििशी 4 पंॅट प्टशितो,, म्हिून टेलर B हा y प्टििशी 4y पंॅट प्टशिेल. 

                          म्हिून िुसरे पंॅटचे बंर्न(constraint)  4x + 4y ≥ 32   आहे .    

चरण 4: नॉन-नेगेशिव्ह बंिन (Non-negative Constraints):  

                                        x   ≥   0     आप्टि     y   ≥   0 

चरण 5: शलशनयर प्रोगॅ्रशमंग प्रॉबे्लम (LPP) रचना (Formation of linear programming problem),       

        शेिटी, पूिश प्टलप्टनयर प्रोगॅ्रप्टमंग प्रॉबे्लम (LPP) सँ्टििश  स्वरूपात खालील प्रकारे  प्टलहू  

           प्टकमान (Minimize) Z    150x + 200y  

          बंर्नाच्या अर्ीन (Subject to the constraints) :  

                                  6x  +  10y   ≥    60   

                                   4x  +  4y   ≥   32     

                             x   ≥   0   आप्टि    y   ≥   0 

उदाहरण 5.2: एक प्टनमाशता िोन प्रकारच्या मॉिेल्स M1 आप्टि M2 तयार करतो, प्रते्यक M1 प्रकाराच्या मॉिेलला 4 तास घषशि 

(Grinding) आप्टि 2 तास पॉप्टलप्टशंगला (Polishing) लागतात, तर प्रते्यक M2 प्रकाराच्या मॉिेलला 2 तास घषशि आप्टि 5 तास 

पॉप्टलप्टशंगला लागतात. प्टनमाशत्याििळ 2 घषशक आप्टि 3 पॉप्टलशर आहेत. प्रते्यक घषशक एका आठिड्यात 40 तास काम करतो आप्टि 

प्रते्यक पॉप्टलशर एका आठिड्यात 60 तास काम करतो. मॉिेल M1 िर नफा 3 रुपये आहे आप्टि मॉिेल M2 िर नफा 4 रुपये आहे. 

          टेलर ( Tailor) 

प्टशिि" (stitch 

A B प्टकमान आिश्यकता 

Minimum 

requirement 

शटश (Shirts) 6 10 60 

पँट्स (Pants) 4 04 32 

िैनंप्टिन उत्पन्न (Earning  per day) Rs. 150 Rs. 200  



मॅथेमॅशिक्स फॉर मशीन लशनिंग-314320                                                  Mathematics for Machine Learning -314320 

  

 Maharashtra State Board of Technical Education              99 

 

िे काही तयार केले िाते ते बािारात प्टिकले िाते. प्टनमाशता त्याच्या उत्पािन क्षमतेचे िोन्ही मॉिेल्समधे्य कसे िाटप करािे िेिेकरून 

तो एका आठिड्यात कमाल (Maximum profit) नफा प्टमळिू शकेल.  

 उत्तर: प्टिलेली माप्टहती सारिी स्वरूपात प्टिली िाऊ शकते 

यंि (Machine) मॉिेल(Model M1) मॉिेल(Model M2) यंिाची मयाशिा (Limit OF Machine) 

घषशि (Grinding) 4 2 2× 40  =80 

पॉप्टलप्टशंग(Polishing) 2 5     3 × 60  = 180 

नफा (Profit) Rs 3.00 Rs4.00  

 चरण 1: शनणगय चल (Decision Variables):   समिा x आप्टि y हे M1 आप्टि M2 मॉिेल्सच्या युप्टनट्सची   

             संख्या आहेत.  

चरण 2: उशद्दष्ट् कायग (Objective Function): M1 मॉिेलिर नफा 3 रुपये आहे आप्टि M2 मॉिेलिर नफा 4    

            रुपये आहे, M1मॉिेल आप्टि M2 मॉिेलचा एकूि नफा 3x + 4y आहे. आपल्याला नफा कमाल (maximum)  

           करायचा आहे.            ∴  कमाल (Maximize) z   = 3x + 4y  

चरण 3: बंिने (Constraints): 

               i) घिगण बंिन (Grinding constraint): प्रते्यक घषशकाला एका आठिड्यात 40 तास   

                 उपलब्ध आहेत, िोन घषशक आहेत, त्यामुळे प्टनमाशता किे िास्तीत िास्त 2 x 80 = 80 तास घषशिासाठी आहेत.    

               प्टिल्यानुसार M1 ला 4 तास घषशि लागतो आप्टि M2 ला 2 तास घषशि लागतो. घषशि बंर्न (constraint) असे प्टिले     

                 आहे:                                   4x + 2y ≤ 80 

          ii)  पॉशलशशंग बंिन (Polishing constraint): प्रते्यक पॉप्टलशरला एका आठिड्यात 60 तास उपलब्ध आहेत,  

              तीन पॉप्टलशर आहेत, त्यामुळे प्टनमाशता किे िास्तीत िास्त 3 x 60 = 180 तास पॉप्टलप्टशंगसाठी उपलब्ध आहेत.     

              प्टिल्यानुसार M1 ला 2 तास पॉप्टलप्टशंग लागते आप्टि M2 ला 5 तास पॉप्टलप्टशंग लागते 

              पॉप्टलप्टशंग बंर्न असे प्टिले आहे:      2x + 5y ≤ 180 

चरण 4: नॉन-नेगेशिव्ह बंिन (Non-negative Constraints):       x   ≥   0     आप्टि     y   ≥   0 

चरण 5: शलशनयर प्रोगॅ्रशमंग प्रॉबे्लम (LPP) रचना(Formation of linear programming problem)  ,       

              शेिटी, पूिश प्टलप्टनयर प्रोगॅ्रप्टमंग प्रॉबे्लम (LPP) सँ्टििश  स्वरूपात खालील प्रकारे  प्टलहू . 

             कमाल (Maximiz) Z   = 3x+4 y  

            बंर्नाच्या अर्ीन (Subject to the constraints) :    

                                                        4x  +  2y   ≤    80 

                                                        2x  +  5y   ≤   180   

                                                     x   ≥   0     आप्टि    y   ≥   0 

उदाहरण 5.3: एक उद्यानीक तज्ञ िोन बँ्रिच्या खतांचे प्टमिि तयार करायचे आहे. ज्यामुळे प्टकमान 15 युप्टनट पोटॅश, 20 युप्टनट 

नाइटर ेट आप्टि 24 युप्टनट फॉसे्फट प्टमळतील. बँ्रि A हे 3 युप्टनट पोटॅश, 1 युप्टनट नाइटर ेट, 3 युप्टनट फॉसे्फट प्रिान करते. बँ्रि B हे 

1 युप्टनट पोटॅश, 5 युप्टनट नाइटर ेट आप्टि 2 युप्टनट फॉसे्फट प्रिान करते. बँ्रि A हे Rs. 120 प्रप्टत युप्टनट खचश करते आप्टि बँ्रि B हे 

Rs. 60 प्रप्टत युप्टनट खचश करते. खचश कमी करण्यासाठी या समसे्यचे प्टलप्टनयर प्रोगॅ्रप्टमंग प्रॉबे्लम (L.P.P.) म्हिून रूपांतरि करा.  

 उत्तर: प्टिलेली माप्टहती सारिी स्वरूपात प्टिली िाऊ शकते 

 

 

 

 

 

 

 

                 बँ्रि 

सामग्री ( Content) 

प्रप्टत युप्टनट (I per Unit) प्रप्टत युप्टनट (II per unit) प्टकमान आिश्यकता 

Minimum Requirement 

पोटॅश,( Potash) 3 1 15 

नाइटर ेट (Nitrate) 1 5 20 

फॉसे्फट (Phosphate) 3 2 24 

एकूि  खचश (Total cost) Rs. 120 Rs.60  
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समिा z हे प्टमििाचे खचश आहे .  िे x युप्टनट बँ्रि A आप्टि  y  युप्टनट बँ्रि B एकि करून तयार केले आहे. 

चरण 1: शनणगय चल (Decision Variables):   समिा  x  हे 1 युप्टनट बँ्रि A चे  खत आहे  आप्टि y  हे 1 युप्टनट बँ्रि 

            B  चे  खत आहे .  

चरण 2: उशद्दष्ट् कायग (Objective Function): बँ्रि A चे 1 युप्टनट Rs. 120 खचश करते आप्टि बँ्रि B चे 1 युप्टनट Rs. 60 खचश    

           करते. एकूि प्टकमान( Minimize) खचश  120 x + 60 y आहे. आपल्याला खचश कमी (minimize) करायचा आहे 

            प्टकमान( Minimiz)   Z = 120 x + 60 y   

चरण 3: बंिने (Constraints): 

i. पोटॅशचे बंर्न (Constraint of potash)- बँ्रि A चे 1 युप्टनट चे 3 युप्टनट पोटॅश प्रिान करते, बँ्रि B चे 1 युप्टनटचे 1 युप्टनट 

पोटॅश प्रिान करते. पि खतांच्या बँ्रि्सने प्टकमान 15 युप्टनट पोटॅश प्रिान करिे आिश्यक आहे,                          

पोटॅशचे बंर्न       3𝑥 + 𝑦 ≥ 15   हे  आहे . 

ii. नाइटर ेटचे बंर्न (Constraint of Nitrate)-  बँ्रि A चे 1 युप्टनटचे 1 युप्टनट नाइटर ेट प्रिान करते, बँ्रि B चे 1 युप्टनटचे 5 

युप्टनट नाइटर ेट प्रिान करते. पि खतांच्या बँ्रि्सने प्टकमान 20 युप्टनट नाइटर ेट प्रिान करिे आिश्यक आहे         

नाइटर ेटचे बंर्न   x+5𝑦 ≥ 20  हे आहे. 

iii. फॉसे्फटचे बंर्न (Constraint of phosphate) - बँ्रि A चे 1 युप्टनटचे 3 युप्टनट फॉसे्फट प्रिान करते, बँ्रि B चे 1 युप्टनटचे 2 

युप्टनट फॉसे्फट प्रिान करते. पि खतांच्या बँ्रि्सने प्टकमान 24 युप्टनट फॉसे्फट प्रिान करिे आिश्यक आहे 

फॉसे्फटचे बंर्न    3x + 2𝑦 ≥  24  हे आहे. 

चरण 4: नॉन-नेगेप्टटव्ह बंर्न (Non-negative Constraints):  

                                        x   ≥   0     आप्टि     y   ≥   0 

चरण 5: प्टलप्टनयर प्रोगॅ्रप्टमंग प्रॉबे्लम (LPP) रचना(Formation of linear programming problem)  ,       

            शेिटी, पूिश प्टलप्टनयर प्रोगॅ्रप्टमंग प्रॉबे्लम (LPP) सँ्टििश  स्वरूपात खालील प्रकारे  प्टलहू  

 प्टकमान( Minimiz)     𝑍 = 120𝑥 + 60𝑦  

             बंर्नाच्या अर्ीन (Subject to the constraints) :   

                                        3𝑥 + 𝑦 ≥ 15 

                                        𝑥 + 5𝑦 ≥ 20 

                                        3𝑥 + 2𝑦 ≥ 24 

                                     𝑥 ≥ 0,    𝑦   ≥ 0 

सरावासाठी उदाहरणे (Example for practice) 

1. एक कंपनी िोन प्रकारांच्या खेळण्यांची A आप्टि B प्टनमाशि करते. प्रकार A चे प्रते्यक खेळिं कप्टटंगसाठी 2 प्टमप्टनटं आप्टि 

अ ॅसेंबप्टलंगसाठी 1 प्टमप्टनट लागते. प्रकार B चे प्रते्यक खेळिं कप्टटंगसाठी 3 प्टमप्टनटं आप्टि अ ॅसेंबप्टलंगसाठी 4 प्टमप्टनटं लागतात. 

कप्टटंगसाठी 3 तास उपलब्ध आहेत आप्टि अ ॅसेंबप्टलंगसाठी 2 तास उपलब्ध आहेत. प्रकार A चं खेळिं प्टिकल्यािर कंपनीला Rs. 

10 नफा प्टमळतो आप्टि प्रकार B च्या खेळण्यािर Rs. 20 नफा प्टमळतो. नफा कमाल करण्यासाठी प्टलप्टनयर प्रोगॅ्रप्टमंग प्रॉबे्लम 

(L.P.P.) तयार करा. 

2. एका शेतकरयाकिे 10 एकर िमीन आहे. ते गहू आप्टि बाली (सुयशफूल) उगिू शकतात. गहूच्या प्रते्यक एकरािर $200 नफा 

प्टमळतो, आप्टि बालीच्या प्रते्यक एकरािर $300 नफा प्टमळतो. शेतकरयाला 12 तासांपेक्षा िास्त िम खचश करता येिार नाहीत, 

आप्टि गहूच्या प्रते्यक एकरासाठी 1 तास आप्टि बालीच्या प्रते्यक एकरासाठी 2 तास िम लागतात. शेतकरयाने नफा कमाल 

करण्यासाठी िप्टमन कशी िाटप करािी या समस्यांचे प्टलप्टनयर प्रोगॅ्रप्टमंग प्रॉबे्लममधे्य (L.P.P.)   रूपांतररत   करा.    

3. एक प्टनमाशि कंपनी िोन प्रकारच्या गॅझेट्स A आप्टि B प्टनमाशि करते, िे प्रथम सपाटी (foundry कारखाना मधे्य प्रप्टिया 

केल्यानंतर मशीन शॉप (Machine shop) मधे्य प्टफप्टनप्टशंगसाठी पाठिले िातात. A आप्टि B च्या उत्पािनासाठी प्रते्यक शॉपमधे्य 

लागिारे मॅन ऑिसश आप्टि कंपनीसाठी उपलब्ध मॅन ऑिसश खालील प्रमािे आहेत: 
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A च्या प्टििीिर नफा Rs. 30 आहे आप्टि B च्या प्टििीिर नफा Rs. 20 प्रप्टत युप्टनट आहे. नफा कमाल करण्यासाठी या समस्यांचे 

प्टलप्टनयर प्रोगॅ्रप्टमंग प्रॉबे्लममधे्य (L.P.P.)   रूपांतररत करा.  L.P.P. तयार करा. 

5.3शलशनयर प्रोगॅ्रशमंग प्रॉबे्लम सोडवण्याची पद्धत (दोन वे्हररएबल्समिील दोन समीकरणे): 

 (Method of solving Linear Programming Problems (Two equations in two variables):  

   प्टलप्टनयर प्रोगॅ्रप्टमंग प्रॉबे्लम (L.P.P.) सोलुशन (solution) शोर्ण्यासाठी िोन पिती आहेत.  

1. ग्राप्टफकल पित(Graphical method) 

2. प्टसंपे्लि पित (Simplex method) 

 5.3.1 शलशनयर प्रोगॅ्रशमंग प्रॉबे्लम संबंशित औपचाररक पररिािा (Formal definitions related to L.P.P.) 

1. शलशनयर प्रोगॅ्रशमंग प्रॉबे्लम (LPP) चे सोलुशन ( Solution of  L.P.P. ): प्टनिशय चल 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 यांच्या मूल्यांचा 

एक सेट, िो प्टिलेल्या प्टलप्टनयर प्रोगॅ्रप्टमंग प्रॉबे्लमच्या अटी पूिश करतो, त्याला त्या समसे्यचे सोलुशन (Solution)  म्हितात.  

2. शफशजबल सोलुशन (Feasible solution) : एक सोलुशन ( solution) िे प्टिलेल्या बंर्नांना (constraint) पूिश करते, 

त्याला प्टफप्टिबल सोलुशन म्हितात.    

3. ऑशिमल सोलुशन (Optimal solution): एक िे ऑप्टिमल सोलुशन उिेश कायाशला (Objective function) 

आिश्यकतेनुसार िास्तीत िास्त प्टकंिा कमी करतो, त्याला ऑप्टिमल सोलुशन असे म्हितात. 

4. शफशजबल ररजन(के्षि)(Feasible region) : प्टलप्टनयर प्रोगॅ्रप्टमंग प्रॉबे्लम (L.P.P. )च्या सिश बंर्नांनी(constraints ) 

ठरिलेला के्षिस  प्टफप्टिबल  ररिन ( region) असे  म्हितात. 

5. बाऊणे्डड ररजन (Bounded region) प्टलप्टनयर प्रोगॅ्रप्टमंग प्रॉबे्लम (L.P.P.) साठी एक सोलुशन (solution) िे बंप्टर्त 

असते असे मानले िाते, िर प्टफप्टिबल ररिन बंि असले आप्टि तर उिेश कायाशला (objevtive function) एक मयाशप्टित 

आिशश मूल्य प्टमळते. या बाबतीत असे बंर्न आहेत िे प्टनिशय चलांचे (decigion varaibles) मूल्य मयाशप्टित करतात, 

ज्यामुळे उिेश कायश अप्टनयंप्टितपिे िाढू प्टकंिा कमी होऊ शकत नाही.  

6. अनबाऊणे्डड ररजन (Unbounded region) : प्टलप्टनयर प्रोगॅ्रप्टमंग प्रॉबे्लम (L.P.P.) साठी एक समार्ान (solution) िे 

अनबाऊणे्डि असते, असे मानले िाते, िर साध्य के्षि(Feasible region) प्टकमान एका प्टिशेने अनंतापयिंत प्टिस्ताररत 

होत असेल, ज्यामुळे उिेश कायश(objective function) अप्टनयंप्टितपिे िाढू प्टकंिा कमी होऊ शकते. याचा अथश असा आहे 

की साध्य के्षिामधे्य (Feasible region उिेश कायाशसाठी (objective function) कोिताही मयाशप्टित िास्तीत िास्त 

प्टकंिा कमी मूल्य नाही.  

 शसद्धांत (Theorem): प्टलप्टनयर प्रोगॅ्रप्टमंग प्रॉबे्लम (L.P.P). चा उिेश कायश (objective function) त्याच्या आिशश 

मूल्य (optimal solution) (प्टकंिा िास्तीत िास्त प्टकंिा कमी) प्टकमान एका कोपरयािर प्टमळिते. हे कव्हश पॉप्टलगॉन 

(curve polygon) प्टसिांत म्हिून ओळखले िाते. 

समिा, आपल्याला प्टिलेल्या उिेश कायश (objevtive function) z = ax + by ला साध्य के्षिामधे्य (fesible region) िास्तीत िास्त 

प्टकंिा कमी करायचे आहे. साध्य के्षि (feasible region) हे एक कव्हश के्षि आहे िे सरळ रेषांनी बंि केले आहे. िर कोितेही रेषीय 

कायश z = ax + by, साध्य के्षिामधे्य काही प्टबंिूिर िास्तीत िास्त केले असेल, तर तो प्टबंिू पॉप्टलगॉनचा कोपरा असतो.  

हे ax + by = c रेष रेखाटून सत्याप्टपत केले िाऊ शकते,   

उदाहरण 5.4: खाली शदलेली असमानता ग्राशफकली दाखवा: 

(i)𝒙 ≤ 𝟑                (ii)    𝒚 ≥ −𝟐 

 उत्तर:    प्टिलेली रेषा x = 3,   X - Y समियके्षिात (x-y plain)  काढू  .   

               प्टिलेली रेषा y =-2   , X - Y समियके्षिात (x-y plain ) काढू  .     

गॅझेट्स(Gadgets) फाउंिर ी(Foundry) मशीन शॉप (Machine Shop) 

A 10 5 

B 6 4 

उपलब्ध िेळ (तास)Time Available(Hour) 60 35 
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           ii  प्टिलेली  रेषा 2𝑥 − 3𝑦 ≥ −6  ,   

उत्तर:    प्टिलेली  रेषा   2𝑥 − 3𝑦 ≥ −6  ,  X - Y समियके्षिात (x-y plain)  काढू यासाठी  प्टिलेल्या समीकरिात 

X=0 ,Y=0   टाकू   , आपल्याला  प्टमळेल 

                                   2(0)-3(0)≥ −6 

                                      0  ≥ −6  खरे आहे ( true)    

िे खरे आहे, म्हिून प्टफप्टिबल  ररिन  ओररप्टिनचा(origin) च्या  प्टिशेने  आहे .  

 

टीप (Note) – िर िरील अट खोटी असेल, तर प्टफप्टिबल ररिन ओररप्टिनचा (origin) च्या प्टिरुि प्टिशेने  आहे 

ग्राशफकल पद्धत (Graphical method) :         

रे्स्प-1 (Step-1) : सिश असमानतांना सप्टमकरिांमधे्य रूपांतर करा (covert all inequalities in to equalities)     

रे्स्प-2 (Step-2) : X - Y समियके्षिात रेषा काढा, 

1. X-इंटरसेि (x-intercept) आप्टि y-इंटरसेि (y-intercept) शोर्ा: या साठी x=0 प्टिलेल्या समीकरिात  x = 0 टाका  

आप्टि y चे मूल्य काढा   , पुन्हा  y=0  टाकून  x चे मूल्य  काढा , आपल्यला   (0,a) आप्टि (b,0)   असा प्रकारचे  प्टबंिू 

प्टमळतील .  

2. या प्टबंिंूना ग्राफिर प्लॉट करा आप्टि रेषा (line) काढा.  

रे्स्प-3 (Step-3) : बंर्नांिारे प्टनिेप्टशत प्टफप्टिबल ररिन (Feasible region) ठरिा. हे नॉमशलके्षि सुसंगत के्षि आहे. 

रे्स्प-4 (Step-4) :  प्टफप्टिबल ररिन (Feasible region )चे प्टशखर प्टबंिू शोर्ा.  

रे्स्प-5 (Step-5) :  प्टफप्टिबल ररिन (Feasible region ) के्षिातील सिश प्टशखर प्टबंिंूिर उिीष्ट कायश (objective  

            function) z चे मूल्य शोर्ा. 

सोडलेले उदाहरणे (Solved Examples) 

उदाहरण 5.5: खालील प्टिलेले प्टलप्टनयर प्रोगॅ्रप्टमंग प्रॉबे्लम ग्राप्टफकल पितीचा उपयोग करून सोििा.   

                           कमाल (  Maximize)  𝑧 =  9𝑥 +  13𝑦 

                         बंर्नाच्या अर्ीन (   subject to constraint )  

                                             2𝑥 +  3𝑦 ≤ 18 

                                               2𝑥 +  𝑦 ≤ 10,  

                                              𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0 

X Y Point 

0 2 (0,2) 

-3 0 (-3,0) 



मॅथेमॅशिक्स फॉर मशीन लशनिंग-314320                                                  Mathematics for Machine Learning -314320 

  

 Maharashtra State Board of Technical Education              103 

 

उत्तर:-  

रे्स्प-1(Step-1): सिश असमानतांना सप्टमकरिांमधे्य रूपांतर करू 

                    (convert all inequalities in to equalities )      

                                     2𝑥 + 3𝑦 = 18, 

                                     2𝑥 + 𝑦 = 10 

रे्स्प-2(Step-2):  

              i)  प्टिलेली  रेषा 2𝑥 + 3𝑦 = 18  X-Y समियके्षिात मधे्य  काढण्यासाठी  रेषेिरील  प्टबंिूकाढून  घेऊ. 

 

                              

 

 

 

                         (0, 6) आप्टि (9, 0) प्टबंिंूना िोििारी रेषा(Line) X-Y समियके्षिात काढू  . 

              ii) प्टिलेली  रेषा   2𝑥 + 𝑦 = 10 X-Y समियके्षिात काढण्यासाठी रेषेिरील  प्टबंिू  काढून  घेऊ,                      

x y प्टबंिू (Point) के्षि (Region) 

0 10 (0,10) ओररप्टिनच्या  प्टिशेने  असेल 

(Origin side) 5 0 (5,0) 

                               (0, 10) आप्टि (5, 0) प्टबंिंूना िोििारी रेषा(Line) X-Y समियके्षिात काढू. 

           तसेच, x ≥ 0, y ≥ 0 हे िशशप्टिते की सोलू्यशन सेट पूिशपिे I-चतुथशकात असतो. 

            िोन रेषांच्या छेिन  प्टबंिू( Intersection point)  B  काढण्यासाठी िोन रेषांच्या समीकरिांना आपि    

            सोििू , आपल्याला  x = 3   आप्टि y = 4  प्टमळते, म्हिून छेिन प्टबंिू( Intersection point) B(3, 4).  

 रे्स्प-3 (Step-3):बंर्नेिारे(constraints)सूप्टचत केलेल्या नॉमशलके्षिाचे(Feasible region)थथान ग्राफिारे  काढू    

                              

रे्स्प-4(Step-4): प्टफप्टिबल ररिन (Feasible region) हे छायांप्टकत केलेले के्षि O A B C O आहे, िे सुसंगत के्षि आहे आप्टि 

त्याचे   प्टशखर प्टबंिू 0(0, 0), A(5, 0), B(3, 4), C(0, 6) आहेत 

रे्स्प-5(Step-4): प्टफप्टिबल ररिन (Feasible region ) मर्ील सिश प्टशखर प्टबंिंूिर उिीष्ट कायश (objective function)   z  चे 

मूल्य खाली प्टिलेल्या  टेबले मधे्य काढू.  

नॉमशलके्षिाचे (Feasible region) प्टशखर प्टबंिू  

Vertex of common region(x, y) 
z  चे मूल्य ,   Z = 9x + 13y  at (x, y) 

O(0,0) Z = 9(0) + 13(0) = 0 

A(5,0) Z = 9(5) + 13(0) = 45 

B(3,4) 
Z = 9(3) + 13(4) = 79   

   कमाल प्टकंमत( maximum   value) 

C(0,6) Z = 9(0) + 13(6) = 78 

x y प्टबंिू (Point) के्षि (Region) 

0 6 (0,6) ओररप्टिनच्या  प्टिशेने  असेल 

(Origin side) 
9 0 (9,0) 
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टेबलिरून, Z चे ची कमाल मूल्य 79 आहे, कमाल मूल्य  प्टबंिू B (3, 4)  येथे होते, म्हििेच िेव्हा x = 3 आप्टि y = 4.    तेंव्हा 

Z चे कमाल. मूल्य 79 आहे    म्हििेच, आपला ऑप्टिमल सोलू्यशन प्टबंिू B(3, 4) येथे आहे आप्टि  Z चे  कमाल  मूल्य 79 आहे.  

उदाहरण 5.6: खालील प्टिलेले  प्टलप्टनयर प्रोगॅ्रप्टमंग प्रॉबे्लम ग्राप्टफकल पितीचा उपयोग करून सोििा   .       

                          कमाल (Maximize)  z = 5x + 2y 

                         बंर्नाच्या अर्ीन (subject to constraint) 

                                                        5𝑥 +  𝑦 ≥ 10, 

                                  𝑥 +  𝑦 ≥ 6, 

                                    𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0. 

 रे्स्प-1(Step-1): सिश असमानतांना सप्टमकरिांमधे्य रूपांतर करू (covert all inequalities in to equalities)                                      

 5𝑥 +  𝑦 = 10  आप्टि  𝑥 +  𝑦 =  6. 

रे्स्प-2(Step-2):  

              i) प्टिलेली  रेषा 5𝑥 +  𝑦 = 10 , X-Y समियके्षिात मधे्य  काढण्यासाठी  रेषेिरील  प्टबंिू  काढून  घेऊ 

x y      प्टबंिू (Point ) के्षि (Region) 

0 10 (0,10) ओररप्टिनच्या  प्टिरुि  प्टिशेने  असेल 

(Non-Origin side ) 2 0 (2,0) 

                       (0, 10) आप्टि (2, 0) प्टबंिंूना िोििारी रेषा(line) ,  X-Y समियके्षिात काढू  .    

            ii) प्टिलेली  रेषा , 𝑥 +  𝑦 =  6.    X-Y समियके्षिात मधे्य  काढण्यासाठी  रेषेिरील  प्टबंिू  काढून  घेऊ .  

x y प्टबंिू (Point ) के्षि (Region) 

0 6 (0,6) ओररप्टिनच्या  प्टिरुि  प्टिशेने  

असेल (Non-Origin side ) 6 0 (6,0) 

                           

 (0, 6) आप्टि (6, 0) प्टबंिंूना िोििारी रेषा X-Y समियके्षिात काढू 

तसेच, x ≥ 0, y ≥ 0 हे िशशप्टिते की सोलू्यशन सेट पूिशपिे I-चतुथशकात असतो. िोन रेषांच्या छेिन प्टबंिू (Intersection point)    

B काढण्यासाठी िोन रेषांच्या समीकरिांना आपि सोििू, आपल्याला  x = 1   आप्टि y = 5  प्टमळते, म्हिून छेिन प्टबंिू 

(Intersection point) B(1, 5).  

रे्स्प-3(Step-3): बंर्नेिारे (constraints) सूप्टचत केलेल्या नॉमशलके्षिाचे (Feasible region) थथान ग्राफिारे काढू.    

 

रे्स्प-4(Step-4): प्टफप्टिबल ररिन  (Feasible region) हे छायांप्टकत  केलेले  के्षि  A B C  ओररप्टिनच्या  प्टिरुि  प्टिशेने      आहे, 

िे सुसंगत के्षि  आहे आप्टि त्याचे  प्टशखर प्टबंिू A(6, 0),  B(1,5), C(0,10) आहेत 

रे्स्प-5(Step-5): प्टफप्टिबल ररिन  (Feasible region ) मर्ील सिश प्टशखर प्टबंिंूिर उिीष्ट कायश (objective function )   z  चे 

मूल्य खाली प्टिलेल्या  टेबले मधे्य काढू.               
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टेबलिरून, Z चे प्टकमान मूल्य (Minimum value) 15 आहे,  प्टकमान मूल्य  प्टबंिू B (1, 5)  येथे होते, म्हििेच, िेव्हा x = 1 आप्टि 

y = 5.  तेंव्हा  Z चे प्टकमान मूल्य 15 आहे  म्हििेच आपला ऑप्टिमल सोलू्यशन प्टबंिू B(1, 5) येथे  आहे  आप्टि Z चे प्टकमान  मूल्य 

15 आहे.  

उदाहरण 5.7: खालील प्टिलेले प्टलप्टनयर प्रोगॅ्रप्टमंग प्रॉबे्लम ग्राप्टफकल पितीचा उपयोग करून सोििा.   

                           कमाल (  Maximize)  𝑧 =  3𝑥 + 4𝑦 

                          बंर्नाच्या अर्ीन ( subject to constraint ) 

                                          𝑥 − 𝑦 ≥  0, 

                                    - 𝑥 +  3𝑦 ≤ 3  

                                      𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0 

उत्तर: 

रे्स्प-1(Step-1): सिश असमानतांना सप्टमकरिांमधे्य रूपांतर करू(covert all inequalities in to equal)                                       

                                           𝑥 − 𝑦 =  0 आप्टि  − 𝑥 +  3𝑦 = 3 

रे्स्प-2(Step-2): 

                   i)प्टिलेली  रेषा 𝑥 − 𝑦 =  0 ,X-Y समियके्षिात मधे्य  काढण्यासाठी  रेषेिरील  प्टबंिू  काढून  घेऊ. 

 X Y प्टबंिू (Point ) के्षि (Region) 

0 0 (0,0) On a side 

1 1 (1,1) 

                 (0, 0) आप्टि (1,1 ) प्टबंिंूना िोििारी रेषा X-Y समियके्षिात काढू   

 

        ii)   प्टिलेली  रेषा  𝑥 +  3𝑦 = 3 ,   X-Y समियके्षिात मधे्य  काढण्यासाठी  रेषेिरील  प्टबंिू  काढून  घेऊ 

 

 

 

 

                             

           (0, 1) आप्टि (1,0 ) प्टबंिंूना िोििारी रेषा X-Y समियके्षिात काढू           

           तसेच, x ≥ 0, y ≥ 0 हे िशशप्टिते की सोलू्यशन सेट पूिशपिे I-चतुथशकात असतो.  

रे्स्प-3(Step-3):  बंर्नेिारे (constraints) सूप्टचत केलेल्या नॉमशलके्षिाचे (Feasible region) थथान ग्राफिारे काढू    

नॉमशलके्षिाचे प्टशखर प्टबंिू  

Vertex of common region(x, y) 

उिीष्ट कायश z चे मूल्य  

(Value of  Z = 9x + 13y  at(x, y) 

A (6,0) Z = 5(6) + 2(0) = 30 

B (1,5) Z = 5(1) + 2(5) = 15  

प्टकमान प्टकंमत (Minimum value) 

C (0,10) Z = 5(0) + 2(10) = 20 

X Y प्टबंिू (Point ) के्षि (Region) 

0 1 (0,1) Origin side of line 

3 0 (3,0) 
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ग्राफमरू्न, आपल्याला प्टिसते की नॉमशलछायांप्टकत (Feasible region) के्षि म्हििे सुलभ के्षि िे अन-बि आहे (पॉलीगॉन 

नाही). अशा प्रकरिांमधे्य, आयसो-प्रॉप्टफट रेषा (Line) अनंतकाळापयिंत ओररप्टगनपासून हलिता येतात. सुलभ के्षिाच्या आत z 

चे कोितेही प्टनप्टश्चत कमाल (Maximize) मूल्य नाही. 

सरावासाठी उदाहरणे (Example for practice) 

  Q खालील प्टिलेले प्टलप्टनयर प्रोगॅ्रप्टमंग प्रॉबे्लम ग्राप्टफकल पितीचा उपयोग करून सोििा.  

a)    कमाल (  Maximize)  𝑧 =  11𝑥 +  8𝑦   

                   बंर्नाच्या अर्ीन (subject to constraint): 

                                                       𝑥 ≤ 4, 

                                                     𝑦 ≤ 6,            

                                         𝑥 +  𝑦 ≤ 6,                                      

                                        𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0. 

 

b) कमाल (  Maximize)  𝑧 =  3𝑥 +  5𝑦                         

                   बंर्नाच्या अर्ीन (subject to constraint): 

                                       𝑥 + 4𝑦 ≤ 24,  

                                       3𝑥 + 𝑦 ≤ 2,    

                                           𝑥 ≥ 0,    𝑦 ≥ 0   

 

c) प्टकमान  ( Maximize)  𝑧 =  7𝑥 +  𝑦                

  बंर्नाच्या अर्ीन (subject to constraint): 

                                       𝑥 + 4𝑦 ≤ 24,  

                                       3𝑥 + 𝑦 ≤ 2,    

                                           𝑥 ≥ 0,    𝑦 ≥ 0      

5.3.2  शसंपे्लक्स पद्धत (Simplex method) 

शसंपे्लक्स पद्धतीशी संबंशित काही मुख्य संकल्पना: 

सॅ्लक वे्हररएबल्स (Slack Variable) : सॅ्लक वे्हररएबल्स हे ≤ या बंर्नांना सप्टमकरिात रूपांतररत करण्यासाठी ते िोिले 

िातात.   

उिनाहाथश :    x1 + x2 ≤ 5   ⇒     𝑥1 + 𝑥2 + 𝑠1  = 5   येथे  s1 हा सॅ्लक वे्हररएबल आहे. 

सरप्लस वे्हररएबल्स (Surplus Variable) : सरप्लस ररएबल्स हे ≥ या बंर्नांना सप्टमकरिात रूपांतररत करण्यासाठी ते िोिले 

िातात.. 

उदाहरणाथग :    x1 + x2   ≥ 5     ⇒   𝑥1 + 𝑥2 − 𝑠1 = 5     येथे  s1 हा सरप्लस वे्हररएबल आहे. 
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आिीशफशसअल वे्हररएबल्स (Artificial Variables) : आटीप्टफप्टसअल वे्हररएबल्स हे ≥  (महत्त्वापेक्षा िास्त)   प्टकंिा = (समान) 

न्थथती असलेल्या बंर्नांमधे्य कृप्टिम वे्हररएबल्स पररचय कराव्या लागतात. प्टसंपे्लि पित ही प्टलप्टनयर प्रोगॅ्रप्टमंग प्रॉबे्लम प्टनराकरि 

करण्यासाठी एक अतं्यत लोकप्टप्रय पित आहे. ही एक पुनरािृत्ती प्रप्टिया आहे. िी सुलभ अप्टर्कतम समार्ान प्टमळिण्यासाठी 

िापरली िाते. या पितीत, मुख्य वे्हररएबलची िॅलु्य प्टनरंतर बिलते, िेिेकरून उिीष्ट फंक्शनसाठी (objective function) 

अप्टर्कतम मूल्य प्राप्त होईल. रेखीय कायशिम प्टसंपे्लि पितीसाठी अल्गोररिम खाली प्टिला आहे, 

चरण 1: बंिने (Constraints) रंॅ्स्डडग रूपात रूपांतररत करा. 

  िर उिीष्ट फंक्शन (objective function) कमी करण्याचे (minimization) असेल, तर ते -1 ने गुिाकार करून अप्टर्कतम 

(maximization) मधे्य रूपांतररत करा. 

 असमानता बंर्ने (≤ प्टकंिा ≥) सप्टमकरिांमधे्य रूपांतररत करा, ज्यासाठी सॅ्लक वे्हररएबल्स प्टकंिा सरप्लस वे्हररएबल्स 

िोिा. 

o ≤ बंर्नांसाठी सॅ्लक वे्हररएबल्स (+S) (अिापर न केलेले संसार्न िोिते). 

o ≥ बंर्नांसाठी सरप्लस वे्हररएबल्स (-S) (अप्टतररक्त संसार्न काढते)  

o आप्टि कृप्टिम वे्हररएबल्स पररचय करा िर समानता बंर्न (equality constraint) असेल, तर फक्त कृप्टिम वे्हररएबल्स 

िोिा. 

चरण 2: प्रारंशिक शसंपे्लक्स िेबल तयार करा (Construct the Initial Simplex Table): 

 उिीष्ट फंक्शन(objective function) आप्टि बंर्नांना(constraint)  टेबलरूपात प्टलहा.  

पप्टहले टेबल पुढील गोष्टीचंा समािेश असतो.   

1) 𝐶𝑗 − उिीष्ट फंक्शनचा खचश (cost of objective function)  

2 )B.V.- मुख्य वे्हररएबल  (Main  variables )  

3)𝐶𝐵𝑖- उिीष्ट फंक्शनचा मुख्य वे्हररएबलचा खचश  

4) 𝑍𝑗- उिीष्ट फंक्शनमधे्य प्रते्यक वे्हररएबलचा एकूि योगिान    𝑍𝑗 = ∑(𝐶𝐵𝑖 ∗ 𝑥𝑖𝑗)   

 चरण 3: पुढील पुनरावृत्ती साठी मुख्य घिक ओळखा :( Identify the Key Elements for the Next Iteration)  

1. प्रिेश करिारा वे्हररएबल (Entering variable) (Pivot Column) ठरिा 

o Z_j - C_j रांगेतील सिाशत नकारात्मक मूल्य ओळखा (नेट मूल्यांकन रांगा) 

o त्यानुसार सं्तभाला प्टपिट कॉलम (Pivot Column) म्हटले िाते. 

2. सोिून िािारा वे्हररएबल (Leaving variable) (Pivot Row) ठरिा. 

o प्टपव्होट कॉलमच्या मूल्यांशी :(RHS / संबंप्टर्त कॉलम मूल्य) गुिोत्तर (ratio) गिना करा. 

o प्टकमान नकारात्मक नसलेला गुिोत्तर प्टनििा.  

o त्यानुसार रांगेला प्टपव्होट रांगा (Pivot Row) म्हटले िाते आप्टि त्यातील वे्हररएबल बिलला िाईल. 

3. प्टपव्होट घटक ठरिा (Determine the Pivot Element) 

             प्टपव्होट रांग आप्टि प्टपव्होट कॉलम यांचे िंक्शन म्हििे प्टपव्होट घटक (Pivot Element) होय. 

चरण 4: िेबल अद्यतशनत करण्यासाठी पंक्ती ऑपरेशन्स करा (Perform Row Operations to Update the Table):   

 प्टपव्होट घटक 1 करा (प्टपव्होट रांगेला प्टपिट घटकाने भाग द्या). 

 प्टपव्होट कॉलममर्ील इतर सिश घटक शून्य करा पंक्ती रूपांतर लागू करून. 

चरण 5: आदशगतेसाठी तपासा (Check for Optimality)  

 िर Zj - Cj रांगेतील सिश मूले्य ≥ 0  ( positive ) असतील, तर प्टलप्टनयर प्रोगॅ्रप्टमंग प्रॉबे्लम ऑप्टिमल सोलुशन  आहे. 

 िर कोितेही नकारात्मक मूल्य उिशररत राप्टहले, तर ऑप्टिमल सोलुशन प्राप्त होईपयिंत चरि 3, 4 आप्टि 5 पुनरािृत्त करा 

चरण 6: समािानाची व्याख्या करा (Interpret the solution)  

 मुख्य वे्हररएबल्स आप्टि त्यांचे संबंप्टर्त मूले्य RHS कॉलममधे्य प्टिली िातात, िे ऑप्टिमल सोलुशनआहे. 

. या टप्प्यािर उिीष्ट फंक्शनचे (objecrtive function) मूल्य हे आिशश मूल्य (Optiomal solution) असते.  
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शसंपे्लक्स पद्धतीतील शवशेि प्रकरणे (Special Cases in Simplex Method): 

 अनबाऊणे्डड सोलुशन (Unbounded Solution): िर कोितीही िैर् प्टपव्होटरांगा नसेल, तर सोलुशन (solution) 

अप्टलप्टमटेि (अन-बि) असते. 

 इन शफशजबल सोलुशन (Infeasible solution): िर कृप्टिम वे्हररएबल्स समार्ानात शून्य नसलेल्या मूल्यांसह राहतात, 

तर समसे्यचे सुलभ समार्ान नाही. 

 शडजेनेरेसी (Degeneracy): िर एकाच प्टकमान गुिोत्तर (minimum ratio) एकाप्टर्क रांगेत प्टिसत असेल, तर 

सायकप्टलंग होऊ शकते. 

 मस्तिपल ऑशिमल सोलुशन (Multiple Optimal solutions): िर Zj - Cj = 0 असलेले कोितेही अप्राप्टर्काररक 

वे्हररएबल असेल, तर एक पयाशयी आिशश अन्स्तत्वात असू शकते. 

सोडवलले उदाहरणे (Simplex method)  

उदाहरण 5.8: खालील प्टिलेले प्टलप्टनयर प्रोगॅ्रप्टमंग प्रॉबे्लम प्टसंपे्लि पितीचा उपयोग करून सोििा                         

                     कमाल (  Maximize) = 100𝑥1 + 80𝑥2  

                    बंर्नाच्या अर्ीन (subject to constraint): 

                                          6𝑥1 + 4𝑥2 ≤ 7200,,                                                                             

                                          2x1  + 4x2  ≤  4000 

                                          𝑥1 ≥ 0,        𝑥2 ≥ 0 

 उत्तर: चरण 1 - शनबिंिांचे मानक रूपात रूपांतर करा:  ( Convert Constraints into  standard  Form)  

                                कमाल  (  Maximize)  𝑍 = 100𝑥1 + 80𝑥2 + 0𝑆1 + 0𝑆2 

                    बंर्नाच्या अर्ीन (Subject to constraint) :   6𝑥2 + 4𝑥2 + 𝑆1 = 7200 

                                                                                  2𝑥2 + 4𝑥2 + 𝑆2 = 4000 

चरण 2 - प्रारंशिक शसम्प्पे्लक्स िेबल (Initial Simplex Table) प्टसम्प्पे्लि पितीचे प्रारंप्टभक टेबल तयार करण्यासाठी, 

आपल्याला प्टिलेल्या फंक्शन आप्टि प्टनबिंर्ांचा उपयोग करािा लागतो. 

𝐶𝐵𝑖 𝐶𝑗 100 80 0 0  उत्तर: RHS 

B.V 𝑥1 𝑥2 𝑆1 𝑆2 

0 𝑆1 6 4 1 0 7200 7200

6
  =1200 

0 𝑆2 2 4 0 1 4000 4000

2
    =  2000 

𝑍𝑗 0 0 0 0 0  

𝑍𝑗 − 𝐶𝑗 -100 -80 0 0  

1. पशहली पुनरावृत्ती (First Iteration) 

चरण 3: प्रमुख घिक ओळखा (Identify the Key Elements)  

 प्रिेश करिारा वे्हररएबल (Entering variable) : पंक्तीमर्ील सिाशत प्टनगेप्टटव्ह मूल्य -100 आहे (िे x₁ ला संबंप्टर्त आहे). 

म्हिून x₁ प्रिेश करतो  

 सोिून िािारा वे्हररएबल (Leaving variable): Compute RHS / pivot column values: 

o 
7200

6
= 1200  𝑎𝑛𝑑  

4000

2
= 2000 

o प्टकमान गुिोत्तर = 1200, म्हिून S₁ बाहेर िातो. 

     प्टपव्होट घटक (Pivot element): 6 (प्टपव्होट सं्तभ x₁ आप्टि प्टपव्होट पंक्ती S₁ चा छेिन प्टबंिू). 

  चरण 4: रांगेच्या ऑपरेशन्स करा (Perform Row Operations) 

             R₁ (निीन रांग) → 1/6 R₁ (िुनी रांग) (प्टपव्होट घटक 1 करण्यासाठी) 

             R₂ (निीन रांग) → R₂ (िुनी रांग) - 2R₁ (निीन रांग) (प्टपव्होट सं्तभातील इतर घटक 0 करण्यासाठी)  
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𝐶𝐵𝑖 𝐶𝑗 100 80 0 0  उत्तर Ratio 

B.V 𝑥1 𝑥2 𝑆1 𝑆2 

100 𝑥1 1 2

3
 

1

6
 

0 1200 1200

2
3

 

0 𝑆2 0 𝟖

𝟑
 

−1

3
 

1 1600 1600

8
3

 

                 𝑍𝑗  100 200

3
 

100

6
 

0 12000  

𝑍𝑗 − 𝐶𝑗  0 −40

3
 

100

6
 

0  

चरण 5: ऑशिमल सोलुशन (Check Optimal solution) 

    आता काही Zj- Cj ≤ 0 ची मूले्य (negative) आहेत, त्यामुळे आपल्याला ऑप्टिमल उत्तर प्टमळाले नाही.  

         म्हिून, 3, 4, 5 पुन्हा चरिांची पुन्हा पुनरािृत्ती करू. 

2. दुसरी पुनरावृत्ती (Second Iteration): 

चरण 3: प्रमुख घिक ओळखा (Identify the Key Elements)  

 प्रिेश करिारा वे्हररएबल(Entering variable: पंक्तीमर्ील सिाशत प्टनगेप्टटव्ह मूल्य is 
−40

3
  आहे िे x₂ ला संबंप्टर्त आहे. 

म्हिून, x₂ प्रिेश करतो. 

 सोिून िािारा वे्हररएबल:(Leaving variable) RHS/ प्टपव्होट सं्तभाचे मूल्य गिना करा:  

 प्टकमान गुिोत्तर = 600, म्हिून S₂ बाहेर िातो.: 
1200

2

3

= 1800   𝑎𝑛𝑑   
1600

8

3

= 600 

             प्टकमान गुिोत्तर = 600, म्हिून S₂ बाहेर िातो 

              प्टपव्होट घटक(Pivot element) : 
8

3
(प्टपव्होट सं्तभ x2 आप्टि प्टपव्होट पंक्ती S₂ चा छेिन प्टबंिू). 

चरण 4: रांगेच्या ऑपरेशन्स करा (Perform Row Operations) 

     R₂ (निीन रांग) → 3/8 R₂ (िुनी रांग) (प्टपव्होट घटक 1 करण्यासाठी) 

     R₁ (निीन रांग) → R₁ (िुनी रांग) - (2/3) R₂ (निीन रांग) (प्टपव्होट सं्तभातील इतर घटक 0 करण्यासाठी)   

𝐶𝐵𝑖 𝐶𝑗 100 80 0 0  उत्तर: Ratio 

B.V 𝑥1 𝑥2 𝑆1 𝑆2 

100 𝑥1 1 0 1

4
 

−1

4
 

800  

80 𝑥2 0 1 −1

8
 

3

8
 

600  

𝑍𝑗 100 80 15 5 128000  

𝑍𝑗 − 𝐶𝑗 0 0 15 5   

चरण 5: ऑशिमल सोलुशन तपासा Check Optimal solution): 

आता सिश Zj - Cj ≥ 0   ( positive ) आहेत, त्यामुळे आपल्याला ऑप्टिमल सोलुशन  प्टमळाले आहे.  . 

चरण 6: ऑशिमल सोलुशन: (Optimal solution) :  

आता  𝑥1 = 800,  आप्टि  𝑥2 = 600    हे  मूल्य   𝑍 = 100𝑥1 + 80𝑥2 मधे्य   टाका 

             कमाल (Maximum) Z  = 100(800)+80(600) =128000       

          प्टिलेले प्टलप्टनयर प्रोगॅ्रप्टमंग प्रॉबे्लम ऑप्टिमल सोलुशन  x= 128000  आहे                           
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उदाहरण 5.9: खालील प्टिलेले प्टलप्टनयर प्रोगॅ्रप्टमंग प्रॉबे्लम प्टसंपे्लि पितीचा उपयोग करून सोििा.                        

                     कमाल (  Maximize) 𝒁 = 𝟔𝒙𝟏 + 𝟖𝒙𝟐  

                         बंर्नाच्या अर्ीन (subject to constraint): 

                                                               𝟑𝟎𝒙𝟏 + 𝟐𝟎𝒙𝟐 ≤ 𝟑𝟎𝟎 

𝟓𝒙𝟏 + 𝟏𝟎𝒙𝟐 ≤ 𝟏𝟏𝟎 

𝒙𝟏 ≥ 𝟎, 𝒙𝟐 ≥ 𝟎 

 उत्तर: चरण 1 - शनबिंिांचे रंॅ्स्डडग रूपात रूपांतर करा:  ( Convert Constraints into  standard  Form)  

                                कमाल  (  Maximize)  𝑍 = 6𝑥1 + 8𝑥2 + 0𝑆1 + 0𝑆2 

                  बंर्नाच्या अर्ीन (Subject to constraint) : 30𝑥1 + 20𝑥2 + 𝑆1 = 300 

                                                                        5𝑥1 + 10𝑥2 + 𝑆2 = 110 

चरण 2-  प्रारंशिक शसम्प्पे्लक्स िेबल (Initial Simplex Table) प्टसम्प्पे्लि पितीचे प्रारंप्टभक टेबल तयार    

             करण्यासाठी, आपल्याला प्टिलेल्या फंक्शन आप्टि प्टनबिंर्ांचा उपयोग करािा लागतो. 

   𝐶𝐵𝑖 𝐶𝑗 6 8 0 0  उत्तर: RHS 

B.V 𝑥1 𝑥2 𝑆1 𝑆2 

0 𝑆1 30 20 1 0 300 300

20
 

0 𝑆2 5 10 0 1 110 110

10
 

𝑍𝑗 0 0 0 0 0  

𝑍𝑗 − 𝐶𝑗 -6 -8 0 0  

पशहली पुनरावृत्ती (First Iteration) 

चरण 3: प्रमुख घिक ओळखा (Identify the Key Elements)  

 प्रिेश करिारा वे्हररएबल (Entering variable) : पंक्तीमर्ील सिाशत प्टनगेप्टटव्ह मूल्य -8 आहे िे x2 ला संबंप्टर्त आहे. 

म्हिून x2 प्रिेश करतो  

 सोिून िािारा वे्हररएबल (Leaving variable): Compute   RHS / pivot column values: 

o 
300

20
= 15  𝑎𝑛𝑑  

110

10
= 11 

o प्टकमान गुिोत्तर = 11, म्हिून S2 बाहेर िातो. 

     प्टपव्होट घटक ( Pivot element): 10 (प्टपव्होट सं्तभ x2 आप्टि प्टपव्होट पंक्ती S2 चा छेिन प्टबंिू). 

  चरण 4: रांगेच्या ऑपरेशन्स करा ( Perform Row Operations) 

             R2 (निीन रांग) → 1/10 R₁ (जुनी रांग) (शपव्होि घिक 1 करण्यासाठी) 

            R1 (निीन रांग) → R1 (िुनी रांग) -20R2 (निीन रांग) (प्टपव्होट सं्तभातील इतर घटक 0 करण्यासाठी)  

𝐶𝐵𝑖 𝐶𝑗 6 8 0 0  उत्तर: Ratio 

B.V 𝑥1 𝑥2 𝑆1 𝑆2 

0 𝑠1 20 0 1 -2 80 80

20
 

8 𝑥2 1

2
 

1 0 1

10
 

11 11

1
2

 

                 𝑍𝑗  4 8 0 8

10
 

88  

𝑍𝑗 − 𝐶𝑗  -2 0 0 8

10
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चरण 5: ऑशिमल सोलुशन  (Check Optimal solution ) 

आता काही Zj- Cj ≤ 0 ची मूले्य (Negative) आहेत, त्यामुळे आपल्याला ऑप्टिमल उत्तर प्टमळाले नाही. म्हिून  3, 4,  5 पुन्हा 

चरिांची पुन्हा पुनरािृत्ती करू. 

दुसरी पुनरावृत्ती (Second Iteration): 

चरण 3: प्रमुख घिक ओळखा (Identify the Key Elements)  

 प्रिेश करिारा वे्हररएबल(Entering variable: पंक्तीमर्ील सिाशत प्टनगेप्टटव्ह मूल्य  -2  आहे िे x1 ला संबंप्टर्त आहे. 

म्हिून, x1 प्रिेश करतो.. 

 सोिून िािारा वे्हररएबल:(Leaving variable) RHS/ प्टपव्होट सं्तभाचे मूल्य गिना करा:  

  प्टकमान गुिोत्तर = 4, म्हिून S1 बाहेर िातो.: 
80

20
= 4   𝑎𝑛𝑑   

11
1

2

= 22 

               प्टकमान गुिोत्तर = 4 , म्हिून S1 बाहेर िातो 

प्टपव्होट घटक (Pivot element) :  20 (प्टपव्होट सं्तभ x₁ आप्टि प्टपव्होट पंक्ती S1 चा छेिन प्टबंिू). 

चरण 4: रांगेच्या ऑपरेशन्स करा (Perform Row Operations) 

             R1 (निीन रांग) → 1/20 R1 (िुनी रांग) (प्टपव्होट घटक 1 करण्यासाठी) 

             R2 (निीन रांग) → R2 (िुनी रांग) - (1/2) R1 (निीन रांग) (प्टपव्होट सं्तभातील इतर घटक 0 करण्यासाठी)  

𝐶𝐵𝑖 𝐶𝑗 100 80 0 0  उत्तर: Ratio 

B.V 𝑥1 𝑥2 𝑆1 𝑆2 

6 𝑥1 1 0 1

20
 

−1

10
 

4  

8 𝑥2 0 1 −1

40
 

3

20
 

9  

𝑍𝑗 6 8 1

10
 

12

20
 

96  

𝑍𝑗 − 𝐶𝑗 0 0 1

10
 

12

20
 

  

चरण 5: ऑशिमल सोलुशन तपासा Check Optimal solution): 

आता सिश Zj - Cj ≥ 0   ( positive ) आहेत, त्यामुळे आपल्याला ऑप्टिमल सोलुशन  प्टमळाले आहे 

चरण 6: ऑशिमल सोलुशन: (Optimal solution) :  

आता  𝑥1 = 4,  आप्टि  𝑥2 = 9    हे  मूल्य   𝑍 = 6𝑥1 + 8𝑥2 मधे्य   टाका 

कमाल (Maximum) Z  = 6(4)+8 (9) =96  प्टिलेले प्टलप्टनयर प्रोगॅ्रप्टमंग प्रॉबे्लम ऑप्टिमल सोलुशन x = 96 आहे.                          

सरावासाठी उदाहरणे (Example for Practice)    

 Q1. खालील प्टिलेले प्टलप्टनयर प्रोगॅ्रप्टमंग प्रॉबे्लम प्टसंपे्लि पितीचा उपयोग करून सोििा. 

a) कमाल (  Maximize) 𝒁 = 3𝑥1 + 2𝑥2  

                    बंर्नाच्या अर्ीन (subject to constraint): 

                                 𝑥1 + 𝑥2 ≤ 4, 

                                 𝑥1 − 𝑥2 ≤ 2 

                                 𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0 

b) कमाल (  Maximize) 𝑍 = 80𝑥2 + 55𝑥2 

                     बंर्नाच्या अर्ीन (subject to constraint): 

                                                 4𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 40, 

                                                 2𝑥1 + 4𝑥2 ≤ 32 

                                𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0 
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