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युिनट 1: जडȕाचे पįरबĖ 
Moment of Inertia 

 िवषय िन˃ȅी (Course Outcome):-िदĖेĖ्या वˑूसाठी संबंिधत सूũे आिण पȠती 
वापŝन जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) ची गणना करा. 

 िसȠांत िěकǻाचे पįरणाम (Theory Learning Outcome):- 
TLO. 1 िदĖेĖ्या Ɨेũासाठी Ɨेũाचा मȯांक (Centroid), जडȕाचे पįरबल (Moment Of 

Inertia) आिण रेिडअस ऑफ गायरेěन (Radius Of Gyration) ची गणना करा. 
TLO. 2 समांतर अƗ Ůमेय (Parallel Axis Theorem) आिण Ėंब अƗ Ůमेय (Perpendicular 

Axis Theorem) ˙ʼ करा. 
TLO. 3 िदĖेĖ्या मानक (Standard) घन आकार (Solid Shape) आिण पोकळ आकार 

(Hollow Shape) असĖेĖ्या िवभागांसाठी जडȕाचे पįरबल (Moment Of Inertia) 
काढा. 

TLO.  4 िदĖेĖ्या िवभागांसाठी सेƖन मोडूĖस (Section Modulus) काढा. 
TLO. 5 िदĖेĖ्या संिमŵ आकृȑांसाठी (Composite Plane Figure) जसे की, I, C, T & L 

िवभागांसाठी (Sections) जडȕाचे पįरबल (Moment Of Inertia) काढा. 
TLO. 6 िबʐ-अप िवभागासाठी (Built-up Section) जडȕाचे पįरबल (Moment Of Inertia) 

समजून ƽा. 

1.1.1 जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia):- जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) हे 
वˑूǉा (body) Ɨेũफळाचे दुसरे पįरबĖ आहे, जे वˑूǉा (body) Ɨेũफळ (Area) आिण Ǜा 
अƗावर जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) काढत आहे ȑा अƗापासून तर मȯकŐ ūाǉा 
(Centroid) िबंदुपयōत अंतरचा वगŊ (Square) यांचा गुणाकार (Product) ʉणजे जडȕाचे पįरबĖ 
(Moment Of Inertia) होय. 

िकंवा (OR) 
जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) हा कोणȑाही अƗावर ȑा वˑूǉा (body) Ůाथिमक Ɨेũांǉा 
(Elementry Area) दोनदा Ɨेũफळांǉा पįरबĖांǉा (Second Moment of Area) बेरजे इतका (Sum) 

असतो.  
जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) हा Ɨेũफळाचा गुणधमŊ आहे जो आपĖ्याĖा ȑा Ɨेũफळाचे 
िबंदु अिनयंिũत अƗासोबत (ArbitraryAxis) क̼या Ůकारे पसरĖेĖे आहे हे दाखवतो.  
जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) हा ‘I’या आȨ अƗरांनी दěŊवतात. 
जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) चे एकक: mm4, cm4, m4.  
समजा, एक अिनयिमत आकार (Irregular Shape) असĖेĖा खाĖी दाखवĖेĖ्या Ůमाणे िवभाग 
Ėƙात घेऊयात , Ǜाचा  

A = कापĖ्या नंतर चे Ɨेũफळ (Cross Sectinal Area) आहे mm2 मȯे आहे. 

X, Y = हे Ɨेũफळाǉा मȯांतर पासून ते Ėƙात घेतĖेĖ्या अƗा पयōतचे अंतर आहे.  

I= जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
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Fig. 1.1 जडȕाचे पįरबĖाची संकĖ्पना (Concept of Moment of Inertia) 

ʉणून, 
आडʩा (Horizontal) X-X अƗा सोबतजडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
Ixx= ΣA.Y2 

तसेच, उɷा (Vertical) Y-Y अƗा सोबत जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
IYY= ΣA.X2 

1.1.2 रेिडअस ऑफ गायरेěन (Radius Of Gyration):- हे एक अंतर आहे,जेʬा आपण Ɨेũफळ 
हे एका िबंदूवर कŐ िūत करतो आिण आपĖ्याĖा सारखेच जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

भेटते ते अंतर ʉणजे रेिडअस ऑफ गायरेěन (Radius Of Gyration) होय. 
रेिडअस ऑफ गायरेěन (Radius Of Gyration) Ėा ‘k’ िकंवा ‘r’ या आȨअƗरांनी दěŊवतात. 
रेिडअस ऑफ गायरेěन (Radius Of Gyration) चे एकक: mm, cm, m.  
गिणतानुसार, 

I= A.k2 

k = ඨ
I

 A
 

या िठकाणी  
I= जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
A = कापĖ्या नंतर चे Ɨेũफळ (Cross Sectional Area) 
K = रेिडअस ऑफ गायरेěन (Radius of Gyration) 

1.1.3 सेƖन मोडूĖस (Section Modulus):-हे छेद भागाचे तट̾थ अƗापाěी (Neutral Axis) 

जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) आिण तट̾थ अƗ (Neutral Axis) व टोकाकडीĖ धागा 
(Extremelayer) यांǉातीĖ अंतराचे (ymax) गुणोȅर ʉणजे सेƖन मोडूĖस (Section Modulus).  
सेƖन मोडूĖस (Section Modulus) Ėा ‘Z’ या आȨअƗरांनी दěŊवतात. 
सेƖन मोडूĖस (Section Modulus) चे एकक: mm3, cm3, m3. 

गिणतानुसार, 
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Z =
𝐼

𝑦௠௔௫
 

या िठकाणी  

Z= सेƖन मोडूĖस (Section Modulus) 
I= जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
𝑦௠௔௫ = तट̾थ अƗ (NeutralAxis) आिण टोकाकडीĖ धागा (Extremelayer) यांǉातीĖ अंतर 

1.2.1 समांतर अƗाचे Ůमेय (Parallel Axis Theorem):-समांतर अƗाचे Ůमेय असे सांगते की, 
कोणȑाही वˑूचे समांतर अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ हे ȑा वˑूǉा Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या 
समांतर अƗाǉा जडȕाचे पįरबĖ अिधक Ɨेũफळाचा आिण ȑा समांतर अƗांमधीĖ Ėंब अंतराचा 
वगŊ यांचा गुणाकार हे बरोबरीचे असते. 
ʉणजेच, 

 

IAB=IG + A. h2 
या िठकाणी  
IAB = AB या समांतर अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
IG = IXX = Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
A = कापĖ्या नंतर चे Ɨेũफळ (Cross Sectinal Area) 
h =AB आिण Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या अƗांमधीĖ अंतर  
ICD=IG + A. h2 

या िठकाणी  
IAB = AB या समांतर अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
IG = IYY= Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
A = कापĖ्या नंतर चे Ɨेũफळ (Cross Sectinal Area) 
h =CD आिण Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या अƗांमधीĖ अंतर  
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1.2.2 Ėंब अƗाचे Ůमेय (Perpendicular Axis Theorem):- 
कोणȑाही समतĖ वˑूसाठी िकंवा भागासाठी वˑूǉा पृʿभागाला काटकोनात असणा̴ या अƗाला 
जडȕाचे पįरबल (Moment Of Inertia) हे या पृʿभागाला काटकोनात असĖेĖ्या अƗाĖा छेदणा̴ या 
दोन काटकोनात असĖेĖ्या अƗांǉा जडȕाचे पįरबल (Moment Of Inertia) यांǉा बेरजे इतका 
असतो.  

 

IZZ=IXX + IYY 

IZZ = Z-Z अƗा सोबत जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
IXX = X-X अƗा सोबत जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
IYY = Y-Y अƗा सोबत जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

1.3 काही मानक आकृȑांसाठी जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia of standard basic 

figures):- 
 चौरस (Square):- 
समजा या िठकाणी चौरस (Square) Ǜाची बाजू (Side) ‘a’ आहे  

 

Ɨेũफळ (Area) = axa = a2 
𝑋ത=मȯिबंदुवŝन जाणा̴ या Y-Y अƗ आिण टोकाकडीĖ धागा यांǉातीĖ अंतर 
𝑋ത=a/2 
𝑌ത=मȯिबंदुवŝन जाणा̴ या X-X अƗ आिण टोकाकडीĖ धागा यांǉातीĖ अंतर 
𝑌ത=a/2 
IXX = Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या X-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
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𝐼௑௑ =
𝑎ସ

12
 

IYY = Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्याY-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

𝐼௒௒ =
𝑎ସ

12
 

 आयात (Rectangle):- 

समजा या िठकाणी आयात (Rectangle) Ǜाची Ŝंदी (Width) ‘b’ आहे व ऊंची (Height) ‘d’ आहे  

 

Ɨेũफळ(Area) = bxd 
𝑋ത=मȯिबंदुवŝन जाणा̴ या Y-Y अƗ आिण टोकाकडीĖ धागा यांǉातीĖ अंतर 
𝑋ത=b/2 
𝑌ത=मȯिबंदुवŝन जाणा̴ या X-X अƗ आिण टोकाकडीĖ धागा यांǉातीĖ अंतर 
𝑌ത=d/2 
IXX = Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या X-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

𝐼௑௑ =
𝑏𝑑ଷ

12
 

IYY = Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

𝐼௒௒ =
𝑑𝑏ଷ

12
 

 समभुज िũकोण (Equilateral Triangle):- 

समजा या िठकाणी समभुज िũकोण (Equilateral Triangle) Ǜाचा  पाया  (Base) ‘b’ आहे व ऊंची 
(Height) ‘h’ आहे. 

 



Strength of Materials (313308) सामŤीची ताकद (३१३३०८) 

 

Maharashtra State Board Of Technical Education. 6 

 

Ɨेũफळ(Area) = 𝐴 =
ଵ

ଶ
𝑏𝑋ℎ 

𝑋ത=मȯिबंदुवŝन जाणा̴ या Y-Y अƗ आिण टोकाकडीĖ धागा यांǉातीĖ अंतर 
𝑋ത=b/2 
𝑌ത=मȯिबंदुवŝन जाणा̴ या X-X अƗ आिण टोकाकडीĖ धागा यांǉातीĖ अंतर 
𝑌ത=h/3 
IXX = Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या X-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

𝐼௑௑ =
𝑏ℎଷ

36
 

IYY = Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

𝐼௒௒ =
ℎ𝑏ଷ

48
 

 

 वतुŊळ (Circle):- 
समजा या िठकाणी एक वतुŊळ (Circle) Ǜाची िũǛा  (Radius) ‘R’ आिण ʩास (Diameter)‘D’ 
आहे.   

 

Ɨेũफळ(Area) = A =
గ

ସ
𝐷ଶिकंवा    A = π𝑅ଶ 

𝑋ത=मȯिबंदुवŝन जाणा̴ या Y-YअƗ आिण टोकाकडीĖ धागा यांǉातीĖ अंतर 
𝑋ത=D/2 = R 
𝑌ത=मȯिबंदुवŝन जाणा̴ या X-X अƗ आिण टोकाकडीĖ धागा यांǉातीĖ अंतर 
𝑌ത=D/2 = R 
IXX = Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या X-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

𝐼௑௑ =
𝜋

64
𝐷ସ 

IYY = Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

𝐼௒௒ =
𝜋

64
𝐷ସ 

 

 अधōवतुŊळ (SemiCircle):- 
समजा या िठकाणी एक अधōवतुŊळ (SemiCircle) Ǜाची िũǛा  (Radius) ‘R’ आिण ʩास 
(Diameter) ‘D’ आहे.   
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Ɨेũफळ(Area) = A =
గ

଼
𝐷ଶिकंवा    A =

గ

ଶ
𝑅ଶ 

𝑋ത=मȯिबंदुवŝन जाणा̴ या Y-Y अƗ आिण टोकाकडीĖ धागा यांǉातीĖ अंतर 
𝑋ത=D/2 = R 
𝑌ത=मȯिबंदुवŝन जाणा̴ या X-X अƗ आिण टोकाकडीĖ धागा यांǉातीĖ अंतर 

𝑌ത =
4𝑅

3𝜋
 

IXX = Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या X-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
𝐼௑௑ = 0.11𝑅ସ 

IYY = Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

𝐼௒௒ =
𝜋

128
𝐷ସ िकंवा 

𝜋

8
𝑅ସ 

 

 चतुथाōě वतुŊळ (Quarter Circle):- 
समजा या िठकाणी एक चतुथाōě वतुŊळ (QuarterCircle) Ǜाची िũǛा  (Radius) ‘R’ आहे.   

 

Ɨेũफळ (Area) = A =
గ

ଵ଺
𝐷ଶ िकंवा    A =

గ

ସ
𝑅ଶ 



Strength of Materials (313308) सामŤीची ताकद (३१३३०८) 

 

Maharashtra State Board Of Technical Education. 8 

 

𝑋ത=मȯिबंदुवŝन जाणा̴ या Y-Y अƗ आिण टोकाकडीĖ धागा यांǉातीĖ अंतर 

Xഥ =
4𝑅

3𝜋
 

𝑌ത=मȯिबंदुवŝन जाणा̴ याX-X अƗ आिण टोकाकडीĖ धागा यांǉातीĖ अंतर 

𝑌ത =
4𝑅

3𝜋
 

IXX = Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या X-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
𝐼௑௑ = 0.055𝑅ସ 
IYY = Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
𝐼௒௒ = 0.055𝑅ସ 
 

 पोकळ आयात (Hollow Rectangle):- 
समजा या िठकाणी पोकळ आयात (Hollow Rectangle) Ǜाची बाहेरीĖ Ŝंदी (External Width) ‘B’ 
आिण आतीĖ  Ŝंदी (Internal Width) ‘b’ आहे व बाहेरीĖ ऊंची (External Height) ‘D’आिण 
आतीĖ ऊंची (Internal Height) ‘d’ आहे  

 

Ɨेũफळ(Area) = (BxD)-(bxd) 
𝑋ത=मȯिबंदुवŝन जाणा̴ याY-Y अƗ आिण टोकाकडीĖ धागा यांǉातीĖ अंतर 
𝑋ത=B/2 
𝑌ത=मȯिबंदुवŝन जाणा̴ या X-X अƗ आिण टोकाकडीĖ धागा यांǉातीĖ अंतर 
𝑌ത=D/2 
IXX = Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या X-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

𝐼௑௑ =
𝐵𝐷ଷ

12
−

𝑏𝑑ଷ

12
 

IYY = Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

𝐼௒௒ =
𝐷𝐵ଷ

12
−

𝑑𝑏ଷ

12
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 पोकळ वतुŊळ (Hollow Circle):- 
समजा या िठकाणी एक पोकळ वतुŊळ (Hollow Circle) Ǜाचा बाहेरीĖ ʩास (External Diameter) 
‘D’ आिण आतीĖ  ʩास (Internal Diameter) ‘d’ आहे.   

 

Ɨेũफळ(Area) = A =
గ

ସ
(𝐷ଶ−𝑑ଶ) 

𝑋ത= मȯिबंदुवŝन जाणा̴ याY-Y अƗ आिण टोकाकडीĖ धागा यांǉातीĖ अंतर 
𝑋ത=D/2 
𝑌ത= मȯिबंदुवŝन जाणा̴ या X-X अƗ आिण टोकाकडीĖ धागा यांǉातीĖ अंतर 
𝑌ത=D/2 
IXX = Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या X-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

𝐼௑௑ =
𝜋

64
(𝐷ସ−𝑑ସ) 

IYY = Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

𝐼௒௒ =
𝜋

64
(𝐷ସ−𝑑ସ) 

 

1.3.1 काही मानक आकृȑांसाठी जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) ěोधणारे उदाहरणे 
उदा. Ţ. 1 एक आयताकृती Ėाकडाचा ठोकळा आहे, ȑाची Ŝंदी (Width) 100 मी. मी. व खोĖी 
(Depth) 200 मी. मी. आहे, ȑा ठोकʨाǉा मȯिबंदुतून (Centroid) जाणा̴ या आडʩा 
(Horizontal) आिण उɷा (Vertical) अƗांना (Axis) जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) आिण 
रेिडअस ऑफ गायरेěन (Radius Of Gyration) ěोधा.  
उȅर :- िदĖेĖी मािहती 
आयताकृती Ėाकडी ठोकळा 
Ŝंदी (Width) = b=100 मी. मी. 
खोĖी (Depth) = d= 200 मी. मी. 
आपĖ्याĖा ěोधायचे आहे, 
Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या X-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ  (Moment Of Inertia)= IXX=? 
Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia)= IYY =? 
Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या X-X अƗाĖा रेिडअस ऑफ गायरेěन (Radius Of Gyration)= 
KXX=? 
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Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या Y-Y अƗाĖा रेिडअस ऑफ गायरेěन (Radius Of Gyration)= 
KYY=? 

 

पिहĖ्यांदा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) ěोधूया, 
आपĖ्याĖा मािहती आहे की आयताकृतीसाठी जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
IXX = Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्याX-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

𝐼௑௑ =
𝑏𝑑ଷ

12
 

𝐼௑௑ =
100 × 200ଷ

12
 

𝐼௑௑ = 6.667 × 10଻𝑚𝑚ସ 
 

IYY = Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

𝐼௒௒ =
𝑑𝑏ଷ

12
 

𝐼௒௒ =
200 × 100ଷ

12
 

𝐼௒௒ = 1.667 × 10଻𝑚𝑚ସ 
 
आता रेिडअस ऑफ गायरेěन (Radius of Gyration) ěोधूया, 
Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या X-X अƗाĖा रेिडअस ऑफ गायरेěन (Radius Of Gyration) 

𝐾௑௑ = ඨ
𝐼௑௑

 A
 

या िठकाणी  
K = रेिडअस ऑफ गायरेěन (Radius of Gyration) 
𝐼௑௑ = 6.667 × 10଻𝑚𝑚ସ 
A = कापĖ्या नंतर चे Ɨेũफळ (Cross Sectional Area) 
A=b x d =100x200 = 20 × 10ଷ𝑚𝑚ଶ 
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𝐾௑௑ = ඨ
6.667 × 10଻

 20 × 10ଷ
 

𝐾௑௑ = 57.7      𝑚𝑚 

Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या Y-Y अƗाĖा रेिडअस ऑफ गायरेěन (Radius Of Gyration) 

𝐾௒௒ = ඨ
𝐼௒௒

 A
 

𝐾௒௒ = ඨ
1.667 × 10଻

 20 × 10ଷ
 

𝐾௒௒ = 28.86      𝑚𝑚 

उदा. Ţ. 2 एका 100 मी. मी ʩास (Diameter) असĖेĖ्या वतुŊळ (Circle) आकृतीसाठी  
मȯिबंदुतून (Centroid) जाणा̴ या आडʩा (Horizontal) आिण उɷा (Vertical) अƗांना (Axis) 
जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) आिण रेिडअस ऑफ गायरेěन (Radius Of Gyration) 
ěोधा. 
उȅर :-  िदĖेĖी मािहती 
वतुŊळ (Circle) आकृती  
ʩास (Diameter) = D= 100 मी. मी. 
आपĖ्याĖा ěोधायचे आहे, 
Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या X-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia)= IXX=? 
Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia)= IYY =? 
Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या X-X अƗाĖा रेिडअस ऑफ गायरेěन (Radius Of Gyration)= 
KXX=? 
Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या Y-Y अƗाĖा रेिडअस ऑफ गायरेěन (Radius Of Gyration)= 
KYY=? 

 

पिहĖ्यांदा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) ěोधूया, 
आपĖ्याĖा मािहतीआहे की वतुŊळ (Circle) आकृतीसाठी जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
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IXX = Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या X-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

𝐼௑௑ =
𝜋

64
𝐷ସ 

𝐼௑௑ =
𝜋

64
100ସ 

𝐼௑௑ = 4.908 × 10଺𝑚𝑚ସ 
IYY = Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्याY-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

𝐼௒௒ =
𝜋

64
100ସ 

𝐼௒௒ = 4.908 × 10଺𝑚𝑚ସ 
आता रेिडअस ऑफ गायरेěन (Radius of Gyration) ěोधूया, 
Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या X-X अƗाĖा रेिडअस ऑफ गायरेěन (Radius Of Gyration) 

𝐾௑௑ = ඨ
𝐼௑௑

 A
 

या िठकाणी  
K = रेिडअस ऑफ गायरेěन (Radius of Gyration) 
𝐼௑௑ = 4.908 × 10଺𝑚𝑚ସ 
A = कापĖ्या नंतर चे Ɨेũफळ (Cross Sectional Area) 
𝐴 =

గ

ସ
𝐷ଶ= గ

ସ
100ଶ 

A= 7.8539 × 10ଷ𝑚𝑚ଶ 

𝐾௑௑ = ඨ
4.908 × 10଺

 7.8539 × 10ଷ
 

𝐾௑௑ = 24.998      𝑚𝑚 

𝐾௑௑ = 25      𝑚𝑚 

या िठकाणी IXX =IYY आहे,  ʉणून  𝐾௑௑ = 𝐾௒௒ 
𝐾௒௒ = 25      𝑚𝑚 
 

उदा. Ţ. 3 एका 100 मी. मी ʩास (Diameter) असĖेĖ्या अधŊवतुŊळ (Semi-Circle) आकृतीसाठी  
मȯिबंदुतून (Centroid) जाणा̴ या आडʩा (Horizontal) आिण उɷा (Vertical) अƗांना (Axis) 
जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) आिण रेिडअस ऑफ गायरेěन (Radius Of Gyration) 
ěोधा. 
उȅर :-  िदĖेĖी मािहती 
अधŊवतुŊळ (Semi-Circle) आकृती  
ʩास (Diameter) = D= 100 मी. मी. 
िũǛा  (Radius) = R = D/2 =100/2= 50 मी. मी. 
आपĖ्याĖा ěोधायचे आहे, 
Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या X-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia)= IXX=? 
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Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia)= IYY =? 
Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या X-X अƗाĖा रेिडअस ऑफ गायरेěन (Radius Of Gyration)= 
KXX=? 
Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या Y-Y अƗाĖा रेिडअस ऑफ गायरेěन (Radius Of Gyration)= 
KYY=? 

 

पिहĖ्यांदा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia)ěोधूया, 
आपĖ्याĖा मािहती आहे की वतुŊळ (Circle) आकृतीसाठी जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
IXX = Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्याX-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
𝐼௑௑ = 0.11𝑅ସ 
𝐼௑௑ = 0.11 × 50ସ 
𝐼௑௑ = 687.5 × 10ଷ𝑚𝑚ସ 
IYY = Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्याY-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

𝐼௒௒ =
𝜋

8
𝑅ସ 

𝐼௒௒ =
𝜋

8
50ସ 

𝐼௒௒ = 2.454 × 10଺𝑚𝑚ସ 
आता रेिडअस ऑफ गायरेěन (Radius of Gyration)ěोधूया, 
Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्याX-X अƗाĖा रेिडअस ऑफ गायरेěन (Radius Of Gyration) 

𝐾௑௑ = ඨ
𝐼௑௑

 A
 

या िठकाणी  
K = रेिडअस ऑफ गायरेěन (Radius of Gyration) 
𝐼௑௑ = 687.5 × 10ଷ𝑚𝑚ସ 
A = कापĖ्या नंतर चे Ɨेũफळ (Cross Sectional Area) 
𝐴 =

గ

଼
𝐷ଶ=గ

଼
100ଶ 

A= 3.926 × 10ଷ𝑚𝑚ଶ 

𝐾௑௑ = ඨ
687.5 × 10ଷ

 3.926 × 10ଷ
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𝐾௑௑ = 13.23      𝑚𝑚 

Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या Y-Y अƗाĖा रेिडअस ऑफ गायरेěन (Radius Of Gyration) 

𝐾௒௒ = ඨ
𝐼௒௒

 A
 

या िठकाणी  

K = रेिडअस ऑफ गायरेěन (Radius of Gyration) 
𝐼௒௒ = 2.454 × 10଺𝑚𝑚ସ 
A = कापĖ्या नंतर चे Ɨेũफळ (Cross Sectional Area) 
𝐴 =

గ

଼
𝐷ଶ=గ

଼
100ଶ 

A= 3.926 × 10ଷ𝑚𝑚ଶ 

𝐾௒௒ = ඨ
2.454 × 10଺

 3.926 × 10ଷ
 

𝐾௒௒ = 25      𝑚𝑚 

 

उदा. Ţ. 4 एका 100 मी. मी िũǛा (Radius) असĖेĖ्या चतुथाōě वतुŊळ (Quarter-Circle) 
आकृतीसाठी  मȯिबंदुतून (Centroid) जाणा̴ या आडʩा (Horizontal) आिण उɷा (Vertical) 
अƗांना (Axis) जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) ěोधा. 
उȅर :-  िदĖेĖी मािहती 
चतुथाōě वतुŊळ (Quarter-Circle) आकृती  
िũǛा (Radius)= R= 100 मी. मी. 
आपĖ्याĖा ěोधायचे आहे, 
Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या X-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia)= IXX=? 
Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia)= IYY =? 

 

आपĖ्याĖा मािहती आहे की वतुŊळ (Circle) आकृतीसाठी जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
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IXX = Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या X-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
𝐼௑௑ = 0.055𝑅ସ 

𝐼௑௑ = 0.055 × 100ସ 

𝐼௑௑ = 5.5 × 10଺𝑚𝑚ସ 

IYY = Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्याY-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

𝐼௒௒ = 0.055𝑅ସ 

𝐼௒௒ = 0.055 × 100ସ 

𝐼௒௒ = 5.5 × 10଺𝑚𝑚ସ 

 

उदा. Ţ. 5 एक पोकळ आयात (Hollow Rectangle) आहे, Ǜाची बाहेरीĖ Ŝंदी 
(ExternalWidth)‘100mm’आिण आतीĖ Ŝंदी (Internal Width) ’75mm’ आहे व बाहेरीĖ ऊंची 
(External Height) ‘200’mm आिण आतीĖ ऊंची (Internal Height) ‘150’mm आहे. िदĖेĖ्या 
आकृतीसाठी  मȯिबंदुतून (Centroid) जाणा̴ या आडʩा (Horizontal) आिण उɷा (Vertical) 
अƗांना (Axis) जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) ěोधा. 
उȅर :-  िदĖेĖी मािहती 
पोकळ आयात (Hollow Rectangle)आकृती  
बाहेरीĖ Ŝंदी (ExternalWidth) = B=100 mm 
आतीĖ Ŝंदी(InternalWidth) = b=75 mm 
बाहेरीĖ ऊंची (External Height) = D=200 mm  
आतीĖ ऊंची (Internal Height) = d=150 mm 
आपĖ्याĖा ěोधायचे आहे, 
Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या X-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia)= IXX=? 
Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia)= IYY =? 

 

आपĖ्याĖा मािहती आहे की पोकळ आयात (Hollow Rectangle) आकृतीसाठी  
Ɨेũफळ (Area) = (BxD)-(bxd) = (100x200)-(75x150) 
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Ɨेũफळ (Area) =8750𝑚𝑚ଶ 
IXX = Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या X-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

𝐼௑௑ =
𝐵𝐷ଷ

12
−

𝑏𝑑ଷ

12
 

𝐼௑௑ =
100 × 200ଷ

12
−

75 × 150ଷ

12
 

𝐼௑௑ = (66.667 × 10଺) − (21.093 × 10଺)𝑚𝑚ସ 

𝐼௑௑ = 45.574 × 10଺𝑚𝑚ସ 

IYY = Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

𝐼௒௒ =
𝐷𝐵ଷ

12
−

𝑑𝑏ଷ

12
 

𝐼௒௒ =
200 × 100ଷ

12
−

150 × 75ଷ

12
 

𝐼௑௑ = (16.667 × 10଺) − (5.273 × 10଺)𝑚𝑚ସ 

𝐼௑௑ = 11.394 × 10଺𝑚𝑚ସ 

 

1.3.2 समांतर अƗाचे Ůमेय (Parallel Axis Theorem) वापŜन मानक आकृȑांसाठी जडȕाचे 
पįरबĖ (Moment Of Inertia) ěोधणारे उदाहरणे 
उदा. Ţ. 1 एक आयताकृती Ėाकडाचा ठोकळा आहे, ȑाची Ŝंदी (Width)‘b’ मी. मी. व खोĖी 
(Depth) ‘d’ मी. मी. आहे, ȑा ठोकʨाǉा पाया AB (Base) मधून जाणा̴ या अƗाĖा (Axis) जडȕाचे 
पįरबĖ (Moment Of Inertia) ěोधा. 
उȅर :-  िदĖेĖी मािहती 
आयताकृती Ėाकडी ठोकळा 
Ŝंदी (Width) = b 
खोĖी (Depth) = d 
आपĖ्याĖा ěोधायचे आहे, 
पाया AB (Base) मधून जाणा̴ या अƗाĖा (Axis)जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia)= IAB=? 
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आपĖ्याĖा मािहती आहे समांतर अƗाǉा Ůमेयानुसार (Parallel Axis Thorem) समांतर AB अƗाĖा 
जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia), 
IAB=IG + A. h2 

या िठकाणी  

IG =IXX------------------ कारण AB हा अƗ मȯिबंदूǉा X-X या अƗाĖा समांतर आहे.  
आपĖ्याĖा मािहती आहे की Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या X-X अƗाĖा आयताकृतीसाठी 
जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

𝐼 = 𝐼௑௑ =
𝑏𝑑ଷ

12
 

तसेच  

A = कापĖ्या नंतर चे Ɨेũफळ (Cross Sectinal Area) 
𝐴 = b × 𝑑     𝑚𝑚ଶ 
h =ABआिण Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या अƗांमधीĖ (Centroidal Axis) अंतर  

h = d/2 
समांतर अƗाǉा Ůमेयानुसार 
IAB=IG + A. h2 

𝐼஺஻ =
𝑏𝑑ଷ

12
+  (b × 𝑑 × (

𝑑

2
)ଶ 

 

𝐼஺஻ =
𝑏𝑑ଷ

12
+  

𝑏𝑑ଷ

4
 

 

𝐼஺஻ =
𝑏𝑑ଷ

3
     𝑚𝑚ସ 

 

उदा. Ţ. 2 एक आयताकृती Ėाकडाचा ठोकळा आहे, ȑाची Ŝंदी (Width) 100 मी. मी. व खोĖी 
(Depth) 200 मी. मी. आहे, ȑा ठोकʨाǉा पाया AB (Base) मधून जाणा̴ या अƗाĖा 
(Axis)जडȕाचे पįरबĖ(Moment Of Inertia) ěोधा. 
उȅर :-  िदĖेĖी मािहती 
आयताकृती Ėाकडी ठोकळा 
Ŝंदी (Width) = b=100 मी. मी. 
खोĖी (Depth) = d= 200 मी. मी. 

आपĖ्याĖा ěोधायचे आहे, 
पाया AB (Base) मधून जाणा̴ या अƗाĖा (Axis) जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia)= IAB=? 
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आपĖ्याĖा मािहती आहे समांतर अƗाǉा Ůमेयानुसार (Parallel Axis Thorem) समांतर ABअƗाĖा 
जडȕाचे पįरबĖ(Moment Of Inertia), 
IAB=IG + A. h2 
या िठकाणी  
IG =IXX------------------ कारण ABहा अƗ मȯिबंदूǉा X-Xया अƗाĖा समांतर आहे.  
आपĖ्याĖा मािहती आहे की Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्याX-X अƗाĖा आयताकृतीसाठी 
जडȕाचे पįरबĖ(Moment Of Inertia) 

𝐼 = 𝐼௑௑ =
𝑏𝑑ଷ

12
 

𝐼 = 𝐼௑௑ =
100 × 200ଷ

12
 

𝐼 = 𝐼௑௑ = 6.667 × 10଻𝑚𝑚ସ 

तसेच  

A = कापĖ्या नंतर चे Ɨेũफळ (Cross Sectional Area) = B×D = 100×200 
𝐴 = 20 × 10ଷ𝑚𝑚ଶ 
h = AB आिण Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या अƗांमधीĖ (Centroidal Axis) अंतर  
h = d/2 
h = 200/2 
h = 100mm 
समांतर अƗाǉा Ůमेयानुसार 

IAB=IG + A. h2 

IAB=6.667 × 10଻ + (20 × 10ଷ ×1002) 

IAB=266.67 × 10଺     𝑚𝑚ସ 
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उदा. Ţ. 3 एक समभुज िũकोण (Equilateral Triangle) आहे, ȑाचा पाया  (Base)‘b’ आहे व ऊंची 
(Height)‘h’ आहे , ȑा िũकोणाǉा पाया AB (Base) मधून जाणा̴ या अƗाĖा (Axis) जडȕाचे पįरबĖ 
(Moment Of Inertia) ěोधा. 
उȅर:- िदĖेĖी मािहती 
समभुज िũकोण (Equilateral Triangle) 
पाया  (Base)= b 
ऊंची(Height)=h 
आपĖ्याĖा ěोधायचे आहे, 
पाया AB (Base) मधून जाणा̴ या अƗाĖा (Axis) जडȕाचे पįरबĖ(Moment Of Inertia)= IAB=? 

 

आपĖ्याĖा मािहती आहे समांतर अƗाǉा Ůमेयानुसार (Parallel Axis Thorem) समांतर AB अƗाĖा 
जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia), 
IAB=IG + A. h2 

या िठकाणी  

IG =IXX------------------ कारण AB हा अƗ मȯिबंदूǉा X-X या अƗाĖा समांतर आहे.  
आपĖ्याĖा मािहती आहे की Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या X-X अƗाĖा आयताकृतीसाठी 
जडȕाचे पįरबĖ(Moment Of Inertia) 

𝐼 = 𝐼௑௑ =
𝑏ℎଷ

36
 

तसेच  
A = कापĖ्या नंतर चे Ɨेũफळ (Cross Sectional Area) 

𝐴 =
1

2
𝑏𝑋ℎ    𝑚𝑚ଶ 

h =AB आिण Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या अƗांमधीĖ (Centroidal Axis) अंतर  

h = h/3 

समांतर अƗाǉा Ůमेयानुसार 
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IAB=IG + A. h2 

𝐼஺஻ =
௕௛య

ଷ଺
+ [

ଵ

ଶ
𝑏𝑋ℎ × (

௛

ଷ
)ଶ] 

 

𝐼஺஻ =
𝑏ℎଷ

36
+

𝑏ℎଷ

18
 

 

𝐼஺஻ =
𝑏ℎଷ

12
 

 

उदा. Ţ. 4 एक समभुज िũकोण (Equilateral Triangle) आहे, ȑाचा पाया  (Base) ‘b’ आहे व ऊंची 
(Height) ‘h’ आहे , ȑा िũकोणाǉा िěखरामधून CD (Apex) जाणा̴ या अƗाĖा (Axis)जडȕाचे 
पįरबĖ (Moment Of Inertia) ěोधा. 
उȅर:- िदĖेĖी मािहती 
समभुज िũकोण (Equilateral Triangle) 
पाया  (Base)= b 
ऊंची(Height)=h 
आपĖ्याĖा ěोधायचे आहे, 
िũकोणाǉा िěखरामधून CD (Apex) जाणा̴ या अƗाĖा (Axis)जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of 
Inertia)= IAB=? 

 

आपĖ्याĖा मािहती आहे समांतर अƗाǉा Ůमेयानुसार (Parallel Axis Thorem) समांतर CD अƗाĖा 
जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia), 
ICD=IG + A. h2 

या िठकाणी  
IG =IXX------------------ कारण AB हा अƗ मȯिबंदूǉा X-X या अƗाĖा समांतर आहे.  
आपĖ्याĖा मािहती आहे की Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या X-X अƗाĖा आयताकृतीसाठी 
जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

𝐼 = 𝐼௑௑ =
𝑏ℎଷ

36
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तसेच  

A = कापĖ्या नंतर चे Ɨेũफळ (Cross Sectional Area) 

𝐴 =
1

2
𝑏𝑋ℎ    𝑚𝑚ଶ 

h =CD आिण Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या अƗांमधीĖ (Centroidal Axis) अंतर  

h =2h/3 

समांतर अƗाǉा Ůमेयानुसार 

ICD=IG + A. h2 

 

𝐼஼஽ =
௕௛య

ଷ଺
+ [

ଵ

ଶ
𝑏𝑋ℎ × (

ଶ௛

ଷ
)ଶ] 

 

𝐼஼஽ =
𝑏ℎଷ

36
+

4𝑏ℎଷ

18
 

 

𝐼஼஽ =
𝑏ℎଷ

4
 

 

1.4  काही मानक आकृȑांसाठी सेƖन मोडूĖस(Section Modulus of Standard basic 

figures): 

 चौरस (Square):- 
समजा या िठकाणी चौरस (Square) Ǜाची बाजू (Side)‘a’ आहे  

 

सेƖन मोडूĖस (Section Modulus): 
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Z =
𝐼

𝑦௠௔௫
 

या िठकाणी  
Z= सेƖन मोडूĖस (Section Modulus) 
I= जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
𝑦௠௔௫ = तट̾थ अƗ (NeutralAxis) आिण टोकाकडीĖ धागा (Extremelayer) यांǉातीĖ अंतर 
यािठकाणी, आडʩा अƗासोबत सेƖन मोडूĖस (Section Modulus) 

𝑍௫௫ =
𝐼௫௫

𝑦௠௔௫
 

आपĖ्याĖा मािहती आहेचौरस आकृतीसाठीजडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
IXX = Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या X-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

𝐼௑௑ =
𝑎ସ

12
 

आिण 
𝑦௠௔௫ = तट̾थ अƗ (NeutralAxis) आिण टोकाकडीĖ धागा (Extreme layer) यांǉातीĖ अंतर 

𝑦௠௔௫ =௔

ଶ
 

𝑍௫௫ =
𝑎ସ/12

𝑎/2
 

𝑍௫௫ =
𝑎ଷ

6
 

 
ȑाचŮमाणे उɷा अƗासोबतसेƖन मोडूĖस (Section Modulus) 

𝑍௬௬ =
𝐼௬௬

𝑦௠௔௫
 

IYY = Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

𝐼௒௒ =
𝑎ସ

12
 

𝑦௠௔௫ = तट̾थ अƗ (NeutralAxis) आिण टोकाकडीĖ धागा (Extreme layer) यांǉातीĖ अंतर 
𝑦௠௔௫ =௔

ଶ
 

𝑍௬௬ =
𝑎ସ/12

𝑎/2
 

𝑍௬௬ =
𝑎ଷ

6
 

 आयात (Rectangle):- 
समजा या िठकाणी आयात (Rectangle) Ǜाची Ŝंदी (Width) ‘b’ आहे व ऊंची (Height) ‘d’ आहे  
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सेƖन मोडूĖस(Section Modulus): 

Z =
𝐼

𝑦௠௔௫
 

या िठकाणी  

Z= सेƖन मोडूĖस (Section Modulus) 
I= जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
𝑦௠௔௫ = तट̾थ अƗ (NeutralAxis) आिण टोकाकडीĖ धागा (Extremelayer) यांǉातीĖ अंतर 
यािठकाणी, आडʩा अƗासोबतसेƖन मोडूĖस (Section Modulus) 

𝑍௫௫ =
𝐼௫௫

𝑦௠௔௫
 

आपĖ्याĖा मािहती आहे आयाताकृतीसाठी जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
IXX = Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या X-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

𝐼௑௑ =
𝑏𝑑ଷ

12
 

आिण 
𝑦௠௔௫ = तट̾थ अƗ (NeutralAxis) आिण टोकाकडीĖ धागा (Extreme layer) यांǉातीĖ अंतर 

𝑦௠௔௫=ௗ

ଶ
 

𝑍௫௫ =
𝑏𝑑ଷ/12

𝑑/2
 

𝑍௫௫ =
𝑏𝑑ଶ

6
 

ȑाचŮमाणे उɷा अƗासोबत सेƖन मोडूĖस (Section Modulus) 

𝑍௬௬ =
𝐼௬௬

𝑦௠௔௫
 

IYY = Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
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𝐼௒௒ =
𝑑𝑏ଷ

12
 

𝑦௠௔௫ = तट̾थ अƗ (Neutral Axis) आिण टोकाकडीĖ धागा (Extreme layer) यांǉातीĖ अंतर 

𝑦௠௔௫ =௕

ଶ
 

𝑍௬௬ =
𝑑𝑏ଷ/12

𝑏/2
 

𝑍௬௬ =
𝑑𝑏ଶ

6
 

 वतुŊळ (Circle):- 
समजा या िठकाणी एक वतुŊळ (Circle) Ǜाची िũǛा  (Radius) ‘R’ आिण ʩास (Diameter) ‘D’ 

आहे.   

 

सेƖन मोडूĖस (Section Modulus): 

Z =
𝐼

𝑦௠௔௫
 

या िठकाणी  
Z= सेƖन मोडूĖस (Section Modulus) 
I= जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
𝑦௠௔௫ = तट̾थ अƗ (NeutralAxis) आिण टोकाकडीĖ धागा (Extreme layer) यांǉातीĖ अंतर 
यािठकाणी, आडʩा अƗासोबत सेƖन मोडूĖस (Section Modulus) 

𝑍௫௫ =
𝐼௫௫

𝑦௠௔௫
 

आपĖ्याĖा मािहती आहे वतुŊळाकृतीसाठी जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
IXX = Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या X-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

𝐼௑௑ =
𝜋

64
𝐷ସ 

आिण 

𝑦௠௔௫ = तट̾थ अƗ (Neutral Axis) आिण टोकाकडीĖ धागा (Extreme layer) यांǉातीĖ अंतर 
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𝑦௠௔௫=஽

ଶ
 

𝑍௫௫ =
𝜋𝐷ସ/64

𝐷/2
 

𝑍௫௫ =
𝜋𝐷ଷ

32
 

 

ȑाचŮमाणे उɷा अƗासोबतसेƖन मोडूĖस (Section Modulus) 

𝑍௬௬ =
𝐼௬௬

𝑦
 

IYY = Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

𝐼௬௬ =
𝜋

64
𝐷ସ 

𝑦௠௔௫ = तट̾थ अƗ (NeutralAxis) आिण टोकाकडीĖ धागा (Extreme layer) यांǉातीĖ अंतर 
𝑦௠௔௫=஽

ଶ
 

𝑍௬௬ =
𝜋𝐷ସ/64

𝐷/2
 

𝑍௬௬ =
𝜋𝐷ଷ

32
 

 

 पोकळ आयात (HollowRectangle):- 
समजा या िठकाणी पोकळ आयात (HollowRectangle) Ǜाची बाहेरीĖ Ŝंदी (External Width) ‘B’ 
आिण आतीĖ  Ŝंदी (InternalWidth) ‘b’ आहे व बाहेरीĖ ऊंची (External Height) ‘D’ आिण 
आतीĖ ऊंची (Internal Height) ‘d’ आहे  

 

सेƖन मोडूĖस(Section Modulus): 
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Z =
𝐼

𝑦௠௔௫
 

या िठकाणी  

Z= सेƖन मोडूĖस(Section Modulus) 
I= जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
y = तट̾थ अƗ (NeutralAxis) आिण टोकाकडीĖ धागा (Extreme layer) यांǉातीĖ अंतर 
यािठकाणी, आडʩा अƗासोबत सेƖन मोडूĖस (Section Modulus) 

𝑍௫௫ =
𝐼௫௫

𝑦௠௔௫
 

आपĖ्याĖा मािहती आहे पोकळ आयाताकृतीसाठी जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
IXX = Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्या X-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

𝐼௑௑ =
𝐵𝐷ଷ

12
−

𝑏𝑑ଷ

12
 

आिण 

𝑦௠௔௫ = तट̾थ अƗ (NeutralAxis) आिण टोकाकडीĖ धागा (Extreme layer) यांǉातीĖ अंतर 

𝑦௠௔௫ =஽

ଶ
 

𝑍௫௫ =

஻஽య

ଵଶ
−

௕ௗయ

ଵଶ

𝐷/2
 

𝑍௫௫ =
𝐵𝐷ଷ − 𝑏𝑑ଷ

6𝐷
 

ȑाचŮमाणेउɷा अƗासोबत सेƖन मोडूĖस (Section Modulus) 

𝑍௬௬ =
𝐼௬௬

𝑦௠௔௫
 

IYY = Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्याY-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

𝐼௒௒ =
𝐷𝐵ଷ

12
−

𝑑𝑏ଷ

12
 

𝑦௠௔௫ = तट̾थ अƗ (NeutralAxis) आिण टोकाकडीĖ धागा (Extreme layer) यांǉातीĖ अंतर 
𝑦௠௔௫=஻

ଶ
 

𝑍௬௬ =

஽஻య

ଵଶ
−

ௗ௕య

ଵଶ

𝐵/2
 

𝑍௬௬ =
𝐷𝐵ଷ − 𝑑𝑏ଷ

6𝐵
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 पोकळ वतुŊळ (HollowCircle):- 
समजा या िठकाणी एक पोकळ वतुŊळ (Hollow Circle) Ǜाचा बाहेरीĖ ʩास (External Diameter) 
‘D’ आिण आतीĖ  ʩास (Internal Diameter) ‘d’ आहे.   

 

 

सेƖन मोडूĖस(Section Modulus): 

Z =
𝐼

𝑦௠௔௫
 

या िठकाणी  

Z= सेƖन मोडूĖस (Section Modulus) 

I= जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

y = तट̾थ अƗ (NeutralAxis) आिण टोकाकडीĖ धागा (Extreme layer) यांǉातीĖ अंतर 

यािठकाणी, आडʩा अƗासोबत सेƖन मोडूĖस (Section Modulus) 

𝑍௫௫ =
𝐼௫௫

𝑦௠௔௫
 

आपĖ्याĖा मािहती आहेपोकळवतुŊळाकृतीसाठीजडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
IXX = Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्याX-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

𝐼௑௑ =
𝜋

64
(𝐷ସ−𝑑ସ) 

आिण 

y = तट̾थ अƗ (NeutralAxis) आिण टोकाकडीĖ धागा (Extremelayer) यांǉातीĖ अंतर 

𝑦௠௔௫ =஽

ଶ
 

𝑍௫௫ =

గ

଺ସ
(𝐷ସ−𝑑ସ)

𝐷/2
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𝑍௫௫ =
𝜋(𝐷ସ−𝑑ସ)

32𝐷
 

 

ȑाचŮमाणेउɷा अƗासोबतसेƖन मोडूĖस (Section Modulus) 

𝑍௬௬ =
𝐼௬௬

𝑦௠௔௫
 

IYY = Ɨेũफळाǉा मȯभागी असĖेĖ्याY-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

𝐼௬௬ =
𝜋

64
(𝐷ସ−𝑑ସ) 

𝑦௠௔௫ = तट̾थ अƗ (NeutralAxis) आिण टोकाकडीĖ धागा (Extreme layer) यांǉातीĖ अंतर 
𝑦௠௔௫ =஽

ଶ
 

𝑍௬௬ =

గ

଺ସ
(𝐷ସ−𝑑ସ)

𝐷/2
 

𝑍௬௬ =
𝜋 (𝐷ସ−𝑑ସ)

32𝐷
 

 

1.5.1 समिमतीय (Symmetrical) आकृȑांसाठी जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

ěोधणारे उदाहरणे: 
उदा. Ţ. 1 एका समिमतीय I-आकृतीसाठी मȯिबंदूǉा X-X आिण Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ 
(Moment Of Inertia) ěोधा.  
आकृतीची मािहती खाĖीĖŮमाणे आहे, 
ɣŐ ज (Flange):-100mm× 20 mm  
संपूणŊ खोĖी (Overall Depth):- 280mm  
वेब ची जाडी (Thicknessof Web):- 20mm  
उȅर:-  
िदĖेĖी मािहती  
I- आकृती 
ɣŐ ज (Flange):-100mm× 20 mm  
संपूणŊ खोĖी (Overall Depth):- 280mm  
वेब ची जाडी (Thicknessof Web):- 20mm  
आपĖ्याĖा ěोधायचे आहे, 
मȯिबंदू X-X आिण Y-Y अƗामधून जाणा̴ या अƗाĖा (Axis) जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of 
Inertia) IXX=? 
IYY=? 
िदĖेĖ्या समिमतीय I- आकृतीĖा खाĖी दाखिवĖ्याŮमाणे 1, 2 आिण 3 याआयात आकृतीमȯे 
िवभागू  
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आता मȯिबंदूचे उभे अंतर ěोधू ʉणजेच  (𝑌ത) 

𝑌ത =
𝐴ଵ𝑌ଵ + 𝐴ଶ𝑌ଶ + 𝐴ଷ𝑌ଷ

𝐴ଵ + 𝐴ଶ + 𝐴ଷ
 

A1 = आयात आकृती-1 चे Ɨेũफळ  

A1 = b×d  

A1 = 100 ×20 = 2000 mm2 

Y1= पाया OA आिण आयत आकृती-1ǉा मȯिबंदूपयōतचे अंतर  

Y1=20+240+(20/2)  = 270 mm 

A2 = आयात आकृती-2 चे Ɨेũफळ  

A2 = b×d  

A2 = 20 ×240 = 4800 mm2 

Y2= पाया OA आिण आयत आकृती-2 ǉा मȯिबंदू पयōतचे अंतर  

Y2=20+ (240/2)= 140 mm 

A3 = आयात आकृती-3 चे Ɨेũफळ  

A3 = b×d  

A3 = 100 ×20 = 2000 mm2 

Y3= पाया OA आिण आयत आकृती-3 ǉा मȯिबंदू पयōतचे अंतर  
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Y3= (20/2) = 10 mm 

𝑌ത =
2000 × 270 + 4800 × 140 + 2000 × 10

2000 + 4800 + 2000
 

𝑌ത = 140 𝑚𝑚 

िकंवा  

िदĖेĖी आकृती ही X-X अƗाĖा समिमतीय आहे ʉणून  

𝑌ത = ൬
𝐷

2
൰ = ൬

280

2
൰ =  140 𝑚𝑚 

एकूण आडʩा X-XअƗाĖा आकृती-I चे जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

IXX=IXX1 +IXX2+IXX3 

IXX= आकृती-I ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩाX-X अƗाĖाजडȕाचे पįरबĖ (Moment Of 
Inertia) 
IXX1=आयात आकृती-1 चे आकृती-I ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X अƗाĖाजडȕाचे 
पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
IXX2= आयात आकृती-2 चे आकृती-I ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X अƗाĖाजडȕाचे 

पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

IXX3= आयात आकृती-3 चे आकृती-I ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X अƗाĖाजडȕाचे 
पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
समांतर अƗाǉा Ůमेयानुसार 

IAB=IG + A. h2 

या िठकाणी  

IXX1= IG1 + A1. h12 

IG1= आयात आकृती-1 ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X अƗाĖाजडȕाचे पįरबĖ (Moment 

Of Inertia) 

𝐼 ଵ =
௕ௗయ

ଵଶ
=

ଵ଴଴×ଶ଴య

ଵଶ
= 66.667 × 10ଷmm4 

h1=आयात आकृती-1 ǉा मȯिबंदू आिण आकृती-I ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X अƗ 
यांǉातीĖ अंतर  
h1=Y1−𝑌ത= 270-140 = 130mm 

IXX1=66.667 × 10ଷ + (2000 ×1302) 

IXX1=33.866 × 10଺mm4 

आता  

IXX2= IG2 + A2. h22 
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IG2= आयात आकृती-2 ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X अƗाĖाजडȕाचे पįरबĖ (Moment 

Of Inertia) 

𝐼 ଶ =
௕ௗయ

ଵଶ
=

ଶ଴×ଶସ଴య

ଵଶ
= 23.04 × 10଺mm4 

h2=आयात आकृती-2 ǉा मȯिबंदू आिण आकृती-I ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X अƗ 
यांǉातीĖ अंतर  
h2=Y2−𝑌ത =140-140 = 0mm 

IXX2=23.04 × 10଺ + (4800 ×02) 

IXX2=23.04 × 10଺mm4 

आयात आकृती-1 (Top Flange) आिण आयात आकृती-2 (Bottom Flange) दोɎी सारƥा 

असĖ्यामुळे 

IXX1=IXX3=33.866 × 10଺mm4 

ʉणून एकूण आडʩा X-X अƗाĖा आकृती-I चे जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

IXX=IXX1 +IXX2 +IXX3 

IXX=33.866 × 10଺+23.04 × 10଺+33.866 × 10଺ 

IXX=90.772 × 10଺mm4 

आता मȯिबंदूचे आडवे अंतर ěोधू ʉणजेच  (𝑋ത) 

𝑋ത =
𝐴ଵ𝑋ଵ + 𝐴ଶ𝑋ଶ + 𝐴ଷ𝑋ଷ

𝐴ଵ + 𝐴ଶ + 𝐴ଷ
 

A1 = आयात आकृती-1 चे Ɨेũफळ  

A1 = b×d  

A1 = 100 ×20 = 2000 mm2 

X1=रेषा OB आिण आयत आकृती-1 ǉा मȯिबंदूपयōतचे आडवे अंतर  

X1=(100/2)  = 50mm 

A2 = आयात आकृती-2 चे Ɨेũफळ  

A2 = b×d  

A2 = 20 ×240 = 4800 mm2 

X2=रेषा OB आिण आयत आकृती-2 ǉा मȯिबंदूपयōतचे आडवे अंतर  

X2= (100/2)  = 50 mm 

A3 = आयात आकृती-3 चे Ɨेũफळ  
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A3 = b×d  

A3 = 100 ×20 = 2000 mm2 

X3=रेषा OB आिण आयत आकृती-2 ǉा मȯिबंदूपयōतचे आडवे अंतर  

X3=(100/2)  = 50 mm 

𝑌ത =
2000 × 50 + 4800 × 50 + 2000 × 50

2000 + 4800 + 2000
 

𝑌ത = 50 𝑚𝑚 

िकंवा  

िदĖेĖी आकृती ही Y-Y अƗाĖासमिमतीय आहे ʉणून   

𝑋ത = ൬
𝐵

2
൰ = ൬

100

2
൰ =  50 𝑚𝑚 

एकूण उɷा Y-Y अƗाĖा आकृती-I चे जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

IYY=IYY1 +IYY2 +IYY3 

IYY= आकृती-I ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या उɷा Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of 

Inertia) 

IYY1=आयात आकृती-1 चे आकृती-I ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या उɷा Y-YअƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ 

(Moment Of Inertia) 

𝐼௒௒ଵ =
𝑑𝑏ଷ

12
=

20 × 100ଷ

12
= 1.667 × 10଺𝑚𝑚ସ 

IYY2= आयात आकृती-2 चे आकृती-I ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या उɷा Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ 

(Moment Of Inertia) 

𝐼௒௒ଶ =
𝑑𝑏ଷ

12
=

240 × 20ଷ

12
= 160 × 10ଷ𝑚𝑚ସ 

IYY3= आयात आकृती-3 चे आकृती-I ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या उɷा Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ 

(Moment Of Inertia) 

𝐼௒௒ଷ =
𝑑𝑏ଷ

12
=

20 × 100ଷ

12
= 1.667 × 10଺𝑚𝑚ସ 

एकूण उɷा Y-Y अƗाĖा आकृती-I चे जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

IYY=1.667 × 10଺+160 × 10ଷ+1.667 × 10଺ 

𝐼௒௒ = 3.494 × 10଺𝑚𝑚ସ 
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1.5.2 असमिमतीय (Unsymmetrical) आकृȑांसाठी जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
ěोधणारे उदाहरणे: 
उदा. Ţ. 1 एका असमिमतीय I- आकृतीसाठी मȯिबंदूǉा X-X आिण Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ 
(Moment Of Inertia) ěोधा.  
आकृतीची मािहती खाĖीĖŮमाणे आहे, 
वरीĖ ɣŐ ज (TopFlange):-60mm× 20 mm 
खाĖीĖ ɣŐ ज (BottomFlange):-100mm× 20 mm  
संपूणŊ खोĖी (Overall Depth):- 280mm  
वेब ची जाडी (Thicknessof Web):- 20mm  
उȅर:-  
िदĖेĖी मािहती  
असमिमतीय I- आकृती 
वरीĖ ɣŐ ज (TopFlange):-60mm× 20 mm 
खाĖीĖ ɣŐ ज (BottomFlange):-100mm× 20 mm  
संपूणŊ खोĖी (Overall Depth):- 280mm  
वेब ची जाडी (Thicknessof Web):- 20mm  
आपĖ्याĖा ěोधायचे आहे, 

मȯिबंदू X-X आिण Y-Y अƗामधून जाणा̴ या अƗाĖा (Axis) जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of 
Inertia) IXX=? 
IYY=? 
िदĖेĖ्या समिमतीय I- आकृतीĖा खाĖी दाखिवĖ्याŮमाणे 1, 2 आिण 3 या आयात आकृतीमȯे 
िवभागू  
आता मȯिबंदूचे उभे अंतर ěोधू ʉणजेच  (𝑌ത) 

𝑌ത =
𝐴ଵ𝑌ଵ + 𝐴ଶ𝑌ଶ + 𝐴ଷ𝑌ଷ

𝐴ଵ + 𝐴ଶ + 𝐴ଷ
 

A1 = आयात आकृती-1 चे Ɨेũफळ  
A1 = b×d  
A1 = 60 ×20 = 1200 mm2 

Y1= पाया OA आिण आयत आकृती-1 ǉा मȯिबंदूपयōतचे अंतर  
Y1=20+240+(20/2)  = 270 mm 
A2 = आयात आकृती-2 चे Ɨेũफळ  
A2 = b×d  
A2 = 20 ×240 = 4800 mm2 

Y2= पाया OA आिण आयत आकृती-2 ǉा मȯिबंदू पयōतचे अंतर  
Y2=20 + (240/2)= 140 mm 
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A3 = आयात आकृती-3 चे Ɨेũफळ  
A3 = b×d  
A3 = 100 ×20 = 2000 mm2 

Y3= पाया OA आिण आयत आकृती-3 ǉा मȯिबंदू पयōतचे अंतर  
Y3= (20/2) = 10 mm 

𝑌ത =
1200 × 270 + 4800 × 140 + 2000 × 10

1200 + 4800 + 2000
 

𝑌ത = 127 𝑚𝑚 

एकूण आडʩा X-XअƗाĖा आकृती-I चे जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

IXX=IXX1 +IXX2 +IXX3 

IXX= आकृती-I ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X अƗाĖाजडȕाचे पįरबĖ (Moment Of 
Inertia) 
IXX1=आयात आकृती-1 चे आकृती-I ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X अƗाĖा जडȕाचे 
पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
IXX2= आयात आकृती-2 चे आकृती-I ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X अƗाĖाजडȕाचे 
पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
IXX3= आयात आकृती-3 चे आकृती-I ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X अƗाĖा जडȕाचे 
पįरबĖ (Moment Of Inertia) 



Strength of Materials (313308) सामŤीची ताकद (३१३३०८) 

 

Maharashtra State Board Of Technical Education. 35 

 

समांतर अƗाǉा Ůमेयानुसार 
IAB=IG + A. h2 

या िठकाणी  
IXX1= IG1 + A1. h12 

IG1= आयात आकृती-1 ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X अƗाĖाजडȕाचे पįरबĖ (Moment 
Of Inertia) 

𝐼 ଵ =
௕ௗయ

ଵଶ
=

଺଴×ଶ଴య

ଵଶ
= 40 × 10ଷmm4 

h1=आयात आकृती-1 ǉा मȯिबंदू आिण आकृती-I ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X अƗ 
यांǉातीĖ अंतर  
h1=Y1−𝑌ത = 270-127 = 143mm 

IXX1=40 × 10ଷ + (1200 ×1432) 

IXX1=24.578 × 10଺mm4 

आता  
IXX2= IG2 + A2. h22 

IG2= आयात आकृती-2 ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X अƗाĖाजडȕाचे पįरबĖ (Moment 
Of Inertia) 

𝐼 ଶ =
௕ௗయ

ଵଶ
=

ଶ଴×ଶସ଴య

ଵଶ
= 23.04 × 10଺mm4 

h2=आयात आकृती-2 ǉा मȯिबंदू आिण आकृती-I ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X अƗ 
यांǉातीĖ अंतर  
h2=Y2−𝑌ത = 140-127 =13mm 

IXX2=23.04 × 10଺ + (4800 ×132) 

IXX2=23.85 × 10଺mm4 

आता  
IXX3= IG3 + A3. H32 

IG3= आयात आकृती-3 ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ 
(Moment Of Inertia) 

𝐼 ଷ =
௕ௗయ

ଵଶ
=

ଵ଴଴×ଶ଴య

ଵଶ
= 66.667 × 10ଷmm4 

h3=आयात आकृती-3 ǉा मȯिबंदू आिण आकृती-I ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X अƗ 
यांǉातीĖ अंतर  
h3=Y3−𝑌ത =10-127 = 117mm 

IXX3=66.667 × 10ଷ + (2000 ×1172) 

IXX3=27.444 × 10଺mm4 
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ʉणून एकूण आडʩा X-XअƗाĖा आकृती-I चे जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
IXX=IXX1 +IXX2 +IXX3 

IXX=24.578 × 10଺+23.85 × 10଺+27.444 × 10଺ 

IXX=75.873 × 10଺mm4 

आता मȯिबंदूचे आडवे अंतर ěोधू ʉणजेच  (𝑋ത) 

𝑋ത =
𝐴ଵ𝑋ଵ + 𝐴ଶ𝑋ଶ + 𝐴ଷ𝑋ଷ

𝐴ଵ + 𝐴ଶ + 𝐴ଷ
 

A1 = आयात आकृती-1 चे Ɨेũफळ  
A1 = b×d  
A1 = 60 ×20 = 1200 mm2 

X1=रेषा OB आिण आयत आकृती-1 ǉा मȯिबंदूपयōतचे आडवे अंतर  
X1=(100/2) = 50 mm 
A2 = आयात आकृती-2 चे Ɨेũफळ  
A2 = b×d  
A2 = 20 ×240 = 4800 mm2 

X2=रेषा OB आिण आयत आकृती-2 ǉा मȯिबंदूपयōतचे आडवे अंतर  
X2=(100/2) = 50 mm 
A3 = आयात आकृती-3 चे Ɨेũफळ  
A3 = b×d  
A3 = 100 ×20 = 2000 mm2 

X3=रेषा OB आिण आयत आकृती-2 ǉा मȯिबंदूपयōतचे आडवे अंतर  
X3= (100/2)  = 50 mm 

𝑌ത =
1200 × 50 + 4800 × 50 + 2000 × 50

1200 + 4800 + 2000
 

𝑌ത = 50 𝑚𝑚 

िकंवा  
िदĖेĖी आकृती ही Y-YअƗाĖा समिमतीय आहे ʉणून   

𝑋ത = ൬
𝐵

2
൰ = ൬

100

2
൰ =  50 𝑚𝑚 

एकूण उɷा Y-YअƗाĖा आकृती-I चे जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

IYY=IYY1 +IYY2 +IYY3 

IYY= आकृती-I ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या उɷा Y-YअƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of 

Inertia) 

IYY1=आयात आकृती-1 चे आकृती-I ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या उɷा Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ 

(Moment Of Inertia) 
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𝐼௒௒ଵ =
𝑑𝑏ଷ

12
=

20 × 60ଷ

12
= 360 × 10ଷ𝑚𝑚ସ 

IYY2= आयात आकृती-2 चे आकृती-I ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या उɷा Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ 
(Moment Of Inertia) 

𝐼௒௒ଶ =
𝑑𝑏ଷ

12
=

240 × 20ଷ

12
= 160 × 10ଷ𝑚𝑚ସ 

IYY3= आयात आकृती-3 चे आकृती-I ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या उɷा Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ 
(Moment Of Inertia) 

𝐼௒௒ଷ =
𝑑𝑏ଷ

12
=

20 × 100ଷ

12
= 1.667 × 10଺𝑚𝑚ସ 

एकूण उɷा Y-Y अƗाĖा आकृती-I चे जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

IYY=360 × 10ଷ+160 × 10ଷ+1.667 × 10଺ 

𝐼௒௒ = 2.186 × 10଺𝑚𝑚ସ 

 

1.5.3 T- आकृȑांसाठी जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) ěोधणारे उदाहरणे: 
उदा. Ţ. 1 एका T-आकृतीसाठी मȯिबंदूǉा X-X आिण Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment 
Of Inertia) ěोधा.  
आकृतीची मािहती खाĖीĖŮमाणे आहे, 
ɣŐ ज (Flange):-60mm× 20 mm  
संपूणŊ खोĖी (Overall Depth):- 260mm  
वेब ची जाडी (Thicknessof Web):- 20mm  
उȅर:-  
िदĖेĖी मािहती  
T- आकृती 
ɣŐ ज (Flange):-60mm× 20 mm  
संपूणŊ खोĖी (Overall Depth):- 260mm  
वेब ची जाडी (Thicknessof Web):- 20mm  
आपĖ्याĖा ěोधायचे आहे, 
मȯिबंदू X-X आिण Y-Y अƗामधून जाणा̴ या अƗाĖा (Axis)जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of 
Inertia) IXX=? 
IYY=? 
िदĖेĖ्या समिमतीय T- आकृतीĖा खाĖी दाखिवĖ्याŮमाणे 1आिण 2 या आयात आकृतीमȯे िवभागू  



Strength of Materials (313308) सामŤीची ताकद (३१३३०८) 

 

Maharashtra State Board Of Technical Education. 38 

 

 

आता मȯिबंदूचे उभे अंतर ěोधू ʉणजेच  (𝑌ത) 

𝑌ത =
𝐴ଵ𝑌ଵ + 𝐴ଶ𝑌ଶ

𝐴ଵ + 𝐴ଶ
 

A1 = आयात आकृती-1 चे Ɨेũफळ  
A1 = b×d  
A1 = 60 ×20 = 1200 mm2 

Y1= पाया OA आिण आयत आकृती-1 ǉा मȯिबंदूपयōतचे अंतर  
Y1=240 + (20/2)= 250 mm 
A2 = आयात आकृती-2 चे Ɨेũफळ  
A2 = b×d  
A2 = 20 ×240 = 4800 mm2 

Y2= पाया OA आिण आयत आकृती-2 ǉा मȯिबंदू पयōतचे अंतर  
Y2=240/2= 120 mm 

𝑌ത =
1200 × 250 + 4800 × 120

1200 + 4800
 

𝑌ത = 146 𝑚𝑚 
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एकूण आडʩा X-XअƗाĖा आकृती-T चे जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

IXX=IXX1 +IXX2  

IXX= आकृती-T ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩाX-X अƗाĖाजडȕाचे पįरबĖ (Moment Of 
Inertia) 
IXX1=आयात आकृती-1 चे आकृती-T ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X अƗाĖाजडȕाचे 
पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
IXX2= आयात आकृती-2 चे आकृती-T ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X अƗाĖाजडȕाचे 
पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
समांतर अƗाǉा Ůमेयानुसार 

IAB=IG + A. h2 
या िठकाणी  
IXX1= IG1 + A1. h12 

IG1= आयात आकृती-1 ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ 
(Moment Of Inertia) 

𝐼 ଵ =
௕ௗయ

ଵଶ
=

଺଴×ଶ଴య

ଵଶ
= 40 × 10ଷmm4 

h1=आयात आकृती-1 ǉा मȯिबंदू आिण आकृती-T ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X अƗ 
यांǉातीĖ अंतर  
h1=Y1−𝑌ത = 250-146 = 104mm 

IXX1=40 × 10ଷ + (1200 ×1042) 

IXX1=13.019 × 10଺mm4 

आता  

IXX2= IG2 + A2. h22 

IG2= आयात आकृती-2 ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ 
(Moment Of Inertia) 

𝐼 ଶ =
௕ௗయ

ଵଶ
=

ଶ଴×ଶସ଴య

ଵଶ
= 23.04 × 10଺mm4 

h2=आयात आकृती-2 ǉा मȯिबंदू आिण आकृती-T ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X अƗ 
यांǉातीĖ अंतर  
h2=Y2−𝑌ത = 120-146=26mm 

IXX2=23.04 × 10଺ + (4800 ×262) 

IXX2=26.284 × 10଺mm4 

ʉणून एकूण आडʩा X-X अƗाĖा आकृती-T चे जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

IXX=IXX1 +IXX2  
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IXX=13.019 × 10଺+26.284 × 10଺ 

IXX=39.303 × 10଺mm4 

आता मȯिबंदूचे आडवे अंतर ěोधू ʉणजेच  (𝑋ത) 

𝑋ത =
𝐴ଵ𝑋ଵ + 𝐴ଶ𝑋ଶ

𝐴ଵ + 𝐴ଶ
 

A1 = आयात आकृती-1 चे Ɨेũफळ  
A1 = b×d  
A1 = 60 ×20 = 1200 mm2 

X1=रेषा OB आिण आयत आकृती-T ǉा मȯिबंदूपयōतचे आडवे अंतर  
X1= (60/2) =30 mm 
A2 = आयात आकृती-2 चे Ɨेũफळ  
A2 = b×d  
A2 = 20 ×240 = 4800 mm2 

X2=रेषा OB आिण आयत आकृती-2 ǉा मȯिबंदूपयōतचे आडवे अंतर  
X2=(60/2)  = 30 mm 

𝑋ത =
1200 × 30 + 4800 × 30

1200 + 4800
 

𝑋ത = 30 𝑚𝑚 

िकंवा  
िदĖेĖी T-आकृती ही Y-YअƗाĖासमिमतीय (Symmetric) आहे ʉणून  𝑋ത खाĖीĖ Ůमाणे काढू 
ěकतो 

𝑋ത = ൬
𝐵

2
൰ = ൬

60

2
൰ =  30 𝑚𝑚 

एकूण उɷा Y-Y अƗाĖा आकृती-T चे जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

IYY=IYY1 +IYY2  

IYY= आकृती-T ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या उɷा Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of 
Inertia) 
IYY1=आयात आकृती-1 चे आकृती-T ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या उɷा Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ 
(Moment Of Inertia) 

𝐼௒௒ଵ =
𝑑𝑏ଷ

12
=

20 × 60ଷ

12
= 360 × 10ଷ𝑚𝑚ସ 

IYY2= आयात आकृती-2 चे आकृती-T ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या उɷा Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ 
(Moment Of Inertia) 

𝐼௒௒ଶ =
𝑑𝑏ଷ

12
=

240 × 20ଷ

12
= 160 × 10ଷ𝑚𝑚ସ 

एकूण उɷा Y-Y अƗाĖा आकृती-I चे जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
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IYY=360 × 10ଷ+160 × 10ଷ 

𝐼௒௒ = 520 × 10ଷ𝑚𝑚ସ 

 

उदा. Ţ. 2 एका उĖटा T-आकृतीसाठी मȯिबंदूǉा X-X आिण Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ 
(Moment Of Inertia) ěोधा.  
आकृतीची मािहती खाĖीĖŮमाणे आहे, 
ɣŐ ज (Flange):-60mm× 20 mm  
संपूणŊ खोĖी (Overall Depth):- 260mm  
वेब ची जाडी (Thicknessof Web):- 20mm  
उȅर:-  
िदĖेĖी मािहती  
उĖटा T- आकृती 
ɣŐ ज (Flange):-60mm× 20 mm  
संपूणŊ खोĖी (Overall Depth):- 260mm  
वेब ची जाडी (Thicknessof Web):- 20mm  
आपĖ्याĖा ěोधायचे आहे, 
मȯिबंदू X-X आिण Y-Y अƗामधून जाणा̴ या अƗाĖा (Axis) जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of 
Inertia) IXX=? 
IYY=? 
िदĖेĖ्या T- आकृतीĖा खाĖी दाखिवĖ्याŮमाणे 1आिण 2 या आयात आकृतीमȯे िवभागू  

` 

आता मȯिबंदूचे उभे अंतर ěोधू ʉणजेच  (𝑌ത) 
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𝑌ത =
𝐴ଵ𝑌ଵ + 𝐴ଶ𝑌ଶ

𝐴ଵ + 𝐴ଶ
 

A1 = आयात आकृती-1 चे Ɨेũफळ  
A1 = b×d  
A1 = 60 ×20 = 1200 mm2 

Y1= पाया OA आिण आयत आकृती-1 ǉा मȯिबंदूपयōतचे अंतर  
Y1=(20/2)  = 10mm 
A2 = आयात आकृती-2 चे Ɨेũफळ  
A2 = b×d  
A2 = 20 ×240 = 4800 mm2 

Y2= पाया OA आिण आयत आकृती-2 ǉा मȯिबंदू पयōतचे अंतर  
Y2=20 + (240/2)= 140 mm 

𝑌ത =
1200 × 10 + 4800 × 140

1200 + 4800
 

𝑌ത = 114 𝑚𝑚 

एकूण आडʩा X-X अƗाĖा आकृती उĖटा -T चे जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

IXX=IXX1 +IXX2  

IXX= आकृती उĖटा -T ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ 
(Moment Of Inertia) 
IXX1=आयात आकृती-1 चे आकृती उĖटा -T ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X 
अƗाĖाजडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
IXX2= आयात आकृती-2 चे आकृती उĖटा -T ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X 
अƗाĖाजडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
समांतर अƗाǉा Ůमेयानुसार 
IAB=IG + A. h2 

या िठकाणी  

IXX1= IG1 + A1. h12 

IG1= आयात आकृती-1 ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ 
(Moment Of Inertia) 

𝐼 ଵ =
௕ௗయ

ଵଶ
=

଺଴×ଶ଴య

ଵଶ
= 40 × 10ଷmm4 

h1=आयात आकृती-1 ǉा मȯिबंदू आिण आकृती उĖटा -T ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X 
अƗ यांǉातीĖ अंतर  
h1=Y1−𝑌ത =10-114 = 104mm 

IXX1=40 × 10ଷ + (1200 ×1042) 

IXX1=13.019 × 10଺mm4 
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आता  
IXX2= IG2 + A2. h22 

IG2= आयात आकृती-2 ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ 
(Moment Of Inertia) 

𝐼 ଶ =
௕ௗయ

ଵଶ
=

ଶ଴×ଶସ଴య

ଵଶ
= 23.04 × 10଺mm4 

h2=आयात आकृती-2 ǉा मȯिबंदू आिण आकृती उĖटा -T ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X 
अƗ यांǉातीĖ अंतर  
h2=Y2−𝑌ത = 140-114= 26mm 

IXX2=23.04 × 10଺ + (4800 ×262) 

IXX2=26.284 × 10଺mm4 

ʉणून एकूण आडʩा X-X अƗाĖा आकृती-T चे जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
IXX=IXX1 +IXX2  

IXX=13.019 × 10଺+26.284 × 10଺ 

IXX=39.303 × 10଺mm4 

आता मȯिबंदूचे आडवे अंतर ěोधू ʉणजेच  (𝑋ത) 

𝑋ത =
𝐴ଵ𝑋ଵ + 𝐴ଶ𝑋ଶ

𝐴ଵ + 𝐴ଶ
 

A1 = आयात आकृती-1 चे Ɨेũफळ  
A1 = b×d  
A1 = 60 ×20 = 1200 mm2 

X1=रेषा OB आिण आयत आकृती उĖटा -T ǉा मȯिबंदूपयōतचे आडवे अंतर  
X1= (60/2) =30 mm 
A2 = आयात आकृती-2 चे Ɨेũफळ  
A2 = b×d  
A2 = 20 ×240 = 4800 mm2 

X2=रेषा OB आिण आयत आकृती-2 ǉा मȯिबंदूपयōतचे आडवे अंतर  
X2= (60/2)  = 30 mm 

𝑋ത =
1200 × 30 + 4800 × 30

1200 + 4800
 

𝑋ത = 30 𝑚𝑚 

िकंवा  

िदĖेĖी उĖटाT-आकृती ही Y-YअƗाĖासमिमतीय (Symmetric) आहे ʉणून  𝑋ത खाĖीĖ Ůमाणे काढू 
ěकतो 
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𝑋ത = ൬
𝐵

2
൰ = ൬

60

2
൰ =  30 𝑚𝑚 

एकूण उɷा Y-YअƗाĖा आकृती उĖटा -T चे जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

IYY=IYY1 +IYY2  

IYY= आकृती उĖटा-T ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या उɷा Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment 

Of Inertia) 

IYY1=आयात आकृती-1 चे आकृती उĖटा -T ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या उɷा Y-Y अƗाĖा जडȕाचे 

पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

𝐼௒௒ଵ =
𝑑𝑏ଷ

12
=

20 × 60ଷ

12
= 360 × 10ଷ𝑚𝑚ସ 

IYY2= आयात आकृती-2 चे आकृती उĖटा -T ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या उɷा Y-Y अƗाĖा जडȕाचे 

पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

𝐼௒௒ଶ =
𝑑𝑏ଷ

12
=

240 × 20ଷ

12
= 160 × 10ଷ𝑚𝑚ସ 

एकूण उɷा Y-Y अƗाĖा आकृती-I चे जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

IYY=360 × 10ଷ+160 × 10ଷ 

𝐼௒௒ = 520 × 10ଷ𝑚𝑚ସ 

1.5.4 समान कोन िवभाग (Equal AngleSection) आकृȑांसाठी जडȕाचे पįरबĖ (Moment 

Of Inertia) ěोधणारे उदाहरणे: 
उदा. Ţ. 1 एका 70 mm × 70 mm × 10 mm समान कोन िवभाग (Equal Angle Section) 
आकृतीसाठी मȯिबंदूǉा X-X आिण Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) ěोधा.  
उȅर:- िदĖेĖी मािहती  
70 mm × 70 mm × 10 mm समान कोन िवभाग (Equal AngleSection) 
आपĖ्याĖा ěोधायचे आहे, 
मȯिबंदू X-X आिण Y-Y अƗामधून जाणा̴ या अƗाĖा (Axis) जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of 
Inertia) IXX=? 
IYY=? 
िदĖेĖ्या समान कोन िवभागाĖा  (Equal Angle Section) खाĖी दाखिवĖ्याŮमाणे 1 आिण 2 या 
आयात आकृतीमȯे िवभागू  
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आता मȯिबंदूचे उभे अंतर ěोधू ʉणजेच  (𝑌ത) 

𝑌ത =
𝐴ଵ𝑌ଵ + 𝐴ଶ𝑌ଶ

𝐴ଵ + 𝐴ଶ
 

A1 = आयात आकृती-1 चे Ɨेũफळ  

A1 = b×d  

A1 = 10 ×70 = 700mm2 

Y1= पाया OA आिण आयत आकृती-1 ǉा मȯिबंदूपयōतचे अंतर  

Y1=(70/2)  =35mm 

A2 = आयात आकृती-2 चे Ɨेũफळ  
A2 = b×d  
A2 = 60 ×10 = 600 mm2 

Y2= पाया OA आिण आयत आकृती-2 ǉा मȯिबंदू पयōतचे अंतर  

Y2=10/2 = 5mm 

𝑌ത =
700 × 35 + 600 × 5

700 + 600
 

𝑌ത = 21.15 𝑚𝑚 

एकूण आडʩा X-XअƗाĖा आकृती समान कोन िवभाग (Equal AngleSection) चे जडȕाचे पįरबĖ 
(Moment Of Inertia) 
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IXX=IXX1 +IXX2  

IXX= आकृती समान कोन िवभाग (Equal Angle Section)ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X 
अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
IXX1=आयात आकृती-1 चे आकृती समान कोन िवभाग (Equal Angle Section)ǉा मȯिबंदूĖा 
असणा̴ या आडʩा X-X अƗाĖाजडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
IXX2= आयात आकृती-2 चे आकृती समान कोन िवभाग (Equal Angle Section) ǉा मȯिबंदूĖा 
असणा̴ या आडʩा X-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
समांतर अƗाǉा Ůमेयानुसार 

IAB=IG + A. h2 

या िठकाणी  

IXX1= IG1 + A1. h12 

IG1= आयात आकृती-1 ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ 
(Moment Of Inertia) 

𝐼 ଵ =
௕ௗయ

ଵଶ
=

ଵ଴×଻଴య

ଵଶ
= 285.833 × 10ଷmm4 

h1=आयात आकृती-1 ǉा मȯिबंदू आिण आकृती समान कोन िवभाग (Equal Angle Section) ǉा 
मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩाX-X अƗ यांǉातीĖ अंतर  
h1=Y1−𝑌ത =35-21.15 = 13.85mm 

IXX1=285.833 × 10ଷ + (700 ×13.852) 

IXX1=420.108 × 10ଷmm4 

आता  
IXX2= IG2 + A2. h22 

IG2= आयात आकृती-2 ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ 
(Moment Of Inertia) 

𝐼 ଶ =
௕ௗయ

ଵଶ
=

଺଴×ଵ଴య

ଵଶ
= 5 × 10ଷmm4 

h2=आयात आकृती-2 ǉा मȯिबंदू आिण आकृती समान कोन िवभाग (Equal Angle Section) ǉा 
मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩाX-X अƗ यांǉातीĖ अंतर  
h2=Y2−𝑌ത =5-21.15=16.15mm 

IXX2=5 × 10ଷ + (600 ×16.152) 

IXX2=161.493 × 10ଷmm4 

ʉणून एकूण आडʩा X-XअƗाĖा आकृतीसमान कोन िवभाग (Equal Angle Section) चे जडȕाचे 
पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
IXX=IXX1 +IXX2  
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IXX=420.108 × 10ଷ+161.493 × 10ଷ 

IXX=581.601 × 10ଷmm4 

आता मȯिबंदूचे आडवे (Horizontal) अंतर ěोधू ʉणजेच  (𝑋ത) 

𝑋ത =
𝐴ଵ𝑋ଵ + 𝐴ଶ𝑋ଶ

𝐴ଵ + 𝐴ଶ
 

X1=रेषा OB आिण आयत आकृती-1 ǉा मȯिबंदूपयōतचे आडवे अंतर  

X1=(10/2) = 5mm 

X2=रेषा OB आिण आयत आकृती-2 ǉा मȯिबंदूपयōतचे आडवे अंतर  

X2=10+(60/2) =40 mm 

𝑋ത =
700 × 5 + 600 × 40

700 + 600
 

𝑋ത = 21.15 𝑚𝑚 

एकूण उɷा Y-YअƗाĖा आकृती समान कोन िवभाग (Equal Angle Section) चे जडȕाचे पįरबĖ 
(Moment Of Inertia) 
IYY=IYY1 +IYY2  

IYY= आकृती समान कोन िवभाग (Equal Angle Section)ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या उɷा Y-
YअƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
IYY1=आयात आकृती-1 चे आकृती समान कोन िवभाग (Equal Angle Section) ǉा मȯिबंदूĖा 
असणा̴ या उɷा Y-YअƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
समांतर अƗाǉा Ůमेयानुसार 

IAB=IG + A. h2 

या िठकाणी  

IYY1= IG1 + A1. h12 

IG1= आयात आकृती-1 ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या उɷा Y-YअƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment 
Of Inertia) 

𝐼 ଵ =
𝑑𝑏ଷ

12
=

70 × 10ଷ

12
= 5.833 × 10ଷ𝑚𝑚ସ 

h1=आयात आकृती-1 ǉा मȯिबंदू आिण आकृती समान कोन िवभाग (Equal Angle Section) ǉा 
मȯिबंदूĖा असणा̴ या उɷा Y-Y अƗ यांǉातीĖ आडवे अंतर  
h1=X1−𝑋ത =5-21.15= 16.15 mm 

IYY1=5.833 × 10ଷ + (700 ×16.152) 

IYY1=188.408 × 10ଷmm4 
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IYY2= आयात आकृती-2 चे आकृती समान कोन िवभाग (Equal Angle Section) ǉा मȯिबंदूĖा 
असणा̴ या उɷा Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
IYY2= IG2 + A2. h22 

IG2= आयात आकृती-2 ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या उɷा Y-YअƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment 
Of Inertia) 

𝐼 ଶ =
𝑑𝑏ଷ

12
=

10 × 60ଷ

12
= 180 × 10ଷ𝑚𝑚ସ 

h2=आयात आकृती-2 ǉा मȯिबंदू आिण आकृती समान कोन िवभाग (Equal Angle Section) ǉा 
मȯिबंदूĖा असणा̴ या उɷाY-Y अƗ यांǉातीĖ आडवे अंतर  
h2=X2−𝑋ത =40-21.15= 18.85 mm 

IYY2=180 × 10ଷ + (600 ×18.852) 

IYY2=393.193 × 10ଷmm4 

एकूण उɷा Y-YअƗाĖा आकृतीसमान कोन िवभाग (Equal Angle Section) चे जडȕाचे पįरबĖ 
(Moment Of Inertia) 
IYY=188.408 × 10ଷ+393.193 × 10ଷ 

𝐼௒௒ = 581.601 × 10ଷ𝑚𝑚ସ 

1.5.5 असमान कोन िवभाग (Unequal AngleSection) आकृȑांसाठी जडȕाचे पįरबĖ 
(Moment Of Inertia) ěोधणारे उदाहरणे 
उदा. Ţ. 1 एका 70 mm × 50 mm × 10 mm असमान कोन िवभाग (Unequal Angle Section) 
आकृतीसाठी मȯिबंदूǉा X-X आिण Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) ěोधा.  
उȅर:-  
िदĖेĖी मािहती  
70 mm × 50 mm × 10 mm असमान कोन िवभाग (Unequal Angle Section) 
आपĖ्याĖा ěोधायचे आहे, 
मȯिबंदू X-X आिण Y-Y अƗामधून जाणा̴ या अƗाĖा (Axis) जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of 
Inertia) IXX=? 
IYY=? 
िदĖेĖ्या असमान कोन िवभागाĖा  (Unequal Angle Section) खाĖी दाखिवĖ्याŮमाणे 1आिण 2 
या आयात आकृतीमȯे िवभागू  
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आता मȯिबंदूचे उभे अंतर ěोधू ʉणजेच  (𝑌ത) 

𝑌ത =
𝐴ଵ𝑌ଵ + 𝐴ଶ𝑌ଶ

𝐴ଵ + 𝐴ଶ
 

A1 = आयात आकृती-1 चे Ɨेũफळ  
A1 = b×d  
A1 = 10 ×70 = 700mm2 

Y1= पाया OA आिण आयत आकृती-1 ǉा मȯिबंदूपयōतचे अंतर  
Y1= (70/2) =35mm 
A2 = आयात आकृती-2 चे Ɨेũफळ  
A2 = b×d  
A2 = 40 ×10 = 400 mm2 

Y2= पाया OA आिण आयत आकृती-2 ǉा मȯिबंदू पयōतचे अंतर  
Y2=10/2 = 5mm 

𝑌ത =
700 × 35 + 400 × 5

700 + 400
 

𝑌ത = 24.09 𝑚𝑚 

एकूण आडʩा X-X अƗाĖा आकृती असमान कोन िवभाग (Unequal Angle Section) चे जडȕाचे 

पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
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IXX=IXX1 +IXX2  

IXX= आकृती असमान कोन िवभाग (Unequal Angle Section) ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा 
X-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
IXX1=आयात आकृती-1 चे आकृती असमान कोन िवभाग (Unequal Angle Section) ǉा 
मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩाX-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
IXX2= आयात आकृती-2 चे आकृती असमान कोन िवभाग (Unequal Angle Section) ǉा 
मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩाX-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
समांतर अƗाǉा Ůमेयानुसार 

IAB=IG + A. h2 

या िठकाणी  

IYY1= IG1 + A1. h12 

IG1= आयात आकृती-1 ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩाX-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment 
Of Inertia) 

𝐼 ଵ =
௕ௗయ

ଵଶ
=

ଵ଴×଻଴య

ଵଶ
= 285.833 × 10ଷmm4 

h1=आयात आकृती-1 ǉा मȯिबंदू आिण आकृती असमान कोन िवभाग (Unequal Angle 
Section) ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩाX-X अƗ यांǉातीĖ अंतर  
h1=Y1−𝑌ത =35-24.09 = 10.91mm 

IXX1=285.833 × 10ଷ + (700 ×10.912) 

IXX1=369.15 × 10ଷmm4 

आता  

IXX2= IG2 + A2. h22 

IG2= आयात आकृती-2 ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ 
(Moment Of Inertia) 

𝐼 ଶ =
௕ௗయ

ଵଶ
=

ସ଴×ଵ଴య

ଵଶ
= 3.333 × 10ଷmm4 

h2=आयात आकृती-2 ǉा मȯिबंदू आिण आकृती असमान कोन िवभाग (Unequal Angle 

Section) ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩाX-X अƗ यांǉातीĖ अंतर  

h2=Y2−𝑌ത =5-24.09=19.09mm 

IXX2=3.333 × 10ଷ + (400 ×19.092) 

IXX2=149.104 × 10ଷmm4 

ʉणून एकूण आडʩा X-X अƗाĖा आकृती असमान कोन िवभाग (Unequal Angle Section) चे 

जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
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IXX=IXX1 +IXX2  

IXX=369.15 × 10ଷ+149.104 × 10ଷ 

IXX=518.254 × 10ଷmm4 

आता मȯिबंदूचे आडवे अंतर ěोधू ʉणजेच  (𝑋ത) 

𝑋ത =
𝐴ଵ𝑋ଵ + 𝐴ଶ𝑋ଶ

𝐴ଵ + 𝐴ଶ
 

X1=रेषा OB आिण आयत आकृती-1 ǉा मȯिबंदूपयōतचे आडवे अंतर  

X1= (10/2) =5mm 

X2=रेषा OB आिण आयत आकृती-2 ǉा मȯिबंदूपयōतचे आडवे अंतर  

X2=10+ (40/2) =30 mm 

𝑋ത =
700 × 5 + 400 × 30

700 + 400
 

𝑋ത = 14.09 𝑚𝑚 

एकूण उɷा Y-YअƗाĖा आकृती असमान कोन िवभाग (Unequal Angle Section) चे जडȕाचे 

पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

IYY=IYY1 +IYY2  

IYY= आकृती असमान कोन िवभाग (Unequal Angle Section) ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या उɷा Y-

Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

IYY1=आयात आकृती-1 चे आकृती असमान कोन िवभाग (Unequal Angle Section) ǉा 

मȯिबंदूĖा असणा̴ या उɷा Y-YअƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

समांतर अƗाǉा Ůमेयानुसार 

IAB=IG + A. h2 

या िठकाणी  

IYY1= IG1 + A1. h12 

IG1= आयात आकृती-1 ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ 

(Moment Of Inertia) 

𝐼 ଵ =
𝑑𝑏ଷ

12
=

70 × 10ଷ

12
= 5.833 × 10ଷ𝑚𝑚ସ 

h1=आयात आकृती-1 ǉा मȯिबंदू आिण आकृती असमान कोन िवभाग (Unequal Angle 

Section) ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या उɷाY-Y अƗ यांǉातीĖ अंतर  
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h1=X1−𝑋ത =5-14.09 = 09.09mm 

IYY1=5.833 × 10ଷ + (700 ×9.092) 

IYY1=63.672 × 10ଷmm4 

IYY2= आयात आकृती-2 चे आकृती असमान कोन िवभाग (Unequal Angle Section) ǉा 

मȯिबंदूĖा असणा̴ या उɷा Y-YअƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

IYY2= IG2 + A2. h22 

IG2= आयात आकृती-2 ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या उɷा Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment 

Of Inertia) 

𝐼 ଶ =
𝑑𝑏ଷ

12
=

10 × 40ଷ

12
= 53.33 × 10ଷ𝑚𝑚ସ 

h2=आयात आकृती-2 ǉा मȯिबंदू आिण आकृती असमान कोन िवभाग (Unequal Angle 

Section) ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या उɷाY-Y अƗ यांǉातीĖ अंतर  

h2=X2−𝑋ത =30-14.09 = 15.91mm 

IYY2=53.33 × 10ଷ + (400 ×15.912) 

IYY2=154.581 × 10ଷmm4 

एकूण उɷा Y-YअƗाĖा आकृती असमान कोन िवभाग (Unequal Angle Section) चे जडȕाचे 

पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

IYY=63.672 × 10ଷ+154.581 × 10ଷ 

𝐼௒௒ = 218.253 × 10ଷ𝑚𝑚ସ 

 

1.5.6 चॅनेĖ िवभाग (C-Section) आकृȑांसाठी जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

ěोधणारे उदाहरणे 

उदा. Ţ. 1खाĖी दěŊिवĖेĖ्या चॅनेĖ िवभाग (C-Section)आकृतीसाठी मȯिबंदूǉा X-X आिण Y-Y 

अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ(Moment Of Inertia) ěोधा. 



Strength of Materials (313308) सामŤीची ताकद (३१३३०८) 

 

Maharashtra State Board Of Technical Education. 53 

 

 

उȅर:-  
िदĖेĖी मािहती  
चॅनेĖ िवभाग (C-Section) 
वरीĖ ɣŐ ज (TopFlange):-100mm× 20 mm 
खाĖीĖ ɣŐ ज (BottomFlange):-100mm× 20 mm  
संपूणŊ खोĖी (Overall Depth):- 100mm  
वेब ची जाडी (Thicknessof Web):- 20mm  
आपĖ्याĖा ěोधायचे आहे, 
मȯिबंदू X-X आिण Y-Y अƗामधून जाणा̴ या अƗाĖा (Axis) जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of 
Inertia) IXX=? 
IYY=? 
िदĖेĖ्या चॅनेĖ िवभाग (C-Section) आकृतीĖा खाĖी दाखिवĖ्याŮमाणे 1, 2 आिण 3 या आयात 
आकृतीमȯे िवभागू  
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आता मȯिबंदूचे उभे अंतर ěोधू ʉणजेच  (𝑌ത) 

𝑌ത =
𝐴ଵ𝑌ଵ + 𝐴ଶ𝑌ଶ + 𝐴ଷ𝑌ଷ

𝐴ଵ + 𝐴ଶ + 𝐴ଷ
 

A1 = आयात आकृती-1 चे Ɨेũफळ  
A1 = b×d  
A1 = 100 ×20 = 2000mm2 

Y1= पाया OA आिण आयत आकृती-1 ǉा मȯिबंदूपयōतचे अंतर  
Y1=20+60+(20/2)  = 90mm 
A2 = आयात आकृती-2 चे Ɨेũफळ  
A2 = b×d  
A2 = 20 ×60 = 1200 mm2 

Y2= पाया OA आिण आयत आकृती-2 ǉा मȯिबंदू पयōतचे अंतर  
Y2=20+(60/2)= 50mm 
A3 = आयात आकृती-3 चे Ɨेũफळ  
A3 = b×d  
A3 = 100 ×20 = 2000 mm2 

Y3= पाया OA आिण आयत आकृती-3 ǉा मȯिबंदू पयōतचे अंतर  

Y3=(20/2) = 10 mm 

𝑌ത =
2000 × 90 + 1200 × 50 + 2000 × 10

2000 + 1200 + 2000
 

𝑌ത = 50 𝑚𝑚 

िकंवा 
िदĖेĖा चॅनेĖ िवभाग (C-Section) आडʩा X-X अƗाĖा समिमतीय (Symmetric) आहे ʉणून 
मȯिबंदूचे उभे अंतर ʉणजेच  (𝑌ത) थेट काढू ěकतो. 

𝑌ത = ൬
𝐵

2
൰ = ൬

100
2

൰ = 50 𝑚𝑚 

एकूण आडʩा X-X अƗाĖा चॅनेĖ िवभागा (C-Section)चे जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
IXX=IXX1 +IXX2 +IXX3 

IXX= चॅनेĖ िवभागा (C-Section) ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩाX-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ 
(Moment Of Inertia) 
IXX1=आयात आकृती-1 चे चॅनेĖ िवभागा (C-Section) ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X 
अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
IXX2= आयात आकृती-2 चे चॅनेĖ िवभागा (C-Section) ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X 
अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
IXX3= आयात आकृती-3 चे चॅनेĖ िवभागा (C-Section)ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X 
अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 
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समांतर अƗाǉा Ůमेयानुसार 

IAB=IG + A. h2 

या िठकाणी  

IXX1= IG1 + A1. h12 

IG1= आयात आकृती-1 ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X अƗाĖाजडȕाचे पįरबĖ (Moment 

Of Inertia) 

𝐼 ଵ =
௕ௗయ

ଵଶ
=

ଵ଴଴×ଶ଴య

ଵଶ
= 66.667 × 10ଷmm4 

h1=आयात आकृती-1 ǉा मȯिबंदू आिण चॅनेĖ िवभागा (C-Section) ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या 

आडʩाX-X अƗ यांǉातीĖ अंतर  

h1=Y1−𝑌ത =90-50 = 40mm 

IXX1=66.667 × 10ଷ + (2000 ×402) 

IXX1=3.2667 × 10଺mm4 

आता  

IXX2= IG2 + A2. h22 

IG2= आयात आकृती-2 ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ 
(Moment Of Inertia) 

𝐼 ଶ =
௕ௗయ

ଵଶ
=

ଶ଴×଺଴య

ଵଶ
= 360 × 10ଷmm4 

h2=आयात आकृती-2 ǉा मȯिबंदू आिण चॅनेĖ िवभागा (C-Section) ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या 
आडʩा X-X अƗ यांǉातीĖ अंतर  
h2=Y2−𝑌ത =50-50 =0mm 

IXX2=360 × 10ଷ + (1200 ×02) 

IXX2=360 × 10ଷmm4 

आता  

IXX3= IG3 + A3. h32 

IG3= आयात आकृती-3 ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या आडʩा X-X अƗाĖाजडȕाचे पįरबĖ (Moment 
Of Inertia) 

𝐼 ଷ =
௕ௗయ

ଵଶ
=

ଵ଴଴×ଶ଴య

ଵଶ
= 66.667 × 10ଷmm4 

h3=आयात आकृती-3 ǉा मȯिबंदू आिण चॅनेĖ िवभागा (C-Section) ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या 
आडʩा X-X अƗ यांǉातीĖ अंतर  
h3=Y3−𝑌ത =10-50 = 40mm 
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IXX3=66.667 × 10ଷ + (2000 × 402) 

IXX3=3.2667 × 10଺mm4 

ʉणून एकूण आडʩा X-XअƗाĖा चॅनेĖ िवभागा (C-Section) चे जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of 

Inertia) 

IXX=IXX1 +IXX2 +IXX3 

IXX=3.2667 × 10଺+360 × 10ଷ+3.2667 × 10଺ 

IXX=6.893 × 10଺mm4 

आता मȯिबंदूचे आडवे अंतर ěोधू ʉणजेच  (𝑋ത) 

𝑋ത =
𝐴ଵ𝑋ଵ + 𝐴ଶ𝑋ଶ + 𝐴ଷ𝑋ଷ

𝐴ଵ + 𝐴ଶ + 𝐴ଷ
 

X1=रेषा OB आिण आयत आकृती-1 ǉा मȯिबंदूपयōतचे आडवे अंतर  

X1=(100/2)  = 50 mm 

X2=रेषा OB आिण आयत आकृती-2 ǉा मȯिबंदूपयōतचे आडवे अंतर  

X2=(20/2)  = 10 mm 

X3=रेषा OB आिण आयत आकृती-3 ǉा मȯिबंदूपयōतचे आडवे अंतर  

X3=(100/2)  = 50 mm 

𝑋ത =
2000 × 50 + 1200 × 10 + 2000 × 50

2000 + 1200 + 2000
 

𝑋 = 40.76 𝑚𝑚 

एकूण उɷा Y-YअƗाĖा चॅनेĖ िवभागा (C-Section) चे जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

IYY=IYY1 +IYY2 +IYY3 

IYY= चॅनेĖ िवभागा (C-Section)ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या उɷा Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ 

(Moment Of Inertia) 

IYY1=आयात आकृती-1 चे चॅनेĖ िवभागा (C-Section)ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या उɷा Y-Y अƗाĖा 

जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

या िठकाणी  

IYY1= IG1 + A1. h12 

IG1= आयात आकृती-1 ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या Y-Y अƗाĖाजडȕाचे पįरबĖ (Moment Of 

Inertia) 
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𝐼 ଵ =
𝑑𝑏ଷ

12
=

20 × 100ଷ

12
= 1.667 × 10଺𝑚𝑚ସ 

 

h1=आयात आकृती-1 ǉा मȯिबंदू आिण चॅनेĖ िवभागा (C-Section) ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या 

उɷा Y-Y अƗ यांǉातीĖ अंतर  

h1=X1−𝑋ത = 50-40.76 = 9.24mm 

IYY1=1.667 × 10଺ + (2000 ×9.242) 

IYY1=1.837 × 10଺mm4 

 

IYY2= आयात आकृती-2 चे चॅनेĖ िवभागा (C-Section)ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या उɷा Y-YअƗाĖा 

जडȕाचे पįरबĖ(Moment Of Inertia) 

IYY2= IG2 + A2. h22 

IG2= आयात आकृती-2 ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of 

Inertia) 

𝐼 ଶ =
𝑑𝑏ଷ

12
=

60 × 20ଷ

12
= 40 × 10ଷ𝑚𝑚ସ 

h2=आयात आकृती-2 ǉा मȯिबंदू आिण चॅनेĖ िवभागा (C-Section) ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या 

उɷाY-Y अƗ यांǉातीĖ अंतर  

h2=X2−𝑋ത =10-40.76 = 30.76 mm 

IYY2=40 × 10ଷ + (1200 × 30.762) 

IYY2=1.175 × 10଺mm4 

IYY3= आयात आकृती-3 चे चॅनेĖ िवभागा (C-Section)ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या उɷा Y-YअƗाĖा 

जडȕाचे पįरबĖ(Moment Of Inertia) 

IYY3= IG3 + A3. h32 

IG3= आयात आकृती-3 ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या Y-Y अƗाĖा जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of 

Inertia) 

𝐼 ଷ =
𝑑𝑏ଷ

12
=

20 × 100ଷ

12
= 1.667 × 10଺𝑚𝑚ସ 
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h3=आयात आकृती-3 ǉा मȯिबंदू आिण चॅनेĖ िवभागा (C-Section) ǉा मȯिबंदूĖा असणा̴ या 

उɷाY-Y अƗ यांǉातीĖ अंतर  

h3=X3−𝑋ത =50-40.76= 9.24mm 

IYY3=1.667 × 10଺ + (2000 × 9.242) 

IYY3=1.837× 10଺mm4 

एकूण उɷा Y-YअƗाĖा चॅनेĖ िवभागा (C-Section)चे जडȕाचे पįरबĖ (Moment Of Inertia) 

IYY=1.837× 10଺+1.175 × 10଺+1.837× 10଺ 

𝐼௒௒ = 4.850 × 10଺𝑚𝑚ସ 

 

1.6 िबĖ्ट-अप िवभाग (Built-up Section): 

िबĖ्ट-अपिवभागहे इतरिवȨमानिवभागांमधूनतयारकेĖेĖेिवभाग असतात.   

िबĖ्ट-अपिवभागांचेगुणधमŊ˓ोतिवभागांचेगुणधमŊ, पįरमाणआिणअसŐबĖीपȠतयांǉावरअवĖंबून 

असते.  

खाĖीĖ आकृतीमȯे दोन C-िवभागापासून एक िबĖ्ट-अपिवभाग तयार केĖा आहे. 

 

तसेच खाĖीĖ आकृतीमȯे दोन I-िवभागापासून एक िबĖ्ट-अपिवभाग तयार केĖा आहे. 
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यूिनट 2:साधे ताण, ताण आिण लविचक İ̾थरांक  

SIMPLE STRESSES, STRAINS AND ELASTIC CONSTANT 

 िवषय िन˃ती (Course outcome): िविवध लोिडंग पįरİ̾थतीत िदलेʞा संरचनाȏक 
घटकांǉा संरचनाȏक वतŊनाचे िवʶेषण करा. 

 िसȠांत िशƗण िन˃ȅी (Theory Learning Outcome): 
TLO.1 िवकृत शरीरातील ताण आिण ताणांची संकʙना समजून ƽा. 
TLO.2 Šकचा िनयम, लविचक मयाŊदा, रेखीय आिण पा Ŋ̫ ताण, पॉयझɌचे Ůमाण समजून 

ƽा. 
TLO.3 िदलेʞा सामŤीसाठी लविचकतेचे मापांक, कडकपणाचे मापांक आिण बʋ मापांक 

िनिʮत करा. 
TLO.4 ȑांǉा संबंिधत पुराʩाǉा वापरासाठी िदलेʞा लोिडंग पįरİ̾थतीत िदलेʞा 

सामŤीसाठी ताण -तणाव वŢचे ʩावहाįरक महȇ ˙ʼ करा. 
TLO.5 िसंगल शीअर, डबल िशअर आिण पंिचंग शीअरची संकʙना. 
TLO.6 अƗीय भाराखाली िदलेʞा एकसंध िवभागांसाठी एकूण िवकृतीची गणना करा. 
TLO.7 िदलेʞा संिमŵ िवभागासाठी Ůȑेक सामŤीमधील ताण िनिʮत करा. 
TLO.8 िदलेʞा िȪ-अƗीय िकंवा िũ-अƗीय ताण Ůणालीसाठी x, y आिण z-िदशेसह ताणांची 

गणना करा. 
TLO.9 िदलेʞा घनाकृतीसाठी ʬॉʞूमेिटŌ क Ōː ेन आिण ʬॉʞूममधील बदल िनिʮत करा. 

 
2.1 पįरचय  
कोणȑाही इमारतीǉा संरचनेत असे अनेक सद˟ असतात Ǜांवर वेगवेगʨा भाराने कारवाई केली 
जाते.सद˟ाची रचना करताना, अिभयंȑाला लोिडंगचे Ůकार, सािहȑाचा Ůकार इ. मािहती असणे 
आवʴक आहे.मशीनची रचना करताना िविवध घटक आवʴक आहेत जे िवचारात घेतलेʞा पįरİ̾थतीत 
भार घेǻासाठी ʩावहाįरकतेची रचना केली पािहजे. काही मूलभूत संकʙना जसे की तणाव, ताण ȑांचे 
Ůकार या िवषयात समािवʼ आहेत. 
 
2.1.1 सामŤीचे यांिũक गुणधमŊ 
आपण धातंूǉा िविवध यांिũक गुणधमाōचा अɷास कŝया, कारण यंũाǉा घटक भागांची रचना आिण 
िनिमŊती करताना ते खूप महȇाची भूिमका बजावत असेल 

 
   यांिũक गुणधमŊ (MECHANICAL PROPERTIES)  

1. लविचकता 
2. ɘाİːिसटी 
3. डƃीĖीटी 
4. िठसूळपणा 
5. मेĖ्यािबĖीटी 
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6. फिटग 
7. िŢप 
8. कणखरपणा 
9. कडकपणा 

 
1. लविचकता (Elasticity)  
ʩाƥा: लविचकता ही सामŤीचा गुणधमŊ ʉणून पįरभािषत केली जाते Ǜामुळे बा˨ भार काढून 
टाकʞावर आकार पुɎा Ůाɑ होतो ȑाला लविचकता ʉणतात. 
उदा. सवŊ धातू. 

2. ɘाİːिसटी (Plasticity)  
ʩाƥा: ही सामŤीची मालमȅा आहे Ǜामुळे सामŤीचे भार लागू झाʞावर िबघाड िकंवा फाटʞािशवाय 

कायमचे िवकृतीकरण होते. 

3. डƃीĖीटी (Ductility)  
ʩाƥा: ही सामŤीची गुणधमŊ आहे ʉणून ती पįरभािषत केली जाते Ǜामुळे ते तɊ शƅीǉा 
वापरावर पातळ तारांमȯे काढले जाऊ शकते. 
उदा. चांदी, ॲʞुिमिनयम, सौʄ ːील इ. 

4.  िठसूळपणा (Brittleness)  
ʩाƥा: तुलनेने कमी Ůमाणात बळ, आघात िकंवा शॉक लागू केʞावर ते ůॅƁर िकंवा अयशˢी 
होǻाची सामŤीची Ůवृȅी आहे ʉणून ȑाची ʩाƥा केली जाते, ȑाला िठसूळपणा ʉणतात. 

5. Ėविचकता (Malleability)  

ʩाƥा: ही सामŤीचा गुणधमŊ आहे Ǜामुळे तो हातोडा मारʞावर Ţॅक न करता पातळ शीटमȯे 
मारला जाऊ शकतो. 

उदा. सोने 

6. फिटग (Fatigue)  

ʩाƥा: चŢीय लोिडंग अंतगŊत भौितक िबघाड होǻाǉा घटनेला थकवा ʉणतात. 
उदा. मशीनचे भाग जसे की एƛल शाɝ İ˚ंƺ इ. सामाɊतः  चŢीय लोिडंग İ̾थतीǉा अधीन 
असतात. 
 
7. िŢप (Creep)  

ʩाƥा: बा˨ İ̾थर भार लागू केʞामुळे सामŤीचे सतत िवकृत ŝप Ǜाला िŢप ʉणतात. 

8. कणखरपणा (Toughness)  
ʩाƥा: कणखरपणा ही सामŤीचा गुणधमŊ आहे जो अचानक झालेʞा ध̋Ɛाने तुटत नाही. शॉक 
लोिडंगचा सामना करǻाची सामŤीची Ɨमता ʉणून हे फƅ ʩƅ केले जाते. 
सामŤीचा Ůितकार ʉणजे ɘाİːकǉा िवकृतीला Ůितकार करǻाची सामŤीची Ɨमता, सामाɊत: 
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इंडŐटेशनȪारे पįरभािषत केली जाते. 
9. कडकपणा (Hardness) 

सामŤीचा Ůितकार ʉणजे ɘाİːकǉा िवकृतीला Ůितकार करǻाची सामŤीची Ɨमता, सामाɊत: 

इंडŐटेशनȪारे पįरभािषत केली जाते. 

हा धातूचा गुणधमŊ आहे जो भार लागू केʞावर कायमˢŝपी िवकृत होǻाचा Ůितकार करǻाची 
Ɨमता देतो. 

सािहȑाचा कडकपणा िजतका जाˑ िततका िवकृत होǻास जाˑ Ůितकार असतो. 

2.2 वˑूचे Ůकार 

शरीराचे तीन Ůकार आहेत: 

(1) लविचक वˑू 

(2) ɘाİːक वˑू 

(३ ) कठोर वˑू 

1. लविचक वˑु (Elastic body)  

एक वˑु बल लागू केʞावर ȑा वˑूǉा  ˢŝप आिण आकारात बदल  घडून येतो  आिण बल 
काढून टाकʞावर ȑा वˑूचे  मूळ ˢŝप  आिण आकार परत िमळळिवले जाते अʴा वˑूस 
लविचक वˑु  ʉणून ओळखले जाते.  

उदाहरण-  1) Ɠाट्Ŋज फायबर  2) फॉ˛र  3)कां˟ 4) रबर बँड. 

2. ɘाİːक बॉडी (plastic body)  

ʩाƥा जेʬा: वˑु वर बा˨ भार लावला जातो जो कायमˢŝपी िवकृत होतो आिण बा˨ भार काढून 
टाकʞानंतर वˑू ȑाचे मूळ आकारमान Ůाɑ कŝ शकत नाही ȑाला ɘाİːक बॉडी ʉणतात. 

उदाहरण- 1)ɘाİːक 2)मेण 3)पुǥी इ. 

3. कठोर वˑू (Rigid body)  

Ǜा शरीराǉा पįरमाणात बा˨ बला मुळे कोणताही बदल होत नाही ȑाला कठोर वˑु असे ʉणतात.  
ʩावहाįरक̊̽Ǩा, कोणतेही शरीर पूणŊपणे कठोर नसते परंतु अिभयांिũकी अनुŮयोगांसाठी ते कठोर 
मानले जाते. 
उदाहरण-1) दगड  2)िहरा  

2.2.1 िवŝपण (Deformation) 

ʩाƥा: जेʬा लविचक वˑू बा˨ शƅीǉा अधीन असते तेʬा आकार आिण आकारात काही बदल 

होतात. वˑूाǉा पįरमाणांमȯे बदल. बा˨ शƅीमुळे वˑूाǉा आकारमानात होणा̴या या बदलाला 
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िवकृती ʉणतात.s 

2.3 भारांचे Ůकार (Types of loads) 

1) थेट भार )अƗीय भार(  (Direct load)  

2) िविƗɑ भार (Eccentric load)  

3) िěअर लोड (Shear load)  

1) थेट भार )अƗीय भार(  (Direct load)  

a) तɊ भार (Tensile load)  

b) संकुिचत भार (Compressive load)  

1. थेट भार (Direct load) 

जेʬा एखादे भार एखाȨा वˑूावर कायŊ करत असते Ǜाǉा रेषेची िŢया वˑूाǉा अƗाशी जुळते 

तेʬा थेट भार तɊ ˢŝपाचा ʉणजेच खेचणारा असू शकतो ȑाला थेट भार ʉणतात. 

 

P = तɊ भार, L = सद˟ाची लांबी संकुिचत िनसगŊ ʉणजेच पुिशंग नेचर 

 

पी  =कंŮेिसʬ लोड , एल  =सद˟ाची लांबी  

 

2. िविƗɑ भार (Eccentric load)  

ʩाƥा: जेʬा एखादे भार वˑूावर कायŊ करत असते Ǜाǉा िŢयेची रेषा शरीराǉा अƗाǉा आत 
एकũ येत नाही तेʬा ȑाला िविƗɑ भार असे ʉणतात. 
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आŢुतीमȯे दशŊिवʞाŮमाणे िविƗɑ भार सद˟ाǉा अƗापासून िविƗɑपणाने कायŊ करत आहे. 

 3 . िěअर लोड (Shear load)  
ʩाƥा  :िवचारात घेतलेʞा पृʿभागावर ˙िशŊक कायŊ करणा̴या भाराला िशअर लोड ʉणतात. 
 

 .  
2.4  ताण (σ) (Stress)  
जेʬा लविचक शरीरावर काही भार पडतो तेʬा शरीरात काही िवकृती होते. 
ʩाƥा: Ůित युिनट Ţॉस सेƕनǉा िवकृतीǉा िवŝȠ वˑूाǉा अंतगŊत Ůितकार शƅीला ताण 
ʉणतात.  

 



Strength of Materials (313308) सामŤीची ताकद (३१३३०८) 

 

Maharashtra State Board Of Technical Education. 64 

 

ताण 'o' फोसŊ Ţॉस सेƕनल एįरया Ȫारे दशŊिवला जातो एकक N/mm ²  आहे 

ताण σ= सेƕनल -----------             

]जर P बल N मȯे असेल आिण Ţॉस िवभागीय Ɨेũ A mm ² मȯे असेल तर[  

ⅰ) आयताकृती िवभागासाठी ताण खालीलŮमाणे मोजला पािहजे: 

(ii) गोलाकार िवभागासाठी ताण खालीलŮमाणे मोजला जावा: 

d = वतुŊळाकार रॉडचा ʩास 

 

खालीलŮमाणे तणावाचे िविवध Ůकार आहेत: 

 

तणावाचे Ůकार 

___________________|______________ 

|                                     |                             | 

थेट ताण िकंवा                 अŮȑƗ ताण               एकिũत ताण 

   )साधा ताण (िकंवा                                         )Ůकार 1 आिण 21 चे 

    )सामाɊ ताण(                                             कोणतेही संभाʩ संयोजन 

|                               | 

ताणतणाव                       वाकणे 

संकुिचत ताण                   टॉशŊन 

कातरणे ताण 

 

1. थेट ताण िकंवा साधा ताण (Direct stress or simple stress) 

हा ताण थेट लोिडंगǉा पįरİ̾थतीमुळे िवकिसत होतो  .भार िनसगाŊचा ताण िकंवा कॉɽेशन असू शकतो  

सामाɊ ताण( normal stress) 

ʩाƥा: जो ताण सामाɊ (उदा. लंब) िवमानावर कायŊ करेल Ǜावर शƅी अƗीयपणे कायŊ करेल 
ȑाला सामाɊ ताण ʉणतात. 
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ताणतणाव  (tensile stress ) 

᳞ा᭎या: जे᭪हा व᭭तूावर दोन समान आिण िवᱧ᳍ खेचले जातात ते᭪हा व᭭तूावर ताण येतो आिण 

᭜यामुळे तणाव िनमाᭅण होतो ᭜याला त᭠य ताण ᭥हणतात. 

 

कुठे, A = Ţॉस सेƕनचे Ɨेũ 

P = तɊ िकंवा ओढणारा भार लागू 

 

संकुिचत ताण ( compressive stress) 

ʩाƥा: जेʬा वˑूावर दोन समान आिण िवŜȠ धſे लावले जातात तेʬा वˑूावर कॉɽेशन होते 
आिण ȑामुळे तणाव िनमाŊण होतो ȑाला कंŮेिसʬ Ōː ेस ʉणतात. 

 

ताण σ = P /A 

कुठे, A = Ţॉस सेƕनचे Ɨेũ 

P = संकुिचत िकंवा पुिशंग लोड लागू 

2. कातरणे ताण q िकंवा τ (Shear stress)  

ʩाƥा: जेʬा दोन समान आिण िवŜȠ शƅी वˑूावर ˙िशŊक रीतीने कायŊ करतात ȑामुळे वˑू या 

तणावामुळे संपूणŊ िवभागात सरकते तेʬा ȑाला कातरणे ताण ʉणतात. 

नोटेशन → q or t 

 ȑाचे S.I युिनट N/mm² आहे. 
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वाकणारा ताण (Bending stress) 

ʩाƥा: जेʬा तुळई बा˨ लोिडंगǉा अधीन असते तेʬा अनुलंब लागू होते, तेʬा वाकǻासाठी 
अंतगŊत ताणांȪारे ऑफर केलेʞा Ůितकारांना बŐिडंग Ōː ेस असे ʉणतात. 

2.5 ताण (Strain) 

ʩाƥा: लविचक पदाथŊ िकंवा लविचक वˑू अƗीय भाराǉा अधीन असʞास ते पįरमाणांमȯे 
बदलते. Ůित मूळ पįरमाणातील या बदलाला Ōː ेन असे ʉणतात. 

 

गिणतानुसार, ताण = पįरमाण मूळ /पįरमाणात बदल 

एकक: ताण ʉणून कोणतेही एकक समान Ůमाणाचे गुणोȅर नाही.  

1. रेखांशाचा ताण िकंवा रेखीय ताण ( longitudinal strain or linear strain)  

 

 

ʩाƥा: जेʬा लविचक वˑूाचे वˑू िकंवा लविचक सामŤी P लोडǉा अधीन असते तेʬा लागू 
बलाǉा िदशेने लांबीमȯे बदल होतो. Ůित युिनट मूळ लांबीमधील या बदलाला अनुदैȯŊ िकंवा रेखीय 
ताण ʉणतात. 
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रेखांशाचा ताण 8L िकंवा रेखीय ताण  =मूळ लांबीमȯेबदल  

जेथे, L मूळ लांबी SL वरील आकृती 2.5.2 मȯे  

-दशŊिवʞाŮमाणे शरीरावर तɊ भार लागू केʞास लांबी 8L मȯे बदल वाढत जाईल. 

-शरीरावर संकुिचत भार लागू केʞास 8L कमी होईल. 

2. बाजूकडील ताण (Lateral strain)  

ʩाƥा: जेʬा लविचक वˑू अƗीय भाराǉा अधीन असते तेʬा Ŝंदी आिण जाडी Le मȯे बदल 
होतो. 

आयताकृती वˑूाचे पा Ŋ̫ पįरमाण आिण वतुŊळाकार पǥीǉा बाबतीत ʩासातील बदल. ȑामुळे पा Ŋ̫ 

पįरमाणे आिण मूळ पįरमाणातील बदलाǉा गुणोȅराला लॅटरल Ōː ेन असे ʉणतात. 

 

पा Ŋ̫ ताण =Ŝंदी मȯे बदल/ मूळ Ŝंदी 

= जाडी मȯे बदल /मूळ जाडी 

गोलाकार पǥीसाठी, 

ʩास मȯे 8d बदल 

पा Ŋ̫ ताण = डोįरिजनल ʩास 

 

3. ʬॉʞूमेिटŌ क Ōːेन )ई(  (Volumetric strain) 

ʩाƥा: जेʬा लविचक वˑू िकंवा लविचक पदाथŊ ȑाǉा चेह̴यावर काही बा˨ भार लागू करतात 
तेʬा ȑाǉा आकारमानात Ůित मूळ आकारमानात बदल होतो ȑाला ʬॉʞूमेिटŌ क Ōː ेन ʉणतात.
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ʬॉĖ्यूमेिटŌ क Ōː ेन (ev) = ʬॉĖ्यूम मूळ /ʬॉĖ्यूममȯे बदĖ 

जेथे SV ěरीराǉा आवाजात बदĖ होतो 

V = ěरीराची मूळ माũा 

4. कातरणे )$) (Shear strain) 

 

जर आपण कातरणे लोड p लागू केले, तर एक कातरण ताण तयार होईल जो वˑू Ǜा कोनाने हलतो 
ȑा कोनाȪारे मोजला जातो. 

 मȯे 2.5.3 ABCD हा आयताकृती ɰॉक आहे जो एका चेह̴यावर िनिʮत केला आहे 

- d बल P लावायचे आहे .P बळ लागू केʞानंतर ते एका कोनातून िवघिटत होते आिण BA' C' 
D चे नवीन ̾थान ʩापते. 

      = $('.* $ खूप लहान आहे( 

2.6 लविचकता (Elasticity) 

ʩाƥा  :लविचकता अशी ʩाƥा केली जाते कारण ती सामŤीचा गुणधमŊ आहे Ǜामुळे बा˨ भार 
काढून टाकʞानंतर सामŤी पुɎा मूळ आकार आिण आकार )पįरमाण (Ůाɑ करते ȑाला लविचकता 
ʉणतात.  

2.7 Šकचा िनयम (Hook’s law) 

ʩाƥा: Ėविचकता अěी ʩाƥा केĖी जाते कारण ती सामŤीचा गुणधमŊ आहे Ǜामुळे बा˨ भार 
काढून टाकĖ्यानंतर सामŤी पुɎा मूळ आकार आिण आकार (पįरमाण) Ůाɑ करते ȑाĖा Ėविचकता 
ʉणतात. 

रॉबटŊ šक यांनी Ůायोिगकįरȑा ěोधून काढĖे की, Ėविचक मयाŊदेत, ताण ताणाǉा थेट Ůमाणात 
असतो. 

गिणतानुसार,  ताण = ताण = İ̾थर = E/e 

जेथे E Ėा Ėविचकतेचे मापांक िकंवा तŜणांचे मापांक असे ʉणतात. 
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2.8 मॉǰुलस ऑफ लविचकता िकंवा तŜणांचे मॉǰूलस "ई"  (Modulus of elasticity or 
young’s modulus “E”) 

ʩाƥा: Ėविचक मयाŊदेǉा आत, ताण हा ताणाǉा थेट Ůमाणात असतो आिण ताण आिण ताणाचे 
गुणोȅर İ̾थर असते आिण या İ̾थरतेĖा Ėविचकतेचे मापांक िकंवा यंƺ मॉǰूĖस ʉणतात. 

हे तɊ ताण ते तɊ ताण िकंवा संकुिचत ताण आिण संकुिचत ताण यांचे गुणोȅर आहे. E= e = 
मॉǰुĖस िकंवा तŜणांǉा मापांकाची Ėविचकता. 

2.9 कडकपणाचे मॉǰूलस (Modulus of rigidity) 

ʩाƥा: हे कातरणे ताण आिण कातरणे ताण यांचे गुणोȅर ʉणून पįरभािषत केĖे जाते ȑाĖा 
कडकपणाचे मॉǰूĖस ʉणतात. 

हे C, G िकंवा N Ȫारे दěŊिवĖे जाते 

S. I. एकक N/mm² आहे 

लविचक मयाŊद (elastic limit): 

ʩाƥा  :हे जाˑीत जाˑ ताणाचे मूʞ आहे Ǜापयōत सामŤी पूणŊपणे लविचक ʉणून वागते.  

शरीराǉा अƗीय भार िवकृतीवर सोडवलेले अंक 

काही महȇाची सूũे: 

P ताण () == Ţॉस सेƖन एįरया सƅीने Ėागू केĖा 

ताण (e) = पįरमाण मूळ आकारमानात बदĖ 

Ėविचकतेचे मॉǰूĖस "ई" = िवŝपण ताण / ताण = PLL = 8L = AB AE e = PLA 

काही महȇाची ŝपांतरणे 

 

1. 1 मी  =1 x 103 िममी; 1 मी  =1 × 102 सेमी 

2. 1 िममी  =1 x 10-3 मी; 1 सेमी  =1 × 10-2 मी 

3. 1 MPa = 1 N/mm² 

4. 1 GPa = 1 kN/mm² = 1 x 103 N/mm² 

५.1 kN=1x 103 N 

6. 1 N=1× 10-3 kN 

7. 1 Pa = 1 पाˋल  =1 N/m² = 1 x 10-6 N/mm² 

8. 1 KPa = 1 िकलो पाˋल  =103 Pa = 1 × 10-3 N/mm2 
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9. 1 GPa = 1 िगगा पाˋल  =10º Pa = 103 N/mm² 

 

काही उदाहरणे : 
 
Ůा ०१ 100  िममी Ŝंद, 12 िममी जाड आिण 5 मीटर Ėांब सपाट ːीĖचा पũा हा  20 kN चा अƗीय 
भार असतो सहन करतो . ताण (stress) आिण strain  आिण Ėांबीमȯे बदĖ ěोधा.  
take ƽा, E=2.1×105 Mpa. 
 

 
 

1) To find stress/ तणाव शोधǻ कįरता (σ) - 
We know that)आपणास मािहत आहे िक(, σ = P/A 

P = 20×10
3
 N 

A= c/s area = b×t     
A= 100×12=1200 mm2. 
Stress (σ)= (20×103)/(1200) 
Stress (σ)= 16.67 N/mm2.   
 

  2) To find strain (e)  strain  शोधǻ कįरता - 
We know that, E = σ /e   Or   e = δL/L 
                       e = σ /E 
                       e = 16.67/2.1×105 
                      e = 7.938×10-5 
3) To find change in length (δL)/ लांबी मȯे झलेला बदल शोधǻ कįरता - 
We know that, e = δL/L  or   δL=PL/AE 
Now,          e = δL/L 

 7.938×10
-5

 = δL/5000 

 7.938×10
-5

 ×5000 = δL  
  δL= 0.397 mm = 0.4mm 
  
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         Alternative /पयाŊयी  
 
 δL =PL/AE 

 δL = (20×10
3
×5000)/(1200×2.1×10

5
) 

 δL = 0.397 mm. 
 
      

Ůा ०२) Ţॉस सेƖनĖ एįरया 200 mm2 चा एक पǥी 'P' KN Ȫारे अƗरीȑा( axilly) खेचĖी जाते. 
जर बारमȯे जाˑीत जाˑ ताण 30 एमपीए(MPA) असेĖ. 'P' ěोध .व  3 मीटरǉा गेज Ėांबीवर 1.2 
िम.मी.चा िवˑार आĖ्यास . Youngs मॉǰूĖस E ěोधा . 

 
 

 A= Cross sectional Area= 200 mm2 
 σ =maximum stress = 30 Mpa= 30 N/mm2 
 L= Gauge length=3m = 3000mm 
 δL = change in length =1.2 mm 

To find, Axial Pull (P), Young's modulus(E). 
We know that,  

                        σ = P/A 
                       30 = P/200                         
                       P=6000 N 
    Now,   E= PL/AδL 
             E = (6000×3000)/(200×1.2) 
             E = 75000 N/mm2 
             E = 75 KN/mm2 

 वेगवेगʨा  cross section  ǉा तुकǰा मȯे अƛीय बलामुळे  तयार होणारे stress)तणाव:(  
Deformation of body or Bars of stepped cross-section subjected to Axial load: 
खाली दशŊिवलेʞा आकृती मȯे िभɄ पदाथŊ अथवा एकसमान पदाथŊ यांǉा पासून सारƥा 
ʩास अथवा पįरमाणाचा िकंवा िभɄ पįरमाणाǉा तुकǰा वरती दोɎी शेवटǉा टोकांवर बा˨ 
बल लš केʞास एकूण लांबी मȯे िमळणारे बदल बघू: 
आपणास  04   Ůकारचे संयोजन   /combinations  िमळतील ती खालील Ůमाणे: 

1) एकसमान पदाथŊ पासून बनलेला BAR  /  तुकडा एकाच भागचा अखंड 
तुकडा  /BAR  

2) एकसमान पदथŊ पासून बनलेला माũ िभɄ  cross-section   असलेला दोन 
िकंवा अिधक  भागांचा िमळून बनलेला तुकडा  /BAR  
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3) एकसमान पįरमाण  /uniform Dimenstion असलेला आिण िभɄ  
पदाथाōचा  िमळून बनलेला तुकडा  /BAR  

4) िभɄ िभɄ पदाथाŊन पासून बनलेला आिण िभɄ  cross-section  असलेला 
तुकडा /BAR  

आता आपण एकसमान (uniform ) िकंवा िभɄ  cross-section असĖेĖा BAR वरती अƗीय axil बĖ 
बा˨įरȑा(Externally) Ėागू केĖ्यास तयार  होणा̴या stress आिण Ėांबी बदĖ्यास होणा̴या strain चा 
अɷास कŝया 

 

 
Metal bar of varying Cross section 

आता वरील बार ला सुटे भाग कŝन िवचारात घेऊ : 
 

 
 
  1Aभागाची बदलेली लांबी  δL  =1PL/ 1A1E1 
δL 1 = Change in length for section-1 

P = Axial Force 

L 1  = Length of section- 1 /भाग A  ची लांबी  
A=1Area of section-A भाग /1 चे  section area-rossc 
E 1= Modulus of elasticity of section- 1  

 

 आता  बार ǉा A 2  भागाचा िवचार कŝ  : 

 

 
 
बारǉा   1Aभागाची बदलेली लांबी  δL 2  =PL/  2A 2E 2 
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δL  =2Change in length for section- 2 
P = Axial Force 
L = 2Length of section-2A भाग / 2 ची लांबी  
A=2Area of section- / 2भाग2A   चे  ction arease-cross 
E=2Modulus of elasticity of section-  2 
 
 आȅा भाग  3A चा िवचार कŝया: 

 
 
   3Aभागाची बदलेली लांबी  δL 3  =PL/  3A 3E  3 
δL  =3Change in length for section-  3 
P = Axial Force 
L = 3Length of section- 3A भाग /  3 ची लांबी  
A= 3Area of section- 3A भाग /  3  चे  area section-cross 
E= 3Modulus of elasticity of section-   3 
 

चला, δL बदललेली लांबी िह सवŊ िवभागांसाठी अƗीय बल 'P' मुळे बार ABCD ǉा लांबीमȯे एकूण 
बदल. 
δL = (भाग -1 ǉा लांबीमȯे बदल ) +(भाग-2 ǉा लांबीमȯे बदल ) +(भाग-3 ǉा लांबीमȯे बदल 
 
δL = δL +1δL + 2δL3 
लƗात ƽा की पǥीचा कोणताही भाग समान अƗीय बल )P) पुल िकंवा पुशǉा अधीन असेल. 
आिण जर तुकǰा चे सवŊ भाग हे एकाच पदाथŊ पासून बनलेले असतील तर Young’s Modulus हे 
सवŊ भागां कįरता समान असेल. 

 

δL=୊ ୐ ଵ 

୅ଵ ୉
   + ୊୐ଶ  

୅ଵ ୉
   + ୊୐ଷ  

୅ଷ ୉
  

  
आिण जर तुकǰा ǉा वेगवेगʨा भागाची िनिमŊती वेगवेगʨा पदाथाŊन पासून झालेली असʞास 

Young’s Modulus चे मूʞ िह िभɄ-िभɄ असेल.  
 
जसे िक : 
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δL= ୊ ୐ ଵ 

୅ଵ ୉ଵ 
   + ୊୐ଶ  

୅ଵ ୉ଶ 
   + ୊୐ଷ  

୅ଷ ୉ଷ 
   

 
 
 
Ůा ०१ ) आकृती मȯे दěŊिवĖेĖ्या बार PQR चा िवˑार ěोधा,E=20×104 N/mm2. 
 

 
 
उȅर : 

  P = Axial tensile force तɊक बल  = 70KN 

                  P = 70 × 10
3
 N.  

 D1 = Diameter of section-1   /भाग –1 चा  ʩास  
     = 50 mm  

 A1 = Area of section-1  /भाग –1 चा Ɨेũफळ  
 

   A1 =  ஠

ସ
∗ ( 𝐷 ଶ)    =  ஠

ସ
∗ ( 50  ଶ)  = 1963.5 mm2 

 D2 = External Diameter of section-2 
     = 30 mm 

 d2 = Internal diameter of section-2 
     = 25 mm. 

 A2 = Area of section-2 
A2 =              =               = 215.98 mm2 

 E = young's modulus 

 E = E=20× 10
4
 N/mm2. 

 To find elongation of bar (δL) = ? 
 

஠

ସ
∗ ( 𝐷 ଶ − d ଶ )     =஠

ସ
∗ ( 30  ଶ − 20  ଶ ) 

 Let,   

      δL = Total elongation due to axial load  

      δL = δL1+ δL2  
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      δL   =  
୊ ୐ ଵ 

୅ଵ ୉
   + ୊୐ଶ  

୅ଵ ୉
   

       

      δL= ଻଴∗ ଵ଴ య∗ଷ଴଴  

ଵଽ଺ଷ.ହ∗ଶ଴∗ଵ଴ ర 
  + ଻଴∗ ଵ଴ య∗ହ଴଴  

ଶଵହ .ଽ଼ ∗ଶ଴∗ଵ଴ ర 
   = 0.863 mm. 

  

      δL = 0.863 mm.         
 
Ůा ०२  एक ːीĖ बार 900 िममी Ėांब आहे तीन भागांचा िमळून बनĖेĖा असून ; ȑाची दोन टोके 40 
िममी आिण 30 िममी ʩासाची आहेत आिण ȑा टोकाǉा दोɎी भागाची Ėांबी 200 िममी आहे. बारचा 
मȯ भाग 15 िममी ʩासाचा आिण 500 िममी Ėांब आहे. जर बार 15 kN ǉा अƗीय तɊ भाराǉा 
अधीन असेĖ, तर ȑाचा एकूण िवˑार ʉणजेच Ėंिबत झĖेĖा बदĖ (δL) ěोधा. 
 

 
Given/ िदĖेĖी मािहती  
    Total length एकूण Ėांबी  = 900 mm. 
    Axial tensile load अƗीय तɊक बĖ  = 15 KN 
Let,  Assume चĖा गृहीत धŝया िक  
 Youngs modulus = E= 2×105N/mm2 
Total elongation, Ėंिबत झĖेĖा एकूण बदĖ:  
   

  δL= ୊ ୐ ଵ 

୅ଵ ୉ଵ 
  + ୊୐ଶ  

୅ଵ ୉ଶ 
  + ୊୐   

୅ଷ ୉ଷ 
 

 
    δL =? 
 
Where/ िजथे  
          P1= P2= P3=P =15 KN = 15×103 N 
          E1 =E2= E3= E= 2×105    N/mm2 
A1= c/s Area of section-1/ भाग –1 चा Ɨेũफळ  

A1 = ஠

ସ
∗ ( 𝐷1ଶ)     
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D1 = Diameter of section-1/ भाग –1 चा  ʩास   = 40mm 
A1 =     ஠

ସ
∗ ( 40 ଶ)       = 1256.63 mm2 

L1 = length of section-1/ भाग-1 ची Ėांबी  = 200 mm 
A2= c/s Area of section-2/ भाग –2 चा Ɨेũफळ 
A2 =஠

ସ
∗ ( 𝐷2 ଶ)     

D2 = Diameter of section-2/ भाग –2 चा  ʩास  = 15mm 
A2 =   ஠

ସ
∗ ( 15  ଶ)     

       = 176.714 mm2 
L2 = length of section-2/ भाग-2 ची Ėांबी  = 500 mm 
A3= c/s Area of section-3/ भाग-3 चे Ɨेũफळ 
A3 = ஠

ସ
∗ ( 𝐷3 ଶ) 

D3 = Diameter of section-3/ भाग-3 चा ʩास    = 30mm 
A3 =  ஠

ସ
∗ ( 30 ଶ) = 706.858 mm2 

L3 = length of section-3/ भाग -3 ची Ėांबी = 200 mm  
 
Ėंिबत झĖेĖा एकूण बदĖ : 
 

δL= ୊ ୐ ଵ 

୅ଵ ୉ଵ 
  + ୊୐ଶ  

୅ଵ ୉ଶ 
  + ୊୐ଷ  

୅ଷ ୉ଷ 
 

 

δL = ଵହ ∗ ଵ଴ య∗ଶ଴଴  

ଵଶହ଺ .଺ଷ ∗ଶ∗ଵ଴ ఱ  + ଻଴∗ ଵ଴ య∗ହ଴଴  

ଵ଻଺.଻ଵସ ∗ଶ∗ଵ଴ ఱ     + ଵହ ∗ ଵ଴ య∗ଶ଴଴  

଻଴଺.଼ହ଼  ∗ଶ∗ଵ଴ ఱ  

 
δL = 0.0119 + 0.212 + 0.0212 
δL = 0.245 mm. 
 

 आता आपण एकसमान )uniform ) िकंवा िभɄ  cross-section असलेला BAR वरती अƗीय axil बल 
बा˨įरȑा व आंतरŎȑा )Externally? Internally) लागू केʞास तयार  होणा̴या stress आिण लांबी 
बदʞास होणा̴या strain चा अɷास कŝया. 

 Sign Convention. 

                      +ve ,                       -ve      
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वरील आकृतीतील सवŊ भागांचा ˢतंũ िवचार केला असता खालील आकृती िमळेल    :  

 

 composite section   :जेʬा  िभɄ पदाथाŊपासून  बनलेला दोन िकंवा अिधक धातूǉा तुकǰांना 
जोडून तयार करǻात येणा̴या  तुकǰावर जेʬा कुठʞा िह िदशेनी अथवा िदशांनी बल 
कायाŊİɋत केले जाते ȑा वेळेस ȑा तुकǰाǉा दोɎी पदाथाŊन पासून बनलेʞा तुकǰांǉा  
पįरमाणात सारखा बदल घडून येतो. 

माũ या िभɄ पदाथाŊन मȯे तयार होणारा  stress /तणाव  हा  िभɄ असेल   . 
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 मॉǰूĖर गुणोȅर (m) (Modular Ratio) :- मॉǰूĖर गुणोȅर ʉणजेच दोन िभɆादाथाōǉा 
Ėविचकता (Modulus of elasticity or youngs modulus) गुनाकांचे गुɄोतर होय  . 

 ते ‘m’ या आȨाƗराने दěŊवĖे जाते . 
  m= ୉ଵ 

୉ଶ 
 

 Note:- E1>E2 
उदाहरणे  

 
Ůा ०१ ) . 20 िममी ʩासाǉा 4 ːीĖ बारसह मजबूत केĖेĖ्या िवभाग (concret section) जो 400 
िममी चौरस काँŢीट ˑंभ (coloumn) असून  1000 KN अƗीय भार वाšन नेतो. Ůȑेक पदाथŊ 
(material) मȯे  Ůेįरत ताण ěोध  करा. Es=18 Ec ƽा 

 
Size of column ˑंभाचे पįरमाण = 400mm X 400mm 
             Diameter of steel bar ːीĖ तुकǰाचा ʩास  = d= 200mm 
             Total no. of steel bar एकूण ːीĖ चे तुकडे  = 4 
             Axial load अƛीयबĖ   P= 1000 KN= 1000×103 N 
             Es = 18 Ec 
             (Es/Ec)=18 
             Es = ːीĖ तुकǰाची Modulus of elasticity  
             Ec =कॉंŢीटǉा तुकǰाची  Modulus of elasticity  
To Find Stresses in each material, i.e. σs and σc 
चĖा, 
σs s = ːीĖ बारमधीĖ ताण 
σc = काँŢीटमधीĖ ताण 
 
A = ˑंभाचे एकूण Ɨेũफळ 
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A = 400 × 400 = 160 × 103 mm2 
 
जसे = ːीĖचे C/S Ɨेũ 
= 4× ஠

ସ
 X 202  = 1256.637 mm2. 

 
Ac= C/S concrete चा Ɨेũफळ 
Ac = A - As 
     = 160 × 103  - 1256.637  
Ac = 158.743 × 103  mm2. 
L1= Length of rod-1 concrete रोड ची Ėांबी  
L2= Length of rod-2 ːीĖ रोड ची Ėांबी  
i.e. L1=L2 
Ps= Load shared by steel ːीĖ रोड मȯे आĖेĖा तणाव  
Pc= Load shared by concrete conctrete रोड मȯे आĖेĖा तणाव  
 
ðL 1 = ðL 2 
 

୊୐ 

୅ଵ୉ଵ
    = ୊୐ 

୅ଶ୉ଶ
   

 

= ୊

୅ଵ୉ଵ
    =  ୊ 

୅ଶ୉ଶ
   

 

We Know that, 

                     σ = P/A      

             σs/Es = σc/Ec  

                   σs =   σc   (Es/Ec ) 

                   σs =  m σc 

                   σs =  18  σc-------(1) 

                                   --------m=(E1/E2)=18 

Now Total Axial load, 

                     P = Ps + Pc 

                    P = σsAs + σcAc  

1000× 103 =18σc × 1256.637 + σc 158.743 × 103               
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 1000× 103 = σc (181.3624 × 103) 

          σc  = (1000× 103  )/(181.3624 × 103 ) 

          σc = 5.51 N/mm2. 

Hence stress in concrete is = 5.51 N/mm2. 

From equation (1) 

                     σs = 18 σc 

                     σs = 18 × 5.51 

                     σs = 99.18 N/mm2 

Hence stress in steel is = 99.18  N/mm2 
 = 11,428.57 N/mm²  

 2.10 सौʄ ːील बारसाठी मानक ताण ताण वŢ (standard stress strain curve for mild 

steel bar) 

 

 

गुणांचे संकेत: 

पी  =आनुपाितक मयाŊदा  

Q लविचक मयाŊदा 

आर  =वरचा उȋɄ िबंदू  

S = कमी उȋɄ िबंदू 

टी= अंितम लोड पॉइंट 

यू  =Űेिकंग पॉइंट  
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- (UTM) (युिनʬसŊल टेİːंग मशीन  (वर सौʄ ːील मटेįरयल टेİːंग नमुɊावर टेɌाइल लोड 
लागू कŝन तɊ चाचणी घेतली जाते.  

- जसजसे आपण नमुɊावरील भार वाढवतो तसतसा ताण िनमाŊण होईल आिण ȑा ताणाशी 
संबंिधत ताण देखील Ůेįरत होईल. 

- खालील काही मुȟांवर चचाŊ करणे आवʴक आहे जे ताण तणाव वŢ वर आहेत. 

P→ आनुपाितक मयाŊदा (Proportional limit): 

- जर तɊ बल सौʄ ːीलǉा पǥीवर लागू केले असेल तर ȑाला काही िवˑार िमळेल  .जर बल 
लहान असेल तर ताण आिण ताण यांचे गुणोȅर समानुपाितक राहील आिण आलेख िबंदू  P 

पयōत सरळ रेषा असेल  .ʉणून िबंदू 0 ते P ही समानतेची मयाŊदा आहे.s 

Q→ लविचक मयाŊदा (Elastic limit): 

- जर बल ब̴यापैकी वाढले असेल तर सामŤीला िबंदू Q पयōत लविचक िवकृत ŝप येईल. 

भार काढून टाकʞानंतर सौʄ पोलाद सामŤी पुɎा मूळ आकार आिण आकार Ůाɑ करते याचा अथŊ 
िबंदू Q पयōत सामŤीमȯे समान लविचक गुणधमŊ असतात ʉणून हा िबंदू B लविचक मयाŊदा ʉणून 
ओळखला जातो. 

 

R आिण S→ उȋɄ ताण िबंदू (yield stress point) 

 उȋɄाचा ताण ʉणजे ताण ʉणून पįरभािषत केĖे जाते Ǜानंतर मटेįरअĖ एƛटे̢ěन भारात 
कमी िकंवा कमी वाढ न करता अिधक वेगाने होते. सामŤीवर ताण पडĖ्यास əाİːकचा 
टɔा Q िबंदूǉा पĖीकडे पोहोचेĖ. 

 जर आʉी भार काढून टाकĖा तर सामŤी मूळ आकार आिण आकार परत िमळवू ěकणार 
नाही. पॉइंट R आिण S Ėा अɔर यीĖ्ड पॉइंट आिण Ėोअर यीĖ्ड पॉइंट ʉणतात. 

T→ अंितम ताण (Ultimate stress): 

 िबंदू T वर, आपĖ्याĖा अंितम ताण ʉणून ओळखĖ्या जाणा̴या तणावाचे कमाĖ मूĖ्य 
िमळेĖ. तणाव चाचणीमȯे आपĖ्याĖा तणावाचे सवाŊत मोठे मूĖ्य िमळेĖ. 

 अिĖ्टमेट Ōː ेस पॉईंट ही जाˑीत जाˑ ताकद आहे जी सामŤी तुटǻापूवŎ ताण सहन करावी 
Ėागते. हा ताण तणाव आĖेखावरीĖ सवŖǄ िबंदू आहे. िबंदू T नंतर सामŤी अिधक ताण सहन 
कŝ ěकत नाही. 

U→ Űेिकंग Ōː ेस (breaking point): 

- नमुना अंितम ताणापयōत पोचʞानंतर आपʞाला मान तयार होईल जेथे Ţॉस सेƕनल Ɨेũ 
कमी होईल. 

- ȑामुळे U िबंदूवर जोपयōत नमुना तुटत नाही तोपयōत ताण कमी होतो .U वरील ताण Űेिकंग 
Ōː ेस ʉणून ओळखला जातो. 
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कामाचा ताण( working stress) 

ʩाƥा: हे गुणोȅर िकंवा थेट भार िकंवा नमुɊाǉा मूळ Ţॉस सेƖनĖ ƗेũावरीĖ वाˑिवक भार 
ʉणतात. 

 कामकाजाǉा ताणाचे सूũ खाĖीĖŮमाणे आहे: डायरेƃ Ėोड िकंवा विकō ग Ėोड 

कामाचा ताण = मूळ Ţॉस सेƖनĖ Ɨेũ 

 सुरिƗत कामाचा ताण कमाĖ ˢीकायŊ ताण ʉणून ओळखĖा जातो. िदĖेĖ्या सामŤीसाठी 
सुरिƗत कामकाजाचा ताण नेहमीच Ėविचक मयाŊदेपेƗा कमी असतो. 

 
िविवध गंभीर िबंदूवर ताण 

 सौʄ ːीĖसाठी ताण तणाव वŢ मȯे P, Q, R, S, T सारखे गंभीर िबंदू आहेत, िबंदू P साठी ते 
एक आनुपाितक मयाŊदा दěŊिवते कारण िबंदू P वर रेखीय ताण येतो. ȑामुळे रेखीय ताण तɊ 
ˢŝपाचा असतो. 

 
SL Ėांबीमȯे बदĖ ʉणजे रेखीय ताण e = मूळ Ėांबी 

 
 

 जेथे L = मूळ Ėांबी, δL= ĖांबीमधीĖ बदĖ िबंदू Q Ėविचक मयाŊदा दěŊिवते, जेथे रेखीय ताण 
आिण पा̼वŊ ताण येतो. 

 
 

 िबंदू S, T जेʬा ʩासात बरीच घट होते आिण आपण मान बनवताना पाš. 

      पा̼वŊ ताण = ʩास मȯे बदĖ d मूळ ʩास d = कुठे d = मूळ ʩास 
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2.11 HYSD बारसाठी Ōːेस Ōːेन कवŊ (stress strain curve for HYSD bar) 

- HYSD बारचा अथŊ काय आहे ते पाšया, HYSD ʉणजे उǄ उȋɄ शƅी िवकृत बार. 

 

 सौʄ ताकदीǉा तुĖनेत HYSD बारमȯे काबŊनची टſेवारी जाˑ असते. ȑांची ताकद 
सौʄ ːीĖपेƗा जाˑ आहे परंतु आकृती  मȯे दěŊिवĖ्याŮमाणे उȋɄाचा िबंदू ˙ʼपणे 
पįरभािषत केĖेĖा नाही. 

 

 
 हे बार दोन Ůकारचे उपĖɩ आहेत 

(1) हॉट रोĖ्ड उǄ उȋादन ěƅी पǦा 
(2) कोĖ्ड व̋डŊ उǄ उȋɄ ěƅी पǦा. याĖा सीटीडी (कोĖ्ड िǩːेड िडफॉ̱ड बार) बार 
िकंवा टोर ːीĖ असे देखीĖ ʉणतात. 

 

मुळात वळĖेĖ्या िवकृत बारमȯे साȯा पǦांपेƗा 50% जाˑ उȋɄाचा ताण असतो. िवकृत 
बारमȯे बंध वाढवǻासाठी आिण काँŢीटमȯे बार घसरǻापासून रोखǻासाठी पǥीǉा 
पृʿभागावर एक पɎळी असते. हे बार िविěʼ उȋɄ िबंदू दěŊवत नाहीत. ʉणून उȋɄाचा 
िबंदू Ůूफ Ōː ेसǉा 0.2% ʉणून घेतĖा जातो जो Ōː ेस Ōː ेन वŢ वापŝन िनधाŊįरत केĖा जातो. 

 

1) Ōː ेन ʬॅĖ्यू िकंवा 0.002 (0.2%) ěी संबंिधत, Ōː ेस Ōː ेन वŢ समांतर रेषा काढा. 
 

२) Ǜा िबंदूने ही रेषा ताण तणाव वŢ कापते तो िबंदू उȋɄाचा ताण िकंवा 0.2% Ůूफ Ōː ेस 
ʉणून घेतĖा जातो. 

 
2.12 िठसूळ सामŤीसाठी ताण ताण वŢ ( stress strain curve for brittle material) 

 
िठसूळ मटेįरयĖ ʉणजे काय यावर चचाŊ कŝया काँŢीट िकंवा काबŊन फायबर सारƥा 
सामŤीमȯे उȋɄाचा िबंदू नसतो. ȑामुळे अंितम ताकद आिण तोडǻाची ताकद एकच आहे. 
जर ːीĖ गरम केĖे आिण नंतर वेगाने थंड केĖे तर ते अिधक िठसूळ होईĖ. 

 
P- आनुपाितक मयाŊदा (proportional limit): 
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- िबंदू 0 पासून P पयōत एक सरळ रेषा आहे जी दशŊिवते की ताण तणावाǉा थेट Ůमाणात आहे .
िबंदू P पासून वŢ िकंिचत िवचिलत होईल. 

 
Q- Breaking stress( elastic limit): 

- आनुपाितक मयाŊदेनंतर सामŤी थोǰाशा वाढीसह अयशˢी होईल. 

 
 

2.13  सुरिƗततेǉा चा घटक     : (Factor of Safty 
ʉणजेच ultimate stress (अंितम /पराकोटीचा  तणाव ) व working stress (कायŊकारी तणाव) यांǉा 
गुनोȅारास  Factor of Safty (सुरिƗततेǉा चा घटक असे ʉंटĖे जाते 
 

ʉणजेच  = ଢ଼ୣ୧୪ୢ ୱ୲୰ୣୱୱ  (अंितम तणाव )

working stress (कायŊकारी तणाव)
 

 
 Stress  )तणाव   (  𝜎 =

ி

஺
 

 
𝜎 ʉणजे = तणाव (Stress) 
F= बल (force) 
A= Ǜा Ɨेũफळा(area) वरती बल Ůयोग झाला आहे. 
 

Strain ( e or ε =
बदल झलेले  लांबी (ୡ୦ୟ୬୥ୣ ୪ୣ୬୥୲୦)

मूळ लांबी (୓୰୧୥୧୬ୟ୪ ୐ୣ୬୥୲୦)
   = ð୐ 

௅ 
 

 
 Elastic Constant लविचकता गुणांक  / (Youngs Modulus of elasticity (E):  

 

E  = ஢ 

e
   = 

(
ಷ

ಲ
) 

(
ðಽ 

ಽ 
)

   = ୊୐ 

୅ð௅
 

 
ʉणून बदĖेĖी Ėांबी = ð𝑳=  𝑭𝑳 

𝑨𝑬
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2.14 पुरावा ताण (proof stress) 

Ůूफ Ōː ेसला फƅ धातूचा िडझाईन Ōː ेस असे ʉटले जाते  .काही लविचक धातंूसाठी , उȋɄाचा 
ताण पįरभािषत करणे आिण गणना करणे कठीण आहे ʉणून पुरावा ताण तयार केला जातो .

२.०% Ōː ेनवर Ōː ेस Ōː ेन वŢमȯे लविचक वŢ समांतर एक सरळ रेषा काढली जाते जी Šक 
िनयमानुसार Ōː ेन वŢ कापते  .तो िबंदू पुरावा तणाव मानला जातो.  
 

 
 
2.15 टſे वाढ (Percentage elongation) 

- जेʬा यूटीएमवर एक लविचक सामŤीची चाचणी केली जाते, तेʬा  सूũ वापŝन टſेवारी 
वाढवायची आहे, 

            टſे वाढ  =अंितम लांबी - आरंिभक लांबी /आरंिभक लांबी x १०० 

            Ůारंिभक लांबी UTM वर चाचणी करǻापूवŎ नमुɊाची लांबी UTM वर चाचणी केʞानंतर 
नमुɊाची लांबी शोधा. 

2.16 Ōːेस Ōːेन डायŤामवर सोडवलेले अंक (Solved numerical on stress strain diagram) 

महȇाची सूũे वापरली 

1. उȋɄ िबंदू= Ţॉस सेƕनल Ɨेũावर उȋɄ ताण लोड/अंितम भार 

2. अंितम ताण  =Ţॉस सेƕनल Ɨेũ /Űेिकंग लोड 

3 Űेिकंग Ōː ेस िकंवा ]फाटǻाचा ताण [Ţॉस सेƕनल एįरया  

4. टſे वाढ  =अंितम लांबी-Ůारंिभक लांबी / आरंिभक लांबी× १०० 

उदा .2.16.1: UTM वापŝन तणावात ːीलǉा सौʄ नमुɊाची चाचणी घेǻात आली आिण खालील 
िनरीƗण नोदंवले गेले - नमुɊाचा ʩास  = 12 िममी, Ůारंिभक गेज लांबी  =60 िममी, उȋादन िबंदूवर 
लोड  =48 kN, अंितम लोड  =58 kN, अंितम गेज लांबी  =72 िममी, Űेिकंग लोड 32 kN, उȋɄ 
ताण, अंितम ताण, Űेिकंग ताण आिण टſेवारी वाढीची गणना करा. 

सॉलन  :.पायरी 1: िदलेला डेटा  :ʩास िकंवा नमुना D 12 िममी A=D²= (12)² = 113.09 िममी² 
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    Ůारंिभक गेज लांबी L = 60 िममी 

  उȋɄ िबंदूवर लोड करा  =Py = 48 kN = 48 x 103 N 

 अंितम भार Pu= 58 kN = 58 × 103  

अंितम गेज लांबी L' = 72 िममी Űेिकंग लोड P 32 kN = x 103 N 

उȋɄ ताण  =?, अंितम ताण  =? Űेिकंग Ōː ेस  =7 आिण टſे वाढ =? 

पायरी २: 

  = A 1. उȋɄाचा ताण शोधǻासाठी  =? Py 48x103 113.09 = 424.413 N/mm² 

= 2. अंितम ताण शोधǻासाठी  =? .. अंितम ताण 113.09 = 512.86 N/mm² 32 x103 .. Űेिकंग 
Ōː ेस  =A 113.09 = 282.96 N/mm² 

4. टſे वाढ शोधǻासाठी =? 

s= अंितम गेज लांबी - आरंिभक गेज लांबी आरंिभक गेज लांबी टſेवारी लांबी 72-60 x 100 = 
20% x 100 

 

2.17 संिमŵ िवभाग (composite section) 
 
ʩाƥा  :युिनल ʉणून काम करǻासाठी  आणखी दोन िभɄ पदाथाōनी बनलेʞा संरचनाȏक 
सद˟ास संयुƅ िवभाग ʉणतात. 
 
उदाहरण  :एक रचना ːील आिण काँŢीटची आहे ʉणजे संिमŵ बीम.  
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2.18 मॉǰूलर गुणोȅर (Modular ratio) 
 

ʩाƥा: हे कंपोिझट मटेįरयĖȪारे बांधकामातीĖ दोन िभɄ सामŤीǉा Ėविचकतेǉा 
तŜणांǉा मोǰुĖीचे गुणोȅर आहे. 

 
उदाहरण: 
दोन िभɄ सामŤी असĖेĖ्या संिमŵ बारमȯे, एका मटेįरयĖमȯे यंगचे मॉǰूĖस E₁ आिण 
दुस̴यामȯे तŜणांचे मॉǰूĖर E2.. मॉǰूĖर गुणोȅर, m = E2 

 

2.19 संिमŵ िवभागातील ताण (stresses in composite section) 
 

 
 

- ːील आिण ॲʞुिमिनयमचा बनलेला संिमŵ िवभाग िवचारात ƽा. 
 
चला, P = अƗीय भार लागू केला P.  
ːील PAI Ȫारे घेतलेले लोड ॲʞुिमिनयम PP+PA ने घेतलेले भार जसे आपʞाला माहीत 
आहे, A. Ρ=σΑ P = σε Α + ΑΙ. ΑΑΙ कुठे  =ːीलमȯे ताण, A = ॲʞुिमिनयम A मȯे ताण, 
ːील रॉडचे Ɨेũफळ  .ॲʞुिमिनयम रॉडचे AAI Ɨेũ. 
-26 
 
रॉडची दोɎी टोके İ̾थर असʞाने दोन दांǰांची वाढ सारखीच असेल. 
 
L = PL AE 
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PL A ॲʞुिमिनयम रॉड आिण ːील रॉडची लांबी सारखीच आहे, 
 
. समीकरण )1) 1 = σ EA m = मॉǰूलर गुणोȅर  =E 
 
2.20 ताण (strain) 
 

ʩाƥा: जेʬा एखादी Ėविचक सामŤी अƗीय ěƅीǉा अधीन असते तेʬा ितǉा 
पįरमाणांमȯे काही बदĖ होतात, ʉणून मूळ पįरमाणानुसार पįरमाणांमȯे या बदĖांना ताण 
ʉणतात. 
 
.. ताण )ई= ( SL/L 
 
2.20.1 रेखांशाचा ताण रेखीय ताण (longitudinal strain (e)- (linear strain) 

 ʩाƥा  :जेʬा लविचक वˑू अƗीय बलाǉा अधीन असते तेʬा वˑूाǉा  मूळ लांबीǉा Ůित युिनट 
लांबीमȯे बदल होतो ȑाला रेखांशाचा ताण ʉणतात. 

SL लांबीमȯे बदल /मूळ लांबी 
 

 
 
2.20.2 बाजूकडील ताण )ई(  (lateral strain (e) 

ʩाƥा: जेʬा Ėविचक वˑू अƗीय बĖाǉा अधीन असते तेʬा Ėागू केĖेĖ्या बĖाǉा Ėंब 
पįरमाणात बदĖ होतो. ʉणून Ėागू केĖेĖ्या बĖाǉा Ėंब िदěेने जो ताण येतो ȑाĖा पा̼वŊ 
ताण ʉणतात. 
 
 
आयताकृती िवभागासाठी, 

        8b सŐट िकंवा टी बाजूकडील ताण 

        कुठे, b= िवभागाची Ŝंदी 

              t=िवभागाची जाडी 
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             ob =िवभागाǉा Ŝंदीमȯे बदल 

                  िवभागाǉा जाडीत बदल 

              वतुŊळाकार िवभागासाठी, 

            पा Ŋ̫ ताण =8d/ d 

        कुठे, d बारचा ʩास 

 
बारǉा= ʩासातील बदल 
 
2.20.3 पॉसɌचे गुणोȅर )Ȫारे ) 1/m) (poisson’s ratio) 
 

ʩाƥा: पा̼वŊ ताण आिण रेखीय ताण यांǉा गुणोȅराĖा पॉसॉनचे गुणोȅर असे ʉणतात. 
 
पॉसॉनचे गुणोȅर )µor) = - पा Ŋ̫ ताण m) रेखीय ताण पा Ŋ̫ ताण /रेखीय ताण 
 

- Ve िचɎ सूिचत करते की पाि Ŋ̫क ताण आिण रेखीय ताण िवŜȠ िनसगाŊत उȥवते. 
 
ʉणजे आयताकृती पǥीची लांबी वाढʞास ȑा पǥीची Ŝंदी आिण जाडी कमी होते. 
 
िविवध सामŤीसाठी पॉसॉनचे Ůमाण 0.25 ते 0.5 पयōत बदलते. 
 
2.21 युिनअिƗयल फोसŊ िकंवा युिनअिƗयल Ōːेस िसːʈमुळे ʬॉʞूमेिटŌ क ताण 
(volumetric strain due to uniaxial force or uniaxial stress system) 
 
लांबी L. Ŝंदी बँड जाडी t असलेली आयताकृती ɘेट िवचारात ƽा 
मȯे दशŊिवʞाŮमाणे ɘेटवर अƗीय भार लागू केला जातो 

 
d आिण लांबी L ʩास असलेʞा वतुŊळाकार पǥीǉा बाबतीत अƗीय भार P ǉा अधीन आहे. 
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दोɎी बाबतीत x िदशेने ताण 
8V = V [e (1-2 µ)] आता, [V=Ax L = 20 × 15 × 2.8 × 103 = 840 x 10³ mm³] .8V = 
840 x 103 [6.66 × 104 (1-2 × 0.32) ] = २०१ .३९ िममी ³ 
 
 
 
2.22 िȪअƗीय ताण Ůणाली 
ʩाƥा  :जेʬा दोन बल दोन पर˙र लंब असलेʞा ɘॅɌवर लागू केले जातात तेʬा 
Ůणालीमȯे ताण िवकिसत होतात ȑाला िȪअƗीय ताण Ůणाली ʉणतात. 

 
समजा Px आिण Py हे दोन भार दोन पर˙र लंबवतुŊळांवर लागू केले जातात Ǜामुळे ताण, σχ 
आिण o, तयार होतात. 
 
ताण x आिण y िदशेने तयार होतात 
.... x िदशेने ताण 
 
....y िदशेने ताण 
 
टीप :ox आिण oy हे तɊ तणाव  +ve ʉणून घेतात 
 
.. वरील सूũ बैलासाठी खरे आहे आिण σy तɊ आहेत. 
 
2.23 िũअƗीय ताण Ůणाली ( Triaxial stress system) 
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σχ, σy आिण o₂ हे आकृती मȯे दशŊिवʞाŮमाणे अनुŢमे x, y आिण z िदशेने कायŊ करणारे 
तɊ ताण आहेत. 
 
जेथे µ = पॉसॉनचे गुणोȅर. 
 
चला, x िदशेने ताण Ȩा exEE E 
 
ey = y िदशेने ताण 
 
e₂ = z िदशेने ताण 
 
ʬॉʞूमेिटŌ क Ōː ेन शोधǻासाठी, 
 
8V V = e = ex + y + ez 
 
जेथे σχ, σy आिण o₂ हे तɊ Ůकृतीचे आहेत तेथे आवाजातील बदल शोधǻासाठी, 
 
2.24 ʬॉʞूमेिटŌ क ŌːेɌ (volumetric strains) 

ʩाƥा: Ůित युिनट मूळ ʬॉĖ्यूममȯे ʬॉĖ्यूममȯे बदĖ ʉणून ȑाची ʩाƥा केĖी जाते 
ȑाĖा ʬॉĖ्यूमेिटŌ क Ōː ेन ʉणतात. 
 
Ev=8V /v 
 
कोठे, ई, ʬॉʞूमेिटŌ क ताण 
 
ʬॉʞूममȯे 8V बदल 
 
V = मूळ खंड 
 

       2.24.1 बʋ मॉǰूलस (k) (Bulk modulus) (k) 

ʩाƥा: ʬॉĖ्यूमेिटŌ क Ōː ेनǉा थेट ताणाǉा गुणोȅराĖा बĖ्क मॉǰूĖस असे ʉणतात. 
िकंवा 
 
मोǬा Ůमाणात मापांक (k) 
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ʩाƥा: जेʬा एखादे वˑू समान तीŴतेǉा ताणांसारखे तीन पर˙र Ėंबांǉा अधीन असते 
तेʬा थेट ताण आिण वˑूाǉा संबंिधत आकारमानाǉा ताणाचे गुणोȅर İ̾थर असते याĖा 
बĖ्क मापांक ʉणतात. 
 
बʋ मॉǰूलस k =ʬॉʞूमेिटŌ क Ōː ेन )ई( /थेट ताण )σ) 

 
 
2.25 लविचकता "E" आिण बʋ मॉǰूलस "K" ǉा मॉǰूलसमधील संबंध (Relation 

between modulus of elasticity “E” and bulk modulus “K”) 

 
 
चला तर मग वˑू िũअƗीय ताण Ůणालीǉा अधीन आहे, 
 
ʬी İ̾ɘट )1-2मी( 
 
ʬॉʞूमेिटŌ क Ōː ेन e, = जर σ₁ = ση = σ₁ = σ = शरीरावर समान ताण 8V στατα (1-2µ) E 
30 ==(1-24) E बʋ मॉǰूलसǉा ʩाƥेनुसार, K = थेट ताण ʬॉʞूमेिटŌ क Ōː ेन ev 3d - 
(1-2µ)  
जेथे म 
 
2.26 कातरणे ताण (Shear stress) 

ʩाƥा: जेʬा वˑू दोन समान आिण िवŜȠ ěƅीǉंा अधीन असते जे ˙िěŊकįरȑा कायŊ 
करणा̴या, Ůितकार करणा̴या िवभागात, तेʬा ěरीराचा भाग कापून टाकǻाची Ůवृȅी असते. 
होणारा ताण िěअर Ōː ेस ʉणून ओळखĖा जातो. 
 



Strength of Materials (313308) सामŤीची ताकद (३१३३०८) 

 

Maharashtra State Board Of Technical Education. 93 

 

 

िचũ 2.26.1 मȯे दěŊिवĖ्याŮमाणे दोन əेट्स जोडǻासाठी įरʬेटचा वापर केĖा जातो याचा 
िवचार कŝया. जेʬा दोन समान ěƅी दोन əेट्सवर िवŜȠ िदěेने कायŊ करत असतात. 
 

मग įरʬेटवर एक कातरणे बĖ कायŊ केĖे जाते आिण įरʬेटǉा Ţॉस िवभागात एक कातरणे 
ताण तयार होईĖ. जर हा भार िकंवा बĖ Ėविचक मयाŊदा ओĖांडत असेĖ तर वरीĖ िचũ 
2.26.1 मȯे दěŊिवĖ्याŮमाणे įरʬेट िनकामी होईĖ. या कातरण तणावाची गणना įरʬेटǉा 
Ţॉस सेƖन Ɨेũावर įरʬेटवर कायŊ करणा̴या ˙िěŊक बĖाचे गुणोȅर ʉणून केĖी जाऊ 
ěकते. 
 
गिणताǉा ̊ʼीने आपण असे ʉणू शकतो की, 
 
.. कातरणे ताण )t) = ˙िशŊक बल Ůितरोधक Ţॉस सेƕन Ɨेũ 
 
कातरणे तणावाचे एकक N/mm² आहे 
2.26.1 कातरणे ताण (shear strain) 

 

ʩाƥा  :िशअर Ōː ेनची ʩाƥा लागू केलेʞा बलाǉा समतलातील लंब लांबीने भागलेली िवकृतीची 
लांबी ʉणून केली जाते 

2.27 िसंगल िशअर आिण डबल िशअरची संकʙना (concept of single shear and double 

shear) 

 
- įरʬेटेड सांधे हे कायमचे फाːिनंग आहेत. 
-  कठोर आिण कायमचे सांधे तयार करǻासाठी, įरवेट सांधे वापरले जातात  .उदा .साठवण 

टाƐा, बॉयलर इ  .उȋादन  

       एकच कातरणे 

दोन ɘेट्स įरʬेटने जोडलेʞा आहेत याचा िवचार कŝ या  .१.२७.२  
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P ला ɘेटवर लावलेले बल मानू या नंतर ɘेटमȯे įरʬेटेड जॉइंट िबघाड होतो P मुळे 
ɘेटमȯे फƅ एकच कातरणे होते आिण ʉणून आकृती मȯे दशŊिवʞाŮमाणे įरʬेट िसंगल 
िशअरमȯे असʞाचे ʉटले आहे. 

 
कातरणे ताण )एकल कातरणे(  
 
q = िशअर फोसŊ एįरया PP =A = 4 
 
कोठे, d įरʬेटचा ʩास 
 
दुहेरी कातरणे: 
 

 
तीन ɘेट्स įरʬेटने जोडलेʞा आहेत याचा िवचार कŝया. 
 

  कारण या तीन ɘेट्समȯे P बल असेल तर P बल लागू होईल  .ȑामुळे दोन ɘेट्समȯे दोन ɘेनमȯे 
कातरणे असेल.  
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2.28 पंिचंग कातरणे (punching shear) 

ʩाƥा: पंिचंग ěीअर अěी ʩाƥा केĖी जाते जेʬा əेट əेटमȯे काही ठोसा मारते, तेʬा पंचǉा 
पįरघाĖा ȑा əेटǉा कातरणे ŮितरोधकतेĖा पंिचंग ěीअर ʉणतात. 

 

जेथे, भोक ओलांडून P संकुिचत शƅी. 

t = ɘेटची जाडी. 

F = भोक पंच करǻासाठी आवʴक बल 

q = कातरणे ताण 

A = ɘेटचे कातरणे Ɨेũ 

= िछūाचा घेर x ɘेटची जाडी 

A = πdxt 

कातरणे ताण )q) (ʩाƥा( 

ʩाƥा: əेटमȯे पंिचंग केĖ्यामुळे िनमाŊण होणा̴या ěीअर Ōː ेसĖा पंिचंग ěीअर Ōː ेस ʉणतात 
ȑाĖा कातरणे ताण ʉणतात 

2.29 कडकपणाचे मॉǰूलस िकंवा िशअर मॉǰूलस 

ʩाƥा: हे कातरणे ताण आिण कातरणे ताण यांचे गुणोȅर ʉणून पįरभािषत केĖे जाते ȑाĖा 
कडकपणाचे मॉǰूĖस ʉणतात. 

नोटेशन → C, G िकंवा N 

. जी =कातरणे ताण / कातरणे ताण 
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E=9KG/G+3K) 

S.I युिनट N/mm² आहे 

2.30 मॉǰुलस ऑफ लविचकता (E) आिण कडकपणाचे मॉǰूलस (G) यांǉातील संबंध 
(Modulus of rigidity or shear modulus) 

E,G आिण K ˨ांǉातील u सोबत असलेला संबंɀ – 

a) मॉǰुलस ऑफ लविचकता (E) आिण कडकपणाचे मॉǰूलस (G) ˨ांǉातील संबंɀ- 

E= 2G (1+ u)  

ʉणजे, E= Modulus of elasticity or Youngs modulus 

   G= Modulus of rigidity or Shear modulus 

   µ= Poisson’s ratio 

     b) मॉǰुलस ऑफ लविचकता (E) आिण बʋ मॉǰूलस )k  (˨ांǉातील संबंɀ-  

 E=3K (1-2 u) 

ʉणजे, E= Modulus of elasticity 

       K= Bulk Modulus        

       u = Poisson’s ratio 

    c (  मॉǰुलस ऑफ लविचकता (E) कडकपणाचे मॉǰूलस (G) आिण बʋ मॉǰूलस            )k (
˨ांǉातील संबंɀ-  

 

 

Derivation between E,G and K 

आपʞाला माहीत आहे की, E=2G(1+ u)  

 1+ u = E/2G 

 u = E/2G-1 

आपʞाला माहीत आहे की, 

E=3K (1-2 u)  

E=3K [1-2(E[1-E/2G-1)] 

E= 3K [1-E/G+2] 

E= 3K [3G-E/G] 
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EG = 3K (3G-E) 

EG= 9KG-3KE 

EG+3KE=9KG 

E (G+3K)=9KG 

E= 9KG/G+3K 

 संƥाȏक उदाहरण -E,G AND K 
1) िविशʼ सामŤीसाठी लविचकतेचे मॉǰूलस 200 MPa आहे जर पोिझशनचे Ůमाण 

0.32 असेल  .कडकपणाचे मॉǰूलस आिण बʋ मॉǰूलसची मूʞे मोजा. 

उȅर  -   िदलेली मािहती- 

यंƺ मॉǰुलस( E) =200mpa, u =0.32 
यंƺ मॉǰुलस (E)   =2G(1+2 u) 
200= 2G (1+2X0.32) 
200=2.64G 
G=200/2.64 
G=75.75mpa 
 
आता, 
यंƺ मॉǰुलस (E)=3K (1-2 u) 
   200=3K (1-2X0.32) 
 200=3K (1-0.64) 
 200=3K* 0.36 
 200=1.08K 
 बʋ मॉǰूलस (K)= 200/1.08 
 बʋ मॉǰूलस (K) =185.18mpa 
 

2) 25 िममी ʩासाचा बार 75 kN ǉा खेचǻाǉा अधीन आहे  .लांबीचा िवˑार 230 
िममी लांबीचा 0.1 िममी मोजला जातो  .ȑाचा ʩास 0.004 िममी आहे  .यंƺ मॉǰूलस 
E  ची गणना करा ; पॉसɌचे गुणोȅर (u) आिण बʋ मॉǰुलस (K). 
उȅर  -   िदलेली मािहती- 

ʩास)Diameter)(d  (-   25mm 
िũǛा )Radius)   ) r) -  12.5mm 
 Ɨेũ)Area) (A)   =  Π*12.52 
                = 490.62mm2 
फोसŊ )P) = 75KN= 75*103N 
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δl= 0.1mm 
 Modulus of elasticity (E) =?        Poisons ratio(u)=?                    Bulk 
modulus (K)=?  
δd=0.004mm 
लांबी )L) =230mm,  
ताण )Stress) = P/A 
   = 75*103/490.62 
   = 152.86N/mm2 
Linear strain (e) = δl/l 
           = 0.1/230 
      4.34*10-4 
ʉणून, यंƺ मॉǰुलस (E) = Stress/strain 

E= σ/ e  

E=152.86/4.34*10-4 

E= 352.21*103N/mm2 

 आता, lateral strain= δd/d 

     =0.004/25 

     = 1.6*10-4 

  Poissons ratio- (u) = Lateran strain/Linear strain 

   u = 1.6*10-4/4.34*10-4 
   u =0.368 
ʉणून, E=3K (1-2 u) 
  352.21*103 = 3K (1-2*0.368) 
  352.21*10 3= 3K (0.264) 

    K=352.21*10 3/3*0.264 

    K= 444.70*103N/mm2  

7 िममी जाडीǉा अॅʞुिमिनयम ɘेटमधून गोलाकार िछū पाडायचे आहे  .जर अॅʞुिमिनयमची 
अंितम कातरǻाची ताकद 150 MPa असेल आिण पंचसाठी सुरिƗत कॉɽेिसनची ताकद 90 

MPa असेल, तर िछū पाडता येणा̴ या िछūाचा जाˑीत जाˑ ʩास िनिʮत करा  .सोल .पंच 
मȯे कोमŮेसिसव   ताण आहे. 

उȅर -   िदलेली मािहती- 
 ) कोमŮेसिसव Ōː ैसσ c) = P/A 

फोसŊ )P)=  σ c/A 
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Ɨेũ )A) =Π/4*d2 
σ c =90mpa 
P= 90* Π/4*d2 

P= 22.5Πd2                      ……………… (1) 
जर t जाडी कातरनास Ůितकार करणारे Ɨेũ आहे 
 A=Πdt 
जाडी )t  = (7 mm 
Ɨेũ )A  = (Π d*7 
ζ= P/A 
   = P/Πd*7 
ʉणून,  
      ζ   =150 mpa 
     P= 150*Πd*7 
     P= 750Πd            ……………….. (2) 

1 आिण 2 समीकरणामधून , 
22.5Πd2       =        750Πd        
   
 d = 33.33mm 

3) आकृती  मȯे दाखवʞाŮमाणे तीन ːील ɘेट्स दोन įरवेट्सने जोडʞा आहेत .
įरʬट्सचा ʩास 30 िममी आहे .rivets 220MPa साठी अंितम कातरणे ताण .

कातरणेमȯे įरवेट्स अयशˢी होǻासाठी P शƅीचे मूʞ िकती आहे? 
 

 

उȅर -   िदलेली मािहती- 

Ůȑेक įरʬेट दुहेरी कातरǻाǉा अव̾थेत आहे. 

ʉणून,एका įरʬेटसाठी 

  ζ  = F/2A 

  F= 2A*ζ 

दोन įरʬेटसाठी    P=2F=4Aζ 
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A=Π/4*d2 

A= Π/4*302 

A= 706.85mm2 

ʉणून , P=  4*706.85*230  

           P= 650.30KN 

4) आकृती  मȯे दाखवʞाŮमाणे तीन ːील ɘेट्स दोन įरवेट्सने जोडʞा आहेत. 
įरʬट्सचा ʩास 30 िममी आहे. rivets 220MPa साठी अंितम कातरणे ताण. 
कातरणेमȯे įरवेट्स अयशˢी होǻासाठी P शƅीचे मूʞ िकती आहे? 

उȅर -   िदलेली मािहती- 

Ɨेũ Ůितरोधक कातरणे(Area resisting shear) A = π × 100 × L 
ζ  = 0.5 mpa 

P =ζ*A = 0.5 x л × 100 × L 
 
कातरणे बल ( Shear force) ( P) 
P = 50Π * L 
 
P = 200 kN = 200 × 103N 
 
50 ΠL = 200×103 
 
L =1273.24 mm 
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युिनट 3 कतŊन बĖ आिण बŐिडंग मोमŐट 
Shear force and Bending moment 

 िवषय िन˃ȅी (Course Outcome):- िविवध Ůकारǉा बीम आिण बĖांǉा  (Loading) 
पįरİ̾थतीसाठी कतŊन बĖ आिण बŐिडंग मोमŐट आकृतीचा अथŊ Ėावा. 

 िसȠांत िěकǻाचे पįरणाम (Theory Learning Outcome):- 

TLO.1 आधार (Support) आिण बीमǉा (Beam) Ůकारांची यादी तयार करा. 
TLO.2 बीमवर येणा̴या भारांची (Load) यादी तयार करा. 
TLO.3 कतŊन बĖ, बŐिडंग मोमŐटआिण भारांची तीŴता यांǉातीĖ संबंध समजून ƽा. 
TLO.4 साधा आधार असलेली बीम (Simply Supported Beam) ,कॅȴीलीʬर बीम 

(CantileverBeam) आिण ओʬर हँग बीम   (Over Hang Beam) साठी कतŊन बĖ 
आकृती (SFD) आिण बŐिडंग मोमŐट आकृती (BMD) रेखाटा.  

TLO.5 जाˑीत जाˑ बŐिडंग मोमŐट (Max. BM) आिण नितपįरवतŊन  िबंदु (Point Of 

Contraflexure) दाखवा.  
 

3.1.बीम (Beam):- बीम हे संरचनाȏक (Structural) घटक ʉणून पįरभािषत (Defined) केले गेले 
आहे Ǜाचे एक पįरमाण (Dimension) इतर दोन पįरमाणा पेƗा बरेच मोठे आहे आिण तेकाही िबंदूवर 
सपोटőड (Supported By loads) आहे . हा आडवा संरचनाȏक घटक (Structural Member) आहे,जो 
अƗाĖा काटकोनात असणा̴ या भाराǉा (Transverse Load) अधीन आहे. 

िकंवा (Or) 
हा एक Ɨैितज िकंवा झुकĖेĖा संरचनाȏक सद˟ (Structural Member) आहे Ǜामȯे एक िकंवा 
अिधक आधारांमȯे अंतर आहे आिण ȑाǉा छेदक अƗा (Transverse Axis) वर उभा बĖ वाहतो. 

 
3.1.1 बीम चा ˙ॅन (Span of Beam):-˙ॅन ʉणजे संरचनेǉा दोन आधारांमधील (Support) अंतर. 
उदा. एक बीम (Beam) िकंवा पूल (Bridge). 
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3.1.2 आधाराचे िविवध Ůकार (Types of Support):- 
आधाराचे िविवध Ůकार आहेत, 
 साधा आधार (Simple Support):-साȯा आधाराǉा बाबतीत, बीम संरचनेवर ( Ōː Ɓरवर) 
ठेवला जातो Ǜामȯे बल (फोसŊ) आधाराकडे हˑांतįरत (टŌ ाɌफर) केले जाते. 
अʴा Ůकारातील आधारवरील ŮितिŢया (Reaction) बीमला काटकोनात (Perpendicular) असते . 

 
रोलरआधार (Roller Support):- रोलर सपोटŊǉा बाबतीत बीम रोलसŊवर ठेवली जाते . 
अʴा Ůकारातील आधारवरील ŮितिŢया (Reaction) फƅ पृʿभागाला (Surface) काटकोनातच 
(Perpendicular) असते. 
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 िबजागर आधार (Hinge Support):-िबजागर आधार पृʿभागाǉा कोणȑाही िदशेने कायŊ 
करणा̴या शƅीचंा Ůितकार करǻास सƗम आहे. हे समथŊन रोटेशनसाठी कोणतेही Ůितकार Ůदान 
करत नाही. 
अʴा Ůकारातील आधारवरील ŮितिŢया (Reaction) बीमला उभी (Vertical) तसेच आडवी 
(Horizontal) असते . 
 

 
 िफƛ आधार (Fixed Support):-िफƛ सपोटŊ हा सपोटŊ िकंवा कनेƕनचा सवाŊत कठोर Ůकार 
आहे. िफƛ सपोटŊ बीमला िफरणे िकंवा हालचाल करǻाची परवानगी देत नाही. 
अʴा Ůकारातील आधारवरील ŮितिŢया (Reaction) बीमला उभी (Vertical), आडवी (Horizontal) 

तसेच िफरणारी (Rotational) असते . 
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3.1.3 बीमचे Ůकार (Types of Beam):- 
आधाराǉा Ůकारांवर आधाįरत वगŎकरण 
 साधा आधार असलेली बीम (Simply supported beam):-िभंती िकंवा ˑंभांवर ȑाǉा दोɎी 
टोकांना मुƅपणे सपोटŊ केलेला बीम साधा आधार असलेली बीम (Simply supported beam) ʉणून 
ओळखला जातो. 

 
 कॅȴीĖीʬर बीम (Cantilever Beam):- जर  बीम एका टोकाĖा İ̾थर (Fix) आिण दुस̴या 
टोकाĖा मोकळा (free) असेĖ तर ȑाĖा कॅİȴिĖʬर बीम असे  ʉणतात.  

 
 ओʬर हँग बीम (Over Hang Beam):- जर बीम मुƅपणे दोन आधारांवर ठेवĖेĖा आहे, पण 
ȑाचे एक टोक िकंवा दोɎी टोके आधारांǉा पĖीकडे सरकĖेĖी आहेत. अ̼या बीमĖा ओʬर हँग 
बीम असे ʉणतात.  

 

 
 सततआधार असĖेĖी बीम (Continuous Beam):- जर बीम दोन पेƗा जाˑ आधारांवर 
(Support) ठेवĖेĖा असेĖ तर तो बीम सतत बीम (Continuous Beam)  ʉणून ओळखĖा जातो. 
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 िफƝ बीम (Fixed Beam):- Ǜा बीमची दोɎी टोके कठोरपणे İ̾थर (Fix) असतात ȑाĖा İ̾थर 
बीम (Fixed Beam) ʉणतात. 

 
 िबजागर बीम (Hinged Beam):- 
Ǜा बीमची टोके िबजागर (Hinged) असतात ȑाĖा िबजागर बीम (Hinged Beam) ʉणतात.  

 
 रोĖर बीम (Roller supported Beam):-रोĖरआधार (Support) असĖेĖ्या बीमĖा रोĖर बीम 
ʉणतात. 

 
3.2 बĖांचे Ůकार (Types of Loading):- 
बĖांचे िविवध Ůकार आहेत, 
3.2.1 कŐ िūत भार (Concentrated load):-जेʬा भार (Load) एकाचिबंदूवर कŐ ūीत केĖेĖाअथवा 
कायŊ करत असतो तेʬा ȑाĖा कŐ िūत भार (Concentrated load) मानĖे जाते. 
W = कŐ िūत भार (Concentrated load) 
या Ėोड चे एकक N िकंवा KN असे आहे 

 
3.2.2 ितरपाभार (Inclined load):- 
जेʬा भार (Load) एका िबंदूवर ितरपा कŐ ūीत केĖेĖा अथवा कायŊ करत असतो तेʬा ȑाĖा ितरपा 
भार (Inclined load) मानĖे जाते. 
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3.2.3 एकसमान िवतįरत लोड (Uniformly Distributed Load):- बीमवर पसरĖेĖा भार अěा 
रीतीने पसरĖेĖा असतो की बीमची Ůȑेक एकक Ėांबी समान तीŴतेने Ėोड केĖी जाते, ȑाĖा 
एकसमान िवतįरत भार (Load) असे ʉणतात. 
या Ėोड चे एकक N/m िकंवा KN/m असे आहे 

 
 

एकसमान िवतįरत भाराचे (Load) कŐ ūीत भारात (Load) ŝपांतर करणे (EquivalentPoint Load) :- 

 
एकसमान िवतįरत भाराचे (Load) कŐ ūीत भारात (Load) ŝपांतर करतांना एकसमान िवतįरत भाराची  
(Load) (udl)ची तीŴता आिण एकसमान िवतįरत भार  (Load) पसरĖेĖी Ėांबी यांचे गुणोȅर ƽावे.  
  W = w x L  
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बदĖ केĖेĖे एकसमान िवतįरत भार (Load) पसरĖेĖ्या Ėांबीǉा (L) मȯिबंदूवर (L/2) कायŊ 
करतात.  
3.2.4 एकसमान िभɄ भार (Uniformly varying load):- जो भार (Load) बीमवर अěा रीतीने 
पसरĖेĖा असतो की ȑाची तीŴता Ůȑेक एकक Ėांबीवर एकसमान बदĖते ȑाĖा एकसमान िभɄ 
भार (Load) ʉणतात. 

 
या Ůकारामȯे जेʬा एका टोकाĖा भार ěूɊ असतो आिण दुस̴ या टोकापयōत एकसमान वाढतो तेʬा 
ȑाĖा िũकोणी भार (Triangular Load) असे ʉणतात. 

 
 
3.3 कतŊन बल (Shear Force):- हा बीमǉा Ėांबीचा िवचार करता कुठĖ्याही एका िबंदु वरती 
कापĖेĖ्या (Cut) भागाǉा डावीकडे िकंवा उजवीकडे कायŊ करणा̴या उɷा बĖांची (Vertical 
Forces) बीजगिणतीय बेरीज (algebraic sum) असतो. 
कतŊन बल (Shear Force) हा SF अथवा S अथवा F अथवा V या अƗरांȪारे दěŊिवĖा जातो.  
कतŊन बĖ (Shear Force)चे एकक हे: N िकंवा KN. 
 
 
Sign Convention 

कतŊन बलिवचारात घेता छेदरेषा (Section) ǉाउजʩा बाजूचा बĖ (Force) खाĖǉा िदěेने जात 
असेĖ व डाʩा बाजूचा बĖ (Force) वरǉा िदěेने जात असेĖ तर कतŊन बलअिधक ʉणजेच (+ve) 
िवचारात ƽावा. 
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आिण 

कतŊन बलिवचारात घेता छेदरेषा (Section) ǉाउजʩा बाजूचा बĖ (Force) वरǉा िदěेने जात असेĖ 
व डाʩा बाजूचा बĖ (Force) खाĖǉा िदěेने जात असेĖ तर कतŊन बलवजा ʉणजेच (-ve) िवचारात 
ƽावा. 

 
3.3.1 मोमŐट (Moment):- ʉणजेच बीमǉा Ėांबीचा िवचार करता कुठĖ्याही एका िबंदु वरती बĖ 
कायाŊİɋत असĖ्यास, एखाȨा िबंदूǉा िठकाणी िकती मोमŐट झाĖा आहे असे िवचारात घेǻासाठी बĖ 
कायाŊİɋत असĖेĖ्या िबंदुपासुनचे सरĖ रेषेतीĖ ȑा िबंदूचे अंतर व बĖ यांचा गुणाकार ʉणजेच 
मोमŐट होय.  

 
िबंदु A ǉा िठकाणी असणारीमोमŐट = बĖ x अंतर (िबंदु A पासून िबंदु C चे अंतर) 
Momentat A =MA= P (L/2) 
3.3.2 बŐिडंग मोमŐट (Bending moment):-ʉणजेच बीमǉा Ėांबीचा िवचार करता कुठĖ्याही एका 
िकंवा अिधक िबंदु वरती बĖ कायाŊİɋत असĖ्यास, एखाȨा छेद िबंदूǉा िठकाणी िकती बŐिडंग मोमŐट 
तयार झाĖा आहे असे िवचारात घेǻासाठी छेद िब̢दुǉा डाʩा बाजूĖा तयार होणारी मोमŐट 
अथवाउजʩा बाजूĖा तयार होणारी मोमŐट यांǉा बीजगिणतीय बेरीज (Algebraic sum) ʉणजेच 
बŐिडंग मोमŐट होय.  
बŐिडंग मोमŐट चे एकक हे: N.m.िकंवा KN.m. 
बŐिडंग मोमŐट (BendingMoment)हा BMअƗरांȪारे दěŊिवĖा जातो.  
Sign Convention:-  

जर बीम वरǉा िदěेने वाकत असेĖ तर बŐिडंग मोमŐट हा अिधक  (+ve) असतो ȑास Sagging असे 
ʉणतात. ʉणजेच जर बीमǉा वरǉा भागाĖा दबाव (Compression) आिण बीमǉा खाĖǉा 
भागाĖा तणाव (Tension) असेĖतर बŐिडंग मोमŐट हा अिधक  (+ve) असतो. 
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आिण  
जर बीम वरǉा खाĖǉा िदěेने  वाकत असेĖ तर बŐिडंग मोमŐट हा ऋण (-ve) असतो ȑास 
Hogging असे ʉणतात, ʉणजेच जर बीमǉा वरǉा भागाĖा तणाव (Tension) आिण बीमǉा 
खाĖǉा भागाĖा दबाव (Compression) असेĖतर बŐिडंग मोमŐट हा ऋण (-ve) असतो. 

 
3.3.3 कतŊन बल आकृती (Shear Force Diagram):-बीमǉा Ėांबीसह कतŊन बĖाची (Shear 
Force) िभɄता दěŊिवणा̴या आकृतीĖा कतŊन बĖ आकृती (SFD) असे ʉणतात. 
3.3.4 बŐिडंग मोमŐट आकृती (Bending Moment Diagram):-बीमǉा Ėांबीसह बŐिडंग मोमŐटची 
िभɄता दěŊिवणा̴या आकृतीĖा बŐिडंग मोमŐट आकृती (BMD) असे ʉणतात. 
 
3.3.5 बĖ, कतŊन बल आिण बŐिडंग मोमŐटयांǉा मधीĖ संबंध:- 
(RELATION BETWEEN LOAD, SF and BM):- 

खाĖी दěŊवĖेĖी आकृती सामाɊ Ůकारǉा बĖाǉा (Loading) अधीन असĖेĖा साȯा आधाराचा 
बीम (Simply Supported Beam) दěŊवते. आकृȅीमȯे दाखवĖ्याŮमाणे x-x आिण x1 -x1 या दोन 
छेदांमधीĖ Ėांबीचा ʉणजेच 'dx'या  घटकाचा िवचार करा. 
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िबंदु 'O'Ėा मोमŐट घेतĖी  
- M + (M+dM) – V.dx – w.dx.dx/2 = 0 
[या िठकाणी M हा वजा (-ve) घेतĖा कारण तो घǰाळाǉा काǨाǉा उĖट िदěेने िफरत आहे 
तसेच,(M+dM) हा अिधक (+ve) घेतĖा कारण तो घǰाळाǉा काǨाǉा िदěेने िफरत आहे व,V 
आिण dx यांचा गुणाकार घेतĖा (बĖ xअंतर) ʉणजेच Vया बĖाचा ‘O’या िबंदूवर मोमŐट घेतĖा आिण 
ȑाĖा वजा (-ve)घेतĖा कारण तो घǰाळाǉा काǨाǉा उĖट िदěेने िफरत आहे, आिण wही 
u.d.l.ची तीŴता असĖ्या कारणाने ȑाचे बĖामȯे ŝपांतर करǻासाठी Ėांबीने गुणाकार केĖा 
ʉणजेच (w.dx) आिण (w.dx) या बĖाचा ‘O’या िबंदूवर मोमŐट घेǻासाठी (dx/2) या अंतराने गुणिवĖे 
ʉणजेच w.dx.(dx/2) व ȑाĖा वजा (-ve)घेतĖा कारण तो घǰाळाǉा काǨाǉा उĖट िदěेने 
िफरत आहे.]  
- M + M+dM – V.dx – w.dx2/2 = 0--------- (जाˑ घातांक असĖेĖ्या Ėहान Ůमाणाकडे 
दुĖŊ Ɨ केĖे) 

dM – V.dx= 0 
dM = V.dx 

dM/dx = V------अंतराǉा संदभाŊत बŐिडंग मोमŐटǉा  बदĖाचा दर कतŊन बĖाǉा बरोबरीचा आहे.  
हा कतŊन बĖ  (Shear Force) आिण बŐिडंग मोमŐट (Bending moment) यांǉा मधीĖ संबंध आहे . 
समतोĖ (Equilibrium) समीकरण ĖƗात घेता, 
ΣFy = 0 (+ve,        -ve) 
- V + (V+dV) – w dx = 0 
[ वरीĖ समीकरणामȯे उɷा बĖांची समतोĖ समीकरणानुसार बेरीज केĖी . यामȯे v हा बĖ 
खाĖƐा िदěेने जात असĖ्या कारणाने वजा (-ve) घेतĖा व (V+dV) हा बĖ वरǉा िदěेने जात 
असĖ्या कारणाने अिधक (+ve) घेतĖा आिण w तीŴता असĖेĖा u.d.l. ȑा िठकाणी आहे ȑाचे बĖा 
मȯे ŝपांतर करǻासाठी तो जेवǳा Ėांबी वर पसरĖेĖा आहे ȑा Ėांबी ने ȑाĖा गुणिवĖे ʉणजेच 
(Intensity of load x Distance) w dx व हा बĖ खाĖƐा िदěेने जात असĖ्या कारणाने वजा  (-
ve) घेतĖा.] 

- V + V+dV – w dx = 0 
dV= w dx  
dV/dx = w   ----------कतŊन बĖाǉा बदĖाचा दर Ėोिडंगǉा तीŴते इतका असतो. 

हा कतŊन बĖ (Shear Force) आिण बĖ तीŴतेचा हा संबंध आहे. 
ʉणून, 

बĖ (Load) = w=(dv/dx) =(df/dx) 



Strength of Materials (313308) सामŤीची ताकद (३१३३०८) 

 

Maharashtra State Board Of Technical Education. 111 

 

कतŊन बĖ (Load)  (Shear Force) = SF =dM/dx  
3.3.6 कतŊन बĖ आिण बŐिडंग मोमŐट आकृती काढायचे िनयम:- 

1. कतŊन बĖ आिण बŐिडंग मोमŐट आकृती रेखाटताना अिधक (+ve) संƥा तळ रेषेǉा (Base 
Line) वर मांडाʩा व वजा (-ve) संƥा तळ रेषेǉा (baseline) खाĖी  मांडाʩा.  

2. दोन िबंदूमȯे बĖ (Load) नसेĖ तर ȑा िठकाणी कतŊन बĖ ची संƥा बदĖत नाही आिण ȑा 
िठकाणी कतŊन बĖ आकृती आडवी रेषा (Horizontal line) येते .  

3. जर ȑा िठकाणी उभा बĖ िकंवा उभी ŮितिŢया (Reaction) असेĖ तर ȑा िठकाणी कतŊन 
बĖ ताबडतोब कमी िकंवा जाˑ होतो व तो बĖाǉा िदěेनुसार बदĖतो. 

4. कतŊन बĖ चा Ėांबी नुसार बदĖाव हा उɷा बĖां (Vertical Force) कįरता आडवी रेषा 
(Horizontal line) असतो तर एकसमान िवतįरत लोड (Uniformly Distributed Load) 
साठी ितरपी रेषा (straight inclined line) असतो. 

5. बŐिडंग मोमŐटचा Ėांबी नुसार बदĖाव हा उɷा बĖां (Vertical Force) कįरता ितरपी रेषा 
(straight inclined line) असतो तर एकसमान िवतįरत लोड (Uniformly Distributed 
Load) साठी वŢ(Curve) पॅराबोĖीक (Parabolic) असतो. 

6. िसंपली सपोटőड बीमǉा दोन आधारांवर (Support) बŐिडंग मोमŐट (BM) शूɊ नेहमीच असतो.  
7. कॅȴीĖीवर बीमǉा आधार नसĖेĖ्या टोकाĖा (Free End) बŐिडंग मोमŐट (BM) शूɊ नेहमीच 

असतो. 
8. ओवर हंॅग बीमǉा आधार नसĖेĖ्या टोकाĖा (Free End) व Ǜा आधारावर बीम पुढे 

सरकĖेĖी नाही अ̼या टोकाĖा बŐिडंग मोमŐट नेहमीच (BM) शूɊ असतो. 
9. Ǜा िबंदूवर कतŊन बĖ (Load) (िěअर फोसŊ) ěूɊ (Zero) असतो अ̼या िबंदूवर बŐिडंग मोमŐट 

(BM) सवाŊत जाˑ असतो.  
3.3.7कॉȴŌ ा िěअर िबंदू (Pointof contra Shear):- िěअरफोसŊ आकृतीमȯे, Ǜा िबंदूवर 
िěअरफोसŊ ȑाचे िचɎ अिधक(+ve) ते वजा(-ve) िकंवा वजा(-ve) ते अिधक(+ve) बदĖते ȑा 
िबंदूĖा कॉȴŌ ा िěअर िबंदू असे ʉणतात. 
या िबंदूवर बŐिडंग मोमŐट हा सवाŊत जाˑ असतो.   
3.3.8 कॉȴŌ ा ɣेƛर िबंदू (Point of contra flexure):- बŐिडंग मोमŐट आकृतीमȯे, Ǜा िबंदूवर 
बŐिडंग मोमŐट ȑाचे िचɎ अिधक(+ve) ते वजा(-ve) िकंवा वजा(-ve) ते अिधक(+ve) बदĖते ȑा 
िबंदूĖा कॉȴŌ ा ɣेƛर िबंदू असे ʉणतात. 
हा एक असा िबंदू आहे िजथे बीम उĖट िदěेने वाकतो. हा असा  िबंदू आहे Ǜावर बीमची वŢता 
बदĖते. 
या िबंदूवर बŐिडंग मोमŐट हा ěूɊ (Zero) असतो.   
 
3.4 Ůकार-1 
िसंपली सपोटőड बीमवर कŐ िūत भार/बĖ (Concentrated load) येत असताना.  
उदा. Ţ . 1  खाĖीĖ आकृती मȯे िसंपली सपोटőड बीम Ǜाची Ėांबी (span) ‘L’मीटर आहे व ȑावर 
‘W’KNचा कŐ िūत भार(Concentrated load) बीमǉा मधोमद Ėागू होत असतीĖ तर ȑा साठी कतŊन 
बĖ आिण बŐिडंग मोमŐट आकृती काढा.  
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उȅर:-  
पायरी (1) :- ŮितिŢया (Reaction) ěोधणे.  

 
समतोĖ अटी (Equilibrium equation) Ėागू कŝन सपोटŊǉा ŮितिŢया ěोधĖ्या जाऊ ěकता.  
ΣFy = 0--------बĖांǉा सवŊ घटकांची बीजगणीतीय बेरीज ěूɊ असणे अव̼यक आहे. 
Sign Convention:-  

 
RA-W+RB=0 
RA +RB=W………………..समीकरण (1)  
ΣMA = 0…………………..िबंदू Aभोवती मोमŐट घेतĖ्या नंतर  

घǰाळाǉा काǨाǉा िदěेने (Clockwise)मोमŐट िफरत असेĖ तर अिधक (+ve) आिण 
घǰाळाǉा काǨाǉा उĖट िदěेने (Anticlockwise) मोमŐट िफरत असेĖ तर वजा (-ve). 

RAx 0 +Wx (L/2)-RBx L =0 
WL/2=RBx L 
WL/2=RBx L 
W/2=RB 
RB= W/2 
RB= W/2हा समीकरण (1) मधे टाकून RAěोधĖा जाऊ ěकतो.  
RA + W/2=W 
RA =W- W/2 
RA =W/2 

पायरी (2) :- कतŊन बĖ (Shear Force) ěोधणे.  
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Sign Convention:-छेदाǉा उजʩा बाजूचा बĖ (Load) खाĖǉा िदěेने जात असेĖ व डाʩा 
बाजूचा बĖ (Load) वरǉा िदěेने जात असेĖ तर अिधक (+ve) ƽायचा आिण छेदाǉा उजʩा 
बाजूचा बĖ (Load) वरǉा िदěेने जात असेĖ व डाʩा बाजूचा बĖ (Load) खाĖǉा िदěेने जात 
असेĖ तर वजा(-ve) ƽायचा. 

 
(SFA)L= ʉणजेच िबंदू A ǉा डाʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFA)L=0  
(SFA)R= ʉणजेच िबंदू A ǉा उजʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFA)R=+RA 
(SFA)R=+W/2 
(SFC)L= ʉणजेच िबंदू C ǉा डाʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFC)L= +RA=+W/2 
(SFC)R= ʉणजेच िबंदू C ǉा उजʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFC)R= +RA–W = +W/2–W 
(SFC)R= -W/2 
(SFB)L= ʉणजेच िबंदू B ǉा डाʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFB)L=+RA–W  =  +W/2–W 
(SFB)L= -W/2 
(SFB)R= ʉणजेच िबंदू B ǉा उजʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFB)R==+RA–W + RB 

(SFB)R=+W/2–W+W/2 
(SFB)R=0  

पायरी (3) :- बŐिडंग मोमŐट (BM) ěोधणे.  
Sign Convention:-  

जर बीम वरǉा िदěेने वाकत असेĖ तर बŐिडंग मोमŐट हा अिधक  (+ve) असतो ȑासSaggingअसे 
ʉणतात. िकंवा जर बीमǉा वरǉा भागाĖा दबावात (Compression)आिण बीमǉा खाĖǉा 
भागाĖा तणावात (Tension) ठेवत असेĖ. 

 
आिण  
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जर बीम वरǉा खाĖǉा िदěेने  वाकत असेĖ तर बŐिडंग मोमŐट हा अिधक  (-ve) असतो ȑास 
Hogging असे ʉणतात. िकंवा जर बीमǉा वरǉा भागाĖा तणावात (Tension) आिण बीमǉा 
खाĖǉा भागाĖा दबावामȯे (Compression)ठेवत असेĖ. 

 
 (BM)C= ʉणजेच िबंदू C वर बŐिडंग मोमŐट  
(BM)C=+RAx(L/2) ................... िबंदू C ǉा कोणȑाही एका बाजूने Ėƙात घेऊ 
ěकता  
(BM)C=+(W/2)x(L/2) 
(BM)C=+WL/4 
(BM)A=(BM)B= 0 ........... िसंपली सपोटőड बीमǉा दोन आधारांवर (Support) 
बŐिडंग मोमŐट (BM)नेहमीच शूɊ असतो.  
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ʉणून सवŖǄ िěअर फोसŊ (Max.SF)=W/2 
सवŖǄ बŐिडंग मोमŐट (Max.BM)=WL/4 
उदा. Ţ . 2   खाĖीĖ आकृती मȯे िसंपली सपोटőड बीम Ǜाची Ėांबी (span) ‘4’मीटर आहे व ȑावर 
‘10’KNचा कŐ िūत भार(Concentrated load) बीमǉा मधोमद Ėागू होत आहे तर ȑा साठी कतŊन 
बĖ आिण बŐिडंग मोमŐट आकृती काढा.  

 
उȅर:-  
पायरी (1) :- ŮितिŢया (Reaction) ěोधणे.  
समतोĖ अटी Ėागू कŝन सपोटŊǉा ŮितिŢया ěोधĖ्या जाऊ ěकता.  
ΣFy = 0  --------बĖांǉा सवŊ घटकांची बीजगणीतीय बेरीज ěूɊ असणे अव̼यक आहे . 
Sign Convention:-  

 
RA-10+RB=0 
RA +RB=10………………..समीकरण (1)  
ΣMA = 0…………………..िबंदू Aभोवती मोमŐट घेतĖ्या नंतर  

घǰाळाǉा काǨाǉा िदěेने (Clockwise)मोमŐट िफरत असेĖ तर अिधक (+ve) आिण 
घǰाळाǉा काǨाǉा उĖट िदěेने (Anticlockwise) मोमŐट िफरत असेĖ तर वजा (-ve). 

RAx 0 +10x2-RBx 4 =0 
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10x2=RBx 4 
20=RBx 4 
20/4=RB 
RB= 5KN 
RB= 5 KNहा समीकरण (1) मधे टाकून RAěोधĖा जाऊ ěकतो.  
RA + 5=10 
RA =10- 5 
RA =5KN 

पायरी (2) :- कतŊन बĖ (Shear Force) ěोधणे.  
Sign Convention:- छेदाǉा उजʩा बाजूचा बĖ (Load) खाĖǉा िदěेने जात असेĖ व डाʩा 
बाजूचा बĖ (Load) वरǉा िदěेने जात असेĖ तर अिधक (+ve) ƽायचा आिण छेदाǉा उजʩा 
बाजूचा बĖ (Load) वरǉा िदěेने जात असेĖ व डाʩा बाजूचा बĖ (Load) खाĖǉा िदěेने जात 
असेĖ तर वजा(-ve) ƽायचा. 

 
(SFA)L= ʉणजेच िबंदू A ǉा डाʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFA)L=0  
(SFA)R= ʉणजेच िबंदू A ǉा उजʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFA)R=+RA 
(SFA)R=+5 KN 
(SFC)L= ʉणजेच िबंदू Cǉा डाʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFC)L= +RA=+5 KN 
(SFC)R= ʉणजेच िबंदू Cǉा उजʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFC)R= +RA– 10  = 5 – 10  
(SFC)R= -5 KN 
(SFB)L= ʉणजेच िबंदू B ǉा डाʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFB)L= +RA– 10  =  5  – 10  
(SFB)L= -5 KN 
(SFB)R= ʉणजेच िबंदू B ǉा उजʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFB)R==+RA– 10 +RB 

(SFB)R=+5  – 10 + 5  
(SFB)R=0  
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पायरी (3) :- बŐिडंग मोमŐट (BM) ěोधणे.  
Sign Convention:-  

जर बीम वरǉा िदěेने वाकत असेĖ तर बŐिडंग मोमŐट हा अिधक  (+ve) असतो ȑासSaggingअसे 
ʉणतात. िकंवा जर बीमǉा वरǉा भागाĖा दबावात (Compression)आिण बीमǉा खाĖǉा 
भागाĖा तणावात (Tension) ठेवत असेĖ.)  

 
आिण  
जर बीम वरǉा खाĖǉा िदěेने  वाकत असेĖ तर बŐिडंग मोमŐट हा अिधक  (-ve) असतो 
ȑासHoggingअसे ʉणतात.िकंवा जर बीमǉा वरǉा भागाĖा तणावात (Tension) आिण बीमǉा 
खाĖǉा भागाĖा दबावामȯे (Compression)ठेवत असेĖ. 

 
 (BM)C= ʉणजेच िबंदू C वर बŐिडंग मोमŐट  
(BM)C=+RAx2  ................... िबंदू C ǉा कोणȑाही एका बाजूने Ėƙात घेऊ ěकता  
(BM)C=+5 x 2    
(BM)C=+10 KNm 
(BM)A=(BM)B= 0 ........... िसंपली सपोटőड बीमǉा दोन आधारांवर (Support) बŐिडंग मोमŐट 
(BM)शूɊ असतो.  
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तपासणी (Check):- सदरीĖ तपासणी (Check) फƅ िवȨाȚाōǉा मिहतीकįरता आहे परीƗेत 
िĖिहǻाची आव̼यकता नाही. 

सवŖǄ िěअर फोसŊ(Max.SF)=W/2 = 10/2 = 5 KN  
सवŖǄ बŐिडंग मोमŐट (Max.BM)=WL/4 = (10x4)/ 4 = 10 KN.m 

3.4 Ůकार-2 
िसंपली सपोटőड बीमवर िविƗɑ भार/बĖ (Eccentric load) येत असताना.  
उदा. Ţ . 1   खाĖीĖ आकृती मȯे िसंपली सपोटőड बीम Ǜाची Ėांबी (Span) ‘L’मीटर आहे व ȑावर 
‘W’KNचा िविƗɑ भार/बĖ(Eccentric load) बीमǉा Aआधारपासून (Support) a अंतरावर Ėागू 
होत आहे तर ȑा साठी कतŊन बĖ आिण बŐिडंग मोमŐट आकृती काढा. 
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उȅर:-  
पायरी (1) :- ŮितिŢया (Reaction) ěोधणे.  
समतोĖ अटी Ėागू कŝन सपोटŊǉा ŮितिŢया ěोधĖ्या जाऊ ěकता.  
ΣFy = 0  --------बĖांǉा सवŊ घटकांची बीजगणीतीय बेरीज ěूɊ असणे अव̼यक आहे . 
Sign Convention:-  

 
RA-W+RB=0 
RA +RB=W………………..समीकरण (1)  
ΣMA = 0…………………..िबंदू A भोवती मोमŐट घेतĖ्या नंतर  
घǰाळाǉा काǨाǉा िदěेने (Clockwise) मोमŐट िफरत असेĖ तर अिधक (+ve) आिण 
घǰाळाǉा काǨाǉा उĖट िदěेने (Anticlockwise) मोमŐट िफरत असेĖ तर वजा (-ve).  
RAx 0 +Wxa-RBxL=0 
Wxa=RBx L 
Wa/L=RB 
RB= Wa/L  KN 
RB= Wa/Lहा समीकरण (1) मधे टाकून RAěोधĖा जाऊ ěकतो. 
RA + Wa/L =W 
RA =W– (Wa/L) 
RA=[WL–Wa]/L 
RA =W[L–a]/L----------------- [या िठकाणी आपण (L-a) = b असे ʉणू ěकतो] 
RA =Wb/L 
RA =Wb/L     KN 

पायरी (2) :- कतŊन बĖ  (Shear Force) ěोधणे.  
Sign Convention:-छेदाǉा उजʩा बाजूचा बĖ (Load) खाĖǉा िदěेने जात असेĖ व डाʩा 
बाजूचा बĖ (Load) वरǉा िदěेने जात असेĖ तर अिधक (+ve) ƽायचा आिण छेदाǉा उजʩा 
बाजूचा बĖ (Load) वरǉा िदěेने जात असेĖ व डाʩा बाजूचा बĖ (Load) खाĖǉा िदěेने जात 
असेĖ तर वजा  (-ve) ƽायचा. 
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(SFA)L= ʉणजेच िबंदू A ǉा डाʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFA)L=0  
(SFA)R = ʉणजेच िबंदू A ǉा उजʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFA)R=+RA 
(SFA)R=+ Wb/L KN 
(SFC)L= ʉणजेच िबंदू C ǉा डाʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFC)L= +RA=+ Wb/L KN 
(SFC)R= ʉणजेच िबंदू C ǉा उजʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFC)R= +RA–W  = Wb/L–W 
(SFC)R= [Wb–WL]/L 
(SFC)R= W [b–L]/L----------------- [या िठकाणी आपण (b-L) = a असे ʉणू ěकतो] 
(SFC)R=-Wa/L 
(SFB)L= ʉणजेच िबंदू B ǉा डाʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFB)L=+RA–W  = Wb/L–W 
(SFB)L=[Wb–WL]/L 
(SFB)L= W [b–L]/L----------------- [या िठकाणी आपण (b-L) = a असे ʉणू ěकतो] 
(SFB)L=-Wa/L 
(SFB)R= ʉणजेच िबंदू B ǉा उजʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFB)R==+RA–W + RB 

(SFB)R=+Wb/L–W+Wa/L 
(SFB)R=+Wb/L+Wa/L–W 
(SFB)R=(W/L) [b+a]–W -------------[या िठकाणी आपण (b+a) = L असे ʉणू ěकतो] 
(SFB)R=(W/L)L–W 
(SFB)R=W–W 
(SFB)R=0  

पायरी (3) :- बŐिडंग मोमŐट (BM) ěोधणे.  
Sign Convention:-  

जर बीम वरǉा िदěेने वाकत असेĖ तर बŐिडंग मोमŐट हा अिधक  (+ve) असतो ȑासSaggingअसे 
ʉणतात. (िकंवा जर बीमǉा वरǉा भागाĖा दबावात (Compression)आिण बीमǉा खाĖǉा 
भागाĖा तणावात (Tension) ठेवत असेĖ.)  



Strength of Materials (313308) सामŤीची ताकद (३१३३०८) 

 

Maharashtra State Board Of Technical Education. 121 

 

 
आिण  
जर बीम वरǉा खाĖǉा िदěेने  वाकत असेĖ तर बŐिडंग मोमŐट हा अिधक  (-ve) असतो 
ȑासHoggingअसे ʉणतात.. (िकंवा जर बीमǉा वरǉा भागाĖा तणावात (Tension) आिण बीमǉा 
खाĖǉा भागाĖा दबावामȯे (Compression)ठेवत असेĖ.) 

 
 (BM)C= ʉणजेच िबंदू C वर बŐिडंग मोमŐट  
(BM)C=+RAx a  ................... िबंदू C ǉा कोणȑाही एका बाजूने Ėƙात घेऊ ěकता  
(BM)C=+(Wb/L) x a 
(BM)C=+Wab/L KNm 
(BM)A=(BM)B= 0 ........... िसंपली सपोटőड बीमǉा दोन आधारांवर (Support) बŐिडंग मोमŐट 
(BM) नेहमीच शूɊ असतो.  

 
 



Strength of Materials (313308) सामŤीची ताकद (३१३३०८) 

 

Maharashtra State Board Of Technical Education. 122 

 

 

 
ʉणून  
सवŖǄ बŐिडंग मोमŐट (Max.BM)=Wab/L 
 
उदा. Ţ . 2   खाĖीĖ आकृती मȯे िसंपली सपोटőड बीम Ǜाची Ėांबी (span) ‘6 ’मीटर आहे व ȑावर 
‘30’KNचा कŐ िūत भार(Concentrated load) बीमǉा A आधारपासून (सपोटŊ पासून) 2 m अंतरावर  
Ėागू होत आहे तर ȑा साठी कतŊन बĖ आिण बŐिडंग मोमŐट आकृती काढा. 

 
उȅर:-  
पायरी (1) :- ŮितिŢया (Reaction) ěोधणे.  
समतोĖ अटी Ėागू कŝन सपोटŊǉा ŮितिŢया ěोधĖ्या जाऊ ěकता.  
ΣFy = 0  --------बĖांǉा सवŊ घटकांची बीजगणीतीय बेरीज ěूɊ असणे अव̼यक आहे . 
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Sign Convention:-  

 
RA-30+RB=0 
RA +RB=30………………..समीकरण (1)  
ΣMA = 0…………………..िबंदू A भोवती मोमŐट घेतĖ्या नंतर  
घǰाळाǉा काǨाǉा िदěेने (Clockwise) मोमŐट िफरत असेĖ तर अिधक (+ve) आिण 
घǰाळाǉा काǨाǉा उĖट िदěेने (Anticlockwise) मोमŐट िफरत असेĖ तर वजा (-ve).  

RAx 0 +30x 2 -RBx 6  =0 
30x2=RBx 6 
60=RBx 6 
60/6=RB 
RB= 10KN 
RB= 10 KNहा समीकरण (1) मधे टाकून RAěोधĖा जाऊ ěकतो. 
RA + 10=30 
RA =30- 10 
RA =20KN 

पायरी (2) :- कतŊन बĖ (Shear Force) ěोधणे.  
Sign Convention:-छेदाǉा उजʩा बाजूचा बĖ (Load) खाĖǉा िदěेने जात असेĖ व डाʩा 
बाजूचा बĖ (Load) वरǉा िदěेने जात असेĖ तर अिधक (+ve) ƽायचा आिण छेदाǉा उजʩा 
बाजूचा बĖ (Load) वरǉा िदěेने जात असेĖ व डाʩा बाजूचा बĖ (Load) खाĖǉा िदěेने जात 
असेĖ तर वजा  (-ve) ƽायचा. 

 
(SFA)L= ʉणजेच िबंदू A ǉा डाʩा बाजूĖा कतŊनबल (Shear Force) 
(SFA)L=0  
(SFA)R = ʉणजेच िबंदू A ǉा उजʩा बाजूĖा कतŊन बल(Shear Force) 
(SFA)R=+RA 
(SFA)R=+20 KN 
(SFC)L= ʉणजेच िबंदू C ǉा डाʩा बाजूĖा कतŊनबल (Shear Force) 
(SFC)L= +RA=+20 KN 
(SFC)R= ʉणजेच िबंदू C ǉा उजʩा बाजूĖा कतŊन बल (Shear Force) 
(SFC)R= +RA– 30  = 20 – 30 
(SFC)R=- 10 KN 
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(SFB)L= ʉणजेच िबंदू B ǉा डाʩा बाजूĖा कतŊन बल(Shear Force) 
(SFB)L=+RA– 30  =  20 – 30  
(SFB)L=- 10 KN 
(SFB)R= ʉणजेच िबंदू B ǉा उजʩा बाजूĖा कतŊन बल(Shear Force)कतŊन बĖ  
(ShearForce) 
(SFB)R==+RA– 30 + RB 

(SFB)R=+20  – 30 + 10  
(SFB)R=0  

पायरी (3) :- बŐिडंग मोमŐट (BM) ěोधणे. 
Sign Convention:-  

जर बीम वरǉा िदěेने वाकत असेĖ तर बŐिडंग मोमŐट हा अिधक  (+ve) असतो ȑासSaggingअसे 
ʉणतात. (िकंवा जर बीमǉा वरǉा भागाĖा दबावात (Compression)आिण बीमǉा खाĖǉा 
भागाĖा तणावात (Tension)ठेवत असेĖ.)  

 
आिण  
जर बीम वरǉा खाĖǉा िदěेने  वाकत असेĖ तर बŐिडंग मोमŐट हा अिधक  (-ve) असतो 
ȑासHoggingअसे ʉणतात.. (िकंवा जर बीमǉा वरǉा भागाĖा तणावात (Tension)आिण बीमǉा 
खाĖǉा भागाĖा दबावामȯे (Compression)ठेवत असेĖ.) 

 
 (BM)C= ʉणजेच िबंदू C वर बŐिडंग मोमŐट  
(BM)C=+RAx 2  ................... िबंदू C ǉा कोणȑाही एका बाजूने Ėƙात घेऊ ěकता  
(BM)C=+20 x 2    
(BM)C=+40 KNm 
(BM)A=(BM)B= 0 ........... िसंपली सपोटőड बीमǉा दोन आधारांवर (Support) बŐिडंग 
मोमŐट (BM) शूɊ असतो.  



Strength of Materials (313308) सामŤीची ताकद (३१३३०८) 

 

Maharashtra State Board Of Technical Education. 125 

 

 

 
तपासणी (Check):- सदरीĖ तपासणी (Check) फƅ िवȨाȚाōǉा मिहतीकįरता आहे परीƗेत 
िĖिहǻाची आव̼यकता नाही. 
सवŖǄ बŐिडंग मोमŐट (Max.BM)=Wab/L = (30x2x4)/6= 40 KN.m 
उदा. Ţ . 4   खाĖीĖ आकृती मȯे िसंपली सपोटőड बीम Ǜाची Ėांबी (span) ‘5 ’मीटर आहे व 
ȑावर ‘30’KN चा कŐ िūत भार(Concentrated load) बीमǉा A आधारपासून (सपोटŊ पासून) 2 m 
अंतरावरवर  Ėागू होत आहेआिण ‘10’KN चा कŐ िūत भार(Concentrated load) बीमǉा A 
आधारपासून (सपोटŊ पासून) 3 m अंतरावरवर  Ėागू होत आहे तर ȑा साठी िěअरफोसŊ आिण बŐिडंग 
मोमŐट आकृती काढा. 
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उȅर:-  
पायरी (1) :- ŮितिŢया (Reaction) ěोधणे.  
समतोĖ अटी Ėागू कŝन सपोटŊǉा ŮितिŢया ěोधĖ्या जाऊ ěकता.  
ΣFy = 0  --------बĖांǉा सवŊ घटकांची बीजगणीतीय बेरीज ěूɊ असणे अव̼यक आहे . 
Sign Convention:-  

 
RA-30-10 +RB=0 
RA +RB=40………………..समीकरण (1)  
ΣMA = 0…………………..िबंदू A भोवती मोमŐट घेतĖ्या नंतर  
घǰाळाǉा काǨाǉा िदěेने (Clockwise) मोमŐट िफरत असेĖ तर अिधक (+ve) आिण 
घǰाळाǉा काǨाǉा उĖट िदěेने (Anticlockwise) मोमŐट िफरत असेĖ तर वजा (-ve).  
RAx 0 +30x2+10x3 -RBx 5  =0 
30x2+10x 3 =RBx 5  
90=RBx 5 
90/5 =RB 
RB= 18 KN 
RB= 18 KNहा समीकरण (1) मधे टाकून RAěोधĖा जाऊ ěकतो. 
RA + 18 =40 
RA =40- 18 
RA =22KN 

पायरी (2) :- कतŊन बĖ (Shear Force) ěोधणे.  
Sign Convention:-छेदाǉा उजʩा बाजूचा बĖ (Load) खाĖǉा िदěेने जात असेĖ व डाʩा 
बाजूचा बĖ (Load) वरǉा िदěेने जात असेĖ तर अिधक (+ve) ƽायचा आिण छेदाǉा उजʩा 
बाजूचा बĖ (Load) वरǉा िदěेने जात असेĖ व डाʩा बाजूचा बĖ (Load) खाĖǉा िदěेने जात 
असेĖ तर वजा  (-ve) ƽायचा. 
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(SFA)L= ʉणजेच िबंदू A ǉा डाʩा बाजूĖा कतŊन बल(Shear Force) 
(SFA)L=0  
(SFA)R = ʉणजेच िबंदू A ǉा उजʩा बाजूĖा कतŊन बल(Shear Force) 
(SFA)R=+RA 
(SFA)R=+22 KN 
(SFC)L= ʉणजेच िबंदू C ǉा डाʩा बाजूĖा कतŊन बल(Shear Force) 
(SFC)L= +RA=+22 KN 
(SFC)R= ʉणजेच िबंदू C ǉा उजʩा बाजूĖा कतŊन बल(Shear Force) 
(SFC)R= +RA– 30  = 22 – 30 
(SFC)R=-8 KN 
(SFD)L= ʉणजेच िबंदू D ǉा डाʩा बाजूĖाकतŊन बल(Shear Force) 
(SFD)L= +RA- 30= 22 – 30= -8 KN 
(SFD)R= ʉणजेच िबंदू D ǉा उजʩा बाजूĖाकतŊन बल(Shear Force) 
(SFD)R= +RA– 30 - 10   = 22 – 30 -10 = -18 KN 
(SFD)R= -18 KN 
(SFB)L= ʉणजेच िबंदू B ǉा डाʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFB)L=+RA– 30 - 10  =  22– 30 -10 
(SFB)L= -18 KN 
(SFB)R= ʉणजेच िबंदू B ǉा उजʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFB)R==+RA–30 -10 + RB 

(SFB)R=+22– 30 - 10 + 18 
(SFB)R=0  

पायरी (3) :- बŐिडंग मोमŐट (BM)ěोधणे.  
Sign Convention:-  

जर बीम वरǉा िदěेने वाकत असेĖ तर बŐिडंग मोमŐट हा अिधक  (+ve) असतो ȑासSaggingअसे 
ʉणतात. (िकंवा जर बीमǉा वरǉा भागाĖा दबावात (Compression)आिण बीमǉा खाĖǉा 
भागाĖा तणावात (Tension) ठेवत असेĖ.)  

 
आिण  
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जर बीम वरǉा खाĖǉा िदěेने  वाकत असेĖ तर बŐिडंग मोमŐट हा अिधक  (-ve) असतो 
ȑासHoggingअसे ʉणतात.. (िकंवा जर बीमǉा वरǉा भागाĖा तणावात (Tension) आिण बीमǉा 
खाĖǉा भागाĖा दबावामȯे (Compression)ठेवत असेĖ.) 

 
 (BM)C= ʉणजेच िबंदू C वर बŐिडंग मोमŐट  
(BM)C=+RAx 2  ................... िबंदू C ǉा कोणȑाही एका बाजूने Ėƙात घेऊ ěकता  
(BM)C=+22x 2    
(BM)C=+44 KNm 
(BM)D= ʉणजेच िबंदू C वर बŐिडंग मोमŐट  
(BM)D=+RBx 2  ................... िबंदू C ǉा कोणȑाही एका बाजूने Ėƙात घेऊ ěकता  
(BM)D=+18x 2    
(BM)D=+36 KNm 
(BM)A=(BM)B= 0 ........... िसंपली सपोटőड बीमǉा दोन आधारांवर (Support) बŐिडंग 
मोमŐट (BM) शूɊ असतो.  
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3.4 Ůकार-3 
िसंपली सपोटőड बीमवर एकसमान िवतįरत लोड (Uniformly Distributed load) येत असताना.  
उदा. Ţ . 1  खाĖीĖ आकृती मȯे िसंपली सपोटőड बीम Ǜाची Ėांबी (span) ‘L’मीटर आहे व ȑावर 
‘w’ ’KN/m चा एकसमान िवतįरत Ėोड (Uniformly Distributed load)बीमǉा संपूणŊ Ėांबीवर 
Ėागू होत असेĖ तर ȑा साठी कतŊन बĖ आिण बŐिडंग मोमŐट आकृती काढा. 

 
उȅर:-  
पायरी (1) :- ŮितिŢया (Reaction) ěोधणे.  
समतोĖ अटी Ėागू कŝन सपोटŊǉा ŮितिŢया ěोधĖ्या जाऊ ěकता.  
ΣFy = 0--------बĖांǉा सवŊ घटकांची बीजगणीतीय बेरीज ěूɊ असणे अव̼यक आहे. 
Sign Convention:-  

 
RA-(wxL)+RB=0 
RA +RB=wL………………..समीकरण (1)  
ΣMA = 0…………………..िबंदू A भोवती मोमŐट घेतĖ्या नंतर  
घǰाळाǉा काǨाǉा िदěेने (Clockwise)मोमŐट िफरत असेĖ तर अिधक (+ve) आिण 
घǰाळाǉा काǨाǉा उĖट िदěेने (Anticlockwise) मोमŐट िफरत असेĖ तर वजा (-ve).  
RAx 0 +wx L x (L/2)-RBx L =0 
wL2/2=RBx L 
wL2/2=RBx L 
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wL/2=RB 
RB= wL/2 
RB= wL/2हा समीकरण (1) मधे टाकून RAěोधĖा जाऊ ěकतो . 
RA + wL/2=wL 
RA =wL- wL/2 
RA =wL/2 

पायरी (2) :- कतŊन बĖ (Shear Force)ěोधणे.  
Sign Convention:-छेदाǉा उजʩा बाजूचा बĖ (Load) खाĖǉा िदěेने जात असेĖ व डाʩा 
बाजूचा बĖ (Load) वरǉा िदěेने जात असेĖ तर अिधक (+ve) ƽायचा आिण छेदाǉा उजʩा 
बाजूचा बĖ (Load) वरǉा िदěेने जात असेĖ व डाʩा बाजूचा बĖ (Load) खाĖǉा िदěेने जात 
असेĖ तर वजा  (-ve) ƽायचा. 

 
(SFA)L= ʉणजेच िबंदू A ǉा डाʩा बाजूĖा कतŊन बल(Shear Force) 
(SFA)L=0  
(SFA)R = ʉणजेच िबंदू A ǉा उजʩा बाजूĖा कतŊन बल(Shear Force) 
(SFA)R=+RA 
(SFA)R=+wL/2 
(SFC)L= ʉणजेच िबंदू C ǉा डाʩा बाजूĖा कतŊन बल(Shear Force) 
(SFC)L= +RA– w x (L/2)=+wL/2– w x (L/2)=0 
(SFC)R= ʉणजेच िबंदू C ǉा उजʩा बाजूĖा कतŊनबल(Shear Force) 
(SFC)R= +RA– w x (L/2)=+wL/2– w x (L/2) 
(SFC)R= 0 
(SFB)L= ʉणजेच िबंदू B ǉा डाʩा बाजूĖा कतŊन बल(Shear Force) 
(SFB)L=+RA–wL  =  +wL/2 –wL 
(SFB)L= -wL/2 
(SFB)R= ʉणजेच िबंदू B ǉा उजʩा बाजूĖा कतŊनबल(Shear Force) 
(SFB)R==+RA–wL + RB 

(SFB)R=+wL/2 –wL+wL/2 
(SFB)R=0  

पायरी (3) :- बŐिडंग मोमŐट (BM) ěोधणे. 
Sign Convention:-  

जर बीम वरǉा िदěेने वाकत असेĖ तर बŐिडंग मोमŐट हा अिधक  (+ve) असतो ȑासSaggingअसे 
ʉणतात. (िकंवा जर बीमǉा वरǉा भागाĖा दबावात (Compression)आिण बीमǉा खाĖǉा 
भागाĖा तणावात (Tension) ठेवत असेĖ.)  



Strength of Materials (313308) सामŤीची ताकद (३१३३०८) 

 

Maharashtra State Board Of Technical Education. 131 

 

 
आिण  
जर बीम वरǉा खाĖǉा िदěेने  वाकत असेĖ तर बŐिडंग मोमŐट हा अिधक  (-ve) असतो 
ȑासHoggingअसे ʉणतात.. (िकंवा जर बीमǉा वरǉा भागाĖा तणावात (Tension) आिण बीमǉा 
खाĖǉा भागाĖा दबावामȯे (Compression)ठेवत असेĖ.) 

 
 (BM)C= ʉणजेच िबंदू C वर बŐिडंग मोमŐट  
(BM)C=+RAx(L/2)-[wx(L/2)]x(L/4) ................... िबंदू C ǉा कोणȑाही एका बाजूने Ėƙात 
घेऊ ěकता  
(BM)C=+(wL/2)x(L/2)-[wx(L/2)]x(L/4) 
(BM)C=+wL2/4- wL2/8   
(BM)C=+ wL2/8   
(BM)A=(BM)B= 0 ........... िसंपली सपोटőड बीमǉा दोन आधारांवर (Support) बŐिडंग मोमŐट 
(BM)शूɊ असतो.  
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ʉणून  
सवŖǄ कतŊन बĖ (Max.SF) = wL/2KN 
सवŖǄ बŐिडंग मोमŐट (Max.BM) = wL2/2 
उदा. Ţ . 2 खाĖीĖ आकृती मȯे िसंपली सपोटőड बीम Ǜाची Ėांबी (span) ‘5’मीटर आहे व ȑावर 
‘w’KN/mचा एकसमान िवतįरत Ėोड (Uniformly Distributed load)बीमǉा संपूणŊ Ėांबीवर Ėागू 
होत असेĖ तर ȑा साठी कतŊन बĖ आिण बŐिडंग मोमŐट आकृती काढा. 

 
उȅर:-  
पायरी (1) :- ŮितिŢया (Reaction) ěोधणे.  
समतोĖ अटी Ėागू कŝन सपोटŊǉा ŮितिŢया ěोधĖ्या जाऊ ěकतात.  
ΣFy = 0  --------बĖांǉा सवŊ घटकांची बीजगणीतीय बेरीज ěूɊ असणे अव̼यक आहे . 
Sign Convention:-  
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RA-(10x5)+RB=0 
RA +RB=50 ………………..समीकरण (1)  
ΣMA = 0…………………..िबंदू A भोवती मोमŐट घेतĖ्या नंतर  
घǰाळाǉा काǨाǉा िदěेने (Clockwise)मोमŐट िफरत असेĖ तर अिधक (+ve) आिण 
घǰाळाǉा काǨाǉा उĖट िदěेने (Anticlockwise) मोमŐट िफरत असेĖ तर वजा (-ve).  
RAx 0 +10x 5 x (5/2)-RBx 5 =0 
125=RBx 5 
125/5=RB 
25=RB 
RB= 25 KN 
RB= 25 KNहा समीकरण (1) मधे टाकून RAěोधĖा जाऊ ěकतो . 
RA + 25=50 
RA =50- 25 
RA =25 KN 

पायरी (2) :- कतŊन बĖ (Shear Force) ěोधणे.  
Sign Convention:-छेदाǉा उजʩा बाजूचा बĖ (Load) खाĖǉा िदěेने जात असेĖ व डाʩा 
बाजूचा बĖ (Load) वरǉा िदěेने जात असेĖ तर अिधक (+ve) ƽायचा आिण छेदाǉा उजʩा 
बाजूचा बĖ (Load) वरǉा िदěेने जात असेĖ व डाʩा बाजूचा बĖ (Load) खाĖǉा िदěेने जात 
असेĖ तर वजा  (-ve) ƽायचा. 

 
(SFA)L= ʉणजेच िबंदू A ǉा डाʩा बाजूĖा कतŊन बल(Shear Force) 
(SFA)L=0  kN 
(SFA)R = ʉणजेच िबंदू A ǉा उजʩा बाजूĖा कतŊन बल(Shear Force) 
(SFA)R=+RA 
(SFA)R=+25 KN 
(SFC)L= ʉणजेच िबंदू Cǉा डाʩा बाजूĖा कतŊन बल (Shear Force) 
(SFC)L= +RA– 10 x (2.5)=+25– 25=0 
(SFC)R= ʉणजेच िबंदू Cǉा उजʩा बाजूĖा कतŊनबल (Shear Force) 
(SFC)R= +RA– 10 x (2.5)=+25– 25 
(SFC)R= 0 KN 
(SFB)L= ʉणजेच िबंदू B ǉा डाʩा बाजूĖा कतŊन बल(Shear Force) 
(SFB)L=+RA–10x5  =  +25–50 
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(SFB)L= -25 KN 
(SFB)R= ʉणजेच िबंदू B ǉा उजʩा बाजूĖा कतŊन बल(Shear Force) 
(SFB)R==+RA–10 x 5 + RB 

(SFB)R=+25–50+ 25 
(SFB)R=0  

पायरी (3) :- बŐिडंग मोमŐट (BM)ěोधणे.  
Sign Convention:-  

जर बीम वरǉा िदěेने वाकत असेĖ तर बŐिडंग मोमŐट हा अिधक  (+ve) असतो ȑासSaggingअसे 
ʉणतात. (िकंवा जर बीमǉा वरǉा भागाĖा दबावात (Compression)आिण बीमǉा खाĖǉा 
भागाĖा तणावात (Tension) ठेवत असेĖ.)  

 
आिण जर बीम वरǉा खाĖǉा िदěेने  वाकत असेĖ तर बŐिडंग मोमŐट हा अिधक  (-ve) असतो 
ȑासHoggingअसे ʉणतात.. (िकंवा जर बीमǉा वरǉा भागाĖा तणावात (Tension) आिण बीमǉा 
खाĖǉा भागाĖा दबावामȯे (Compression)ठेवत असेĖ.) 

 
 (BM)C= ʉणजेच िबंदू C वर बŐिडंग मोमŐट  
(BM)C=+RAx(2.5)-[10x2.5x(2.5/2)] ................... िबंदू C ǉा कोणȑाही एका बाजूने 
Ėƙात घेऊ ěकता  
(BM)C=+25x2.5-10x2.5x(2.5/2) 
(BM)C=+62.5- 31.25 
(BM)C=+ 31.25 KNm  
(BM)A=(BM)B= 0 ........... िसंपली सपोटőड बीमǉा दोन आधारांवर (Support) बŐिडंग मोमŐट 
(BM) शूɊ असतो.  
तपासणी (Check):- सदरीĖ तपासणी (Check) फƅ िवȨाȚाōǉा मिहतीकįरता आहे 
परीƗेत िĖिहǻाची आव̼यकता नाही. 
सवŖǄ कतŊन बĖ (Max.SF) = wL/2KN = (10x5) / 2 = 25 KN 
सवŖǄ बŐिडंग मोमŐट (Max.BM) = wL2/8 = (10x52)/8 = 31.25 KN.m 

 



Strength of Materials (313308) सामŤीची ताकद (३१३३०८) 

 

Maharashtra State Board Of Technical Education. 135 

 

 

 
उदा. Ţ . 3  खाĖीĖिदĖेĖ्या  आकृतीसाठी कतŊन बĖ आिण बŐिडंग मोमŐट आकृती काढा. 

 
उȅर:-  
पायरी (1) :- ŮितिŢया (Reaction) ěोधणे.  
समतोĖ अटी Ėागू कŝन सपोटŊǉा ŮितिŢया ěोधĖ्या जाऊ ěकता.  
ΣFy = 0 ---------बĖांǉा सवŊ घटकांची बीजगणीतीय बेरीज ěूɊ असणे अव̼यक आहे. 
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Sign Convention:-  

 
RA-(10x4)-10 –(20x4)+RB=0 
RA +RB=130 ………………..समीकरण (1)  
ΣMA = 0 …………………..िबंदू A भोवती मोमŐट घेतĖ्या नंतर  
घǰाळाǉा काǨाǉा िदěेने (Clockwise) मोमŐट िफरत असेĖ तर अिधक (+ve) आिण 
घǰाळाǉा काǨाǉा उĖट िदěेने (Anticlockwise) मोमŐट िफरत असेĖ तर वजा (-ve).  
RAx 0 +10x 4 x (4/2)+10x4+20x 4 x[4+(4/2)]-RBx 8 =0 
600=RBx 8 
600/8=RB 
75=RB 
RB= 75 KN 
RB= 75KNहा समीकरण (1) मधे टाकून RAěोधĖा जाऊ ěकतो . 
RA + 75=130 
RA =130- 75 
RA =55 KN 

पायरी (2) :- कतŊन बĖ (Shear Force)ěोधणे.  
Sign Convention:-छेदाǉा उजʩा बाजूचा बĖ (Load) खाĖǉा िदěेने जात असेĖ व डाʩा 
बाजूचा बĖ (Load) वरǉा िदěेने जात असेĖ तर अिधक (+ve) ƽायचा आिण छेदाǉा उजʩा 
बाजूचा बĖ (Load) वरǉा िदěेने जात असेĖ व डाʩा बाजूचा बĖ (Load) खाĖǉा िदěेने जात 
असेĖ तर वजा  (-ve) ƽायचा. 

 
(SFA)L= ʉणजेच िबंदू A ǉा डाʩा बाजूĖा कतŊनबल (Shear Force) 
(SFA)L=0  kN 
(SFA)R = ʉणजेच िबंदू A ǉा उजʩा बाजूĖा कतŊनबल (Shear Force) 
(SFA)R=+RA 
(SFA)R=+55 KN 
(SFC)L= ʉणजेच िबंदू C ǉा डाʩा बाजूĖा कतŊनबल (Shear Force) 
(SFC)L= +RA– 10 x (4)=+55– 40=15 KN 
(SFC)R= ʉणजेच िबंदू C ǉा उजʩा बाजूĖा कतŊनबल (Shear Force) 
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(SFC)R= +RA– 10 x (4)-10=+55– 40-10 
(SFC)R=+5 KN 
(SFB)L= ʉणजेच िबंदू B ǉा डाʩा बाजूĖा कतŊन बल(Shear Force) 
(SFB)L=+RA–10x4-10-20x4  =  +55–40-10-80 
(SFB)L= -75 KN 
(SFB)R= ʉणजेच िबंदू B ǉा उजʩा बाजूĖा कतŊन बल(Shear Force) 
(SFB)R=+RA–10x4-10-20x4 + RB 

(SFB)R=+55–40-10-80 +75 
(SFB)R=0  

पायरी (3) :- कॉȴŌ ा िěअर िबंदूचे (Pointof contra shear) अंतर काढणे. 
समजा,X हे कॉȴŌ ा िěअर िबंदूचे (Pointof contra shear) अंतर B िबंदु पासून आहे.  

 
समान िũकोणाचा गुणधमŊ वापŜन  

75/x = 5/(4-x) 
75(4-x)=5(x) 
300-75x=5x 
300=5x+75x 
300=80x 
X=300/80 
X=3.75 m -------------B िबंदु पासून 

 
पायरी (4) :- बŐिडंग मोमŐट (BM)ěोधणे.  
Sign Convention:-  
जर बीम वरǉा िदěेने वाकत असेĖ तर बŐिडंग मोमŐट हा अिधक  (+ve) असतो ȑासSaggingअसे 
ʉणतात. (िकंवा जर बीमǉा वरǉा भागाĖा दबावात (Compression)आिण बीमǉा खाĖǉा 
भागाĖा तणावात (Tension)ठेवत असेĖ.)  
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आिण  
जर बीम वरǉा खाĖǉा िदěेने  वाकत असेĖ तर बŐिडंग मोमŐट हा अिधक  (-ve) असतो 
ȑासHoggingअसे ʉणतात.. (िकंवा जर बीमǉा वरǉा भागाĖा तणावात (Tension) आिण बीमǉा 
खाĖǉा भागाĖा दबावामȯे (Compression)ठेवत असेĖ.) 

 
 (BM)C= ʉणजेच िबंदू C वर बŐिडंग मोमŐट  
(BM)C=+RAx(4)-[10x4(4/2)] ................... िबंदू C ǉा कोणȑाही एका बाजूने Ėƙात 
घेऊ ěकता  
(BM)C=+55x4-10x4(4/2) 
(BM)C=+220- 80   
(BM)C=+ 140 KNm  
(BM)D= ʉणजेच िबंदू Dवर बŐिडंग मोमŐट  
(BM)D=+RBx(X)-[20xX(X/2)] ................... िबंदू D ǉा कोणȑाही एका बाजूने Ėƙात 
घेऊ ěकता  
(BM)D=+75x3.75-10x3.75(3.75/2) 
(BM)D=+281.25– 70.31 
(BM)D=+210.93 KNm  
(BM)A=(BM)B= 0 ........... िसंपली सपोटőड बीमǉा दोन आधारांवर (Support) बŐिडंग 
मोमŐट (BM) नेहमीच शूɊ असतो.  
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3.4 Ůकार-4 
कॅȴीĖीवर बीमवर कŐ िūत भार(Concentrated load) येत असताना .  
उदा. Ţ . 1  खाĖीĖ आकृती मȯे कॅȴीĖीवर बीम Ǜाची Ėांबी (span) ‘L’ मीटर आहे व ȑावर 
‘W’KN चा कŐ िūत भार(Concentrated load) बीमǉा आधार नसĖेĖ्या टोकाĖा (Free end)Ėागू 
होत असेĖ तर ȑा बीमसाठी कतŊन बĖ आिण बŐिडंग मोमŐट आकृती काढा. 
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उȅर:-  
पायरी (1) :- ŮितिŢया (Reaction) ěोधणे.  

 
समतोĖ अटी Ėागू कŝन सपोटŊǉा ŮितिŢया ěोधĖ्या जाऊ ěकता.  
ΣFy = 0  --------बĖांǉा सवŊ घटकांची बीजगणीतीय बेरीज ěूɊ असणे अव̼यक आहे . 
Sign Convention:-  

 
RA-W =0 
RA =W KN………………..समीकरण (1)  
ΣMA = 0…………………..िबंदू A भोवती मोमŐट घेतĖ्या नंतर  
घǰाळाǉा काǨाǉा िदěेने (Clockwise)मोमŐट िफरत असेĖ तर अिधक (+ve) आिण 
घǰाळाǉा काǨाǉा उĖट िदěेने (Anticlockwise) मोमŐट िफरत असेĖ तर वजा (-ve).  
RAx 0 +WxL-MA =0 
WxL=MA 
MA= WL 

पायरी (2) :- कतŊन बĖ (Shear Force)ěोधणे.  
Sign Convention:-छेदाǉा उजʩा बाजूचा बĖ (Load) खाĖǉा िदěेने जात असेĖ व डाʩा 
बाजूचा बĖ (Load) वरǉा िदěेने जात असेĖ तर अिधक (+ve) ƽायचा आिण छेदाǉा उजʩा 
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बाजूचा बĖ (Load) वरǉा िदěेने जात असेĖ व डाʩा बाजूचा बĖ (Load) खाĖǉा िदěेने जात 
असेĖ तर वजा  (-ve) ƽायचा. 

 
(SFA)L= ʉणजेच िबंदू A ǉा डाʩा बाजूĖा कतŊन बल(Shear Force) 
(SFA)L=0  
(SFA)R = ʉणजेच िबंदू A ǉा उजʩा बाजूĖा कतŊनबल (Shear Force) 
(SFA)R=+RA 
(SFA)R=+W 
(SFB)L= ʉणजेच िबंदू B ǉा डाʩा बाजूĖा कतŊन बल(Shear Force) 
(SFB)L= +RA=+W 
(SFB)R= ʉणजेच िबंदू B ǉा उजʩा बाजूĖा कतŊनबल (Shear Force) 
(SFB)R= +RA–W = +W–W 
(SFB)R= 0 

पायरी (3) :- बŐिडंग मोमŐट (BM)ěोधणे.  
Sign Convention:-  

जर बीम वरǉा िदěेने वाकत असेĖ तर बŐिडंग मोमŐट हा अिधक  (+ve) असतो ȑासSaggingअसे 
ʉणतात. (िकंवा जर बीमǉा वरǉा भागाĖा दबावात (Compression)आिण बीमǉा खाĖǉा 
भागाĖा तणावात (Tension) ठेवत असेĖ.)  

 
आिण  
जर बीम वरǉा खाĖǉा िदěेने  वाकत असेĖ तर बŐिडंग मोमŐट हा अिधक  (-ve) असतो 
ȑासHoggingअसे ʉणतात.. (िकंवा जर बीमǉा वरǉा भागाĖा तणावात (Tension) आिण बीमǉा 
खाĖǉा भागाĖा दबावामȯे (Compression)ठेवत असेĖ.) 

 
 (BM)AL= ʉणजेच िबंदू A ǉा डाʩा बाजूĖा बŐिडंग मोमŐट  
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Ǜा िबंदूवर मोमŐट Ėागत असेĖ अ̼या िबंदूवर बŐिडंग मोमŐट घेताना ȑा िबंदूǉा डाʩा व उजʩा 
अ̼या दोɎी बाजूĖा बŐिडंग मोमŐट ƽावी Ėागते.  
(BM)AL=0............( A ǉा डाʩा बाजूĖाछेद घेतĖा असता छेदाǉा डाʩा बाजूĖा एकही बĖ 
(Force) िकंवा ŮितिŢया (Reaction) नाही) 
(BM)A R= ʉणजेच िबंदू A ǉा उजʩा बाजूĖा बŐिडंग मोमŐट 
(BM)AR= -MA 

(BM)AR= -WL    -------   (Hogging) 
(BM)C= 0 ...........कॅȴीĖीवर बीमǉा आधार नसĖेĖ्या टोकाĖा (Free End)बŐिडंग मोमŐट (BM) 
शूɊ असतो. 
ʉणजेच  
सवाŊत जाˑ कतŊन बĖ (Max.SF)=WKN  
सवाŊत जाˑ बŐिडंग मोमŐट (Max.BM)=WLKN.m 
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उदा. Ţ . 2  खाĖीĖ आकृती मȯे कॅȴीĖीवर बीम Ǜाची Ėांबी (span) ‘5’ मीटर आहे व ȑावर 
‘12’KN चा कŐ िūत भार(Concentrated load) बीमǉा आधार नसĖेĖ्या टोकाĖा (Free end) 
Ėागू होत असेĖ तर ȑा बीमसाठी कतŊन बĖ आिण बŐिडंग मोमŐट आकृती काढा. 

 
उȅर:-  
पायरी (1) :- ŮितिŢया (Reaction) ěोधणे.  

 
समतोĖ अटी Ėागू कŝन सपोटŊǉा ŮितिŢया ěोधĖ्या जाऊ ěकता.  
ΣFy = 0  --------बĖांǉा सवŊ घटकांची बीजगणीतीय बेरीज ěूɊ असणे अव̼यक आहे . 
Sign Convention:-  

 
RA-12 =0 
RA =12 KN………………..समीकरण (1)  
ΣMA = 0…………………..िबंदू A भोवती मोमŐट घेतĖ्या नंतर  
घǰाळाǉा काǨाǉा िदěेने (Clockwise)मोमŐट िफरत असेĖ तर अिधक (+ve) आिण 
घǰाळाǉा काǨाǉा उĖट िदěेने (Anticlockwise) मोमŐट िफरत असेĖ तर वजा (-ve).  

RAx 0 +12x5-MA =0 
12x5=MA 
MA= 60 KNm 

पायरी (2) :- कतŊन बĖ (Shear Force) ěोधणे.  
Sign Convention:-छेदाǉा उजʩा बाजूचा बĖ (Load) खाĖǉा िदěेने जात असेĖ व डाʩा 
बाजूचा बĖ (Load) वरǉा िदěेने जात असेĖ तर अिधक (+ve) ƽायचा आिण छेदाǉा उजʩा 
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बाजूचा बĖ (Load) वरǉा िदěेने जात असेĖ व डाʩा बाजूचा बĖ (Load) खाĖǉा िदěेने जात 
असेĖ तर वजा  (-ve) ƽायचा. 

 
(SFA)L= ʉणजेच िबंदू A ǉा डाʩा बाजूĖा कतŊन बल(Shear Force) 
(SFA)L=0  
(SFA)R = ʉणजेच िबंदू A ǉा उजʩा बाजूĖा कतŊन बल(Shear Force) 
(SFA)R=+RA 
(SFA)R=+12 KN 
(SFB)L= ʉणजेच िबंदू B ǉा डाʩा बाजूĖा कतŊन बल(Shear Force) 
(SFB)L= +RA=+12 KN 
(SFB)R= ʉणजेच िबंदू B ǉा उजʩा बाजूĖा कतŊन बल(Shear Force) 
(SFB)R= +RA–12 = +12 –12 
(SFB)R= 0 

पायरी (3) :- बŐिडंग मोमŐट (BM)ěोधणे.  
Sign Convention:-  
जर बीम वरǉा िदěेने वाकत असेĖ तर बŐिडंग मोमŐट हा अिधक  (+ve) असतो ȑासSaggingअसे 
ʉणतात. (िकंवा जर बीमǉा वरǉा भागाĖा दबावात (Compression) आिण बीमǉा खाĖǉा 
भागाĖा तणावात (Tension)ठेवत असेĖ.)  

 
आिण  
जर बीम वरǉा खाĖǉा िदěेने  वाकत असेĖ तर बŐिडंग मोमŐट हा अिधक  (-ve) असतो 
ȑासHoggingअसे ʉणतात.. (िकंवा जर बीमǉा वरǉा भागाĖा तणावात (Tension) आिण बीमǉा 
खाĖǉा भागाĖा दबावामȯे (Compression)ठेवत असेĖ.) 
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 (BM)AL= ʉणजेच िबंदू A ǉा डाʩा बाजूĖा बŐिडंग मोमŐट  
Ǜा िबंदूवर मोमŐट Ėागत असेĖ अ̼या िबंदूवर बŐिडंग मोमŐट घेताना ȑा िबंदूǉा डाʩा व उजʩा 
अ̼या दोɎी बाजूĖा बŐिडंग मोमŐट ƽावी Ėागते.  
(BM)AL=0............( A ǉा डाʩा बाजूĖाछेद घेतĖा असता छेदाǉा डाʩा बाजूĖा एकही बĖ 
(Force) िकंवा ŮितिŢया (Reaction) नाही) 
(BM)A R= ʉणजेच िबंदू A ǉा उजʩा बाजूĖा बŐिडंग मोमŐट 
(BM)AR= -MA 

(BM)AR= -60    -------   (Hogging) 
(BM)C= 0 ...........कॅȴीĖीवर बीमǉा आधार नसĖेĖ्या टोकाĖा (Free End)बŐिडंग मोमŐट (BM) 
शूɊ असतो. 
तपासणी (Check):- सदरीĖ तपासणी (Check) फƅ िवȨाȚाōǉा मिहतीकįरता आहे परीƗेत 
िĖिहǻाची आव̼यकता नाही. 
सवाŊत जाˑ कतŊन बĖ (Max.SF)=WKN = 12 KN  
सवाŊत जाˑ बŐिडंग मोमŐट (Max.BM)=WLKN.m = 12x5 = 60 KN.m 
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3.4 Ůकार-5 
कॅȴीĖीवर बीमवर एकसमान िवतįरत लोड(Uniformly Distributed load) येत असताना .  
उदा. Ţ . 1  खाĖीĖ आकृती मȯे कॅȴीĖीवर बीम Ǜाची Ėांबी (span) ‘L’मीटर आहे व ȑावर 
‘w’KN/mचा एकसमान िवतįरत Ėोड (Uniformly Distributed load)बीमǉा संपूणŊ Ėांबीवर Ėागू 
होत असेĖ तर ȑा बीमसाठी कतŊन बĖ आिण बŐिडंग मोमŐट आकृती काढा. 

 
उȅर:-  
पायरी (1) :- ŮितिŢया (Reaction) ěोधणे.  

 
समतोĖ अटी Ėागू कŝन सपोटŊǉा ŮितिŢया ěोधĖ्या जाऊ ěकता.  
ΣFy = 0  --------बĖांǉा सवŊ घटकांची बीजगणीतीय बेरीज ěूɊ असणे अव̼यक आहे . 
Sign Convention:-  

 
RA- w x L   =0       --------या िठकाणी एकसमान िवतįरत Ėोड (Uniformly Distributed load) 

Ėा कŐ ūीत Ėोड (Concentrated load) मधे ŝपांतर करǻासाठी तीŴता गुणीĖे Ėांबी (Intensity x 

Length) असे केĖे.  
RA =wL    KN………………..समीकरण (1)  
ΣMA = 0…………………..िबंदू A भोवती मोमŐट घेतĖ्या नंतर  
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घǰाळाǉा काǨाǉा िदěेने (Clockwise)मोमŐट िफरत असेĖ तर अिधक (+ve) आिण 
घǰाळाǉा काǨाǉा उĖट िदěेने (Anticlockwise) मोमŐट िफरत असेĖ तर वजा (-ve).  

RAx 0 +wxL x (L/2)-MA =0 
WL2/2=MA 
MA= WL2/2  KNm 

पायरी (2) :- कतŊन बĖ (Shear Force)ěोधणे.  
Sign Convention:-छेदाǉा उजʩा बाजूचा बĖ (Load) खाĖǉा िदěेने जात असेĖ व डाʩा 
बाजूचा बĖ (Load) वरǉा िदěेने जात असेĖ तर अिधक (+ve) ƽायचा आिण छेदाǉा उजʩा 
बाजूचा बĖ (Load) वरǉा िदěेने जात असेĖ व डाʩा बाजूचा बĖ (Load) खाĖǉा िदěेने जात 
असेĖ तर वजा  (-ve) ƽायचा. 

 
(SFA)L= ʉणजेच िबंदू A ǉा डाʩा बाजूĖा कतŊन बĖ  (Shear Force) 
(SFA)L=0  
(SFA)R = ʉणजेच िबंदू A ǉा उजʩा बाजूĖा कतŊन बĖ  (Shear Force) 
(SFA)R=+RA 
(SFA)R=+wL  KN 
(SFB)L= ʉणजेच िबंदू B ǉा डाʩा बाजूĖा कतŊन बĖ  (Shear Force) 
(SFB)L= +RA-wL=+wL-wL 
(SFB)L= 0 
(SFB)R= ʉणजेच िबंदू B ǉा उजʩा बाजूĖा कतŊन बĖ  (Shear Force) 
(SFB)R= +RA-wL=+wL-wL 
(SFB)R= 0 

पायरी (3) :- बŐिडंग मोमŐट (BM)ěोधणे.  
Sign Convention:-  

जर बीम वरǉा िदěेने वाकत असेĖ तर बŐिडंग मोमŐट हा अिधक  (+ve) असतो ȑासSaggingअसे 
ʉणतात. (िकंवा जर बीमǉा वरǉा भागाĖा दबावात (Compression) आिण बीमǉा खाĖǉा 
भागाĖा तणावात (Tension) ठेवत असेĖ.)  
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आिण  
जर बीम वरǉा खाĖǉा िदěेने  वाकत असेĖ तर बŐिडंग मोमŐट हा अिधक  (-ve) असतो 
ȑासHoggingअसे ʉणतात.. (िकंवा जर बीमǉा वरǉा भागाĖा तणावात (Tension)आिण बीमǉा 
खाĖǉा भागाĖा दबावामȯे (Compression)ठेवत असेĖ.) 

 
 (BM)AL= ʉणजेच िबंदू A ǉा डाʩा बाजूĖा बŐिडंग मोमŐट  
Ǜा िबंदूवर मोमŐट Ėागत असेĖ अ̼या िबंदूवर बŐिडंग मोमŐट घेताना ȑा िबंदूǉा डाʩा व 
उजʩा अ̼या दोɎी बाजूĖा बŐिडंग मोमŐट ƽावी Ėागते.  
(BM)AL=0............( A ǉा डाʩा बाजूĖाछेद घेतĖा असता छेदाǉा डाʩा बाजूĖा एकही 
बĖ (Force) िकंवा ŮितिŢया (Reaction) नाही) 
(BM)A R= ʉणजेच िबंदू A ǉा उजʩा बाजूĖा बŐिडंग मोमŐट 
(BM)AR= -MA 

(BM)AR= -WL2/2    -------   (Hogging) 
(BM)C= 0 ...........कॅȴीĖीवर बीमǉा आधार नसĖेĖ्या टोकाĖा (Free End)बŐिडंग मोमŐट 

(BM) शूɊ असतो. 
ʉणजेच  
सवाŊत जाˑ कतŊन बĖ (Max.SF)=wLKN  
सवाŊत जाˑ बŐिडंग मोमŐट (Max.BM)=wL2/2KN.m 
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उदा. Ţ . 2  खाĖीĖ आकृती मȯे कॅȴीĖीवर बीम Ǜाची Ėांबी (span) ‘6’ मीटर आहे व ȑावर 
‘5’KN/m चा एकसमान िवतįरत Ėोड (Uniformly Distributed load) बीमǉा संपूणŊ Ėांबीवर 
Ėागू होत असेĖ तर ȑा बीमसाठी कतŊन बĖ आिण बŐिडंग मोमŐट आकृती काढा. 

 
उȅर:-  
पायरी (1) :- ŮितिŢया (Reaction) ěोधणे.  
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समतोĖ अटी Ėागू कŝन सपोटŊǉा ŮितिŢया ěोधĖ्या जाऊ ěकता.  
ΣFy = 0  --------बĖांǉा सवŊ घटकांची बीजगणीतीय बेरीज ěूɊ असणे अव̼यक आहे . 
Sign Convention:-  

 
RA- 5 x 6   =0       --------या िठकाणी एकसमान िवतįरत Ėोड (Uniformly 
Distributed load) Ėा कŐ ūीत Ėोड (Concentrated load) मधे ŝपांतर करǻासाठी 
तीŴता गुणीĖे Ėांबी (Intensity x Length) असे केĖे.  
RA =30    KN………………..समीकरण (1)  
ΣMA = 0…………………..िबंदू A भोवती मोमŐट घेतĖ्या नंतर  

घǰाळाǉा काǨाǉा िदěेने (Clockwise)मोमŐट िफरत असेĖ तर अिधक (+ve) आिण 
घǰाळाǉा काǨाǉा उĖट िदěेने (Anticlockwise) मोमŐट िफरत असेĖ तर वजा (-ve).  

RAx 0 +5x6 x (6/2)-MA =0 
90=MA 
MA= 90  KNm 

पायरी (2) :- कतŊन बĖ (Shear Force)ěोधणे.  
Sign Convention:-छेदाǉा उजʩा बाजूचा बĖ (Load) खाĖǉा िदěेने जात असेĖ व डाʩा 
बाजूचा बĖ (Load) वरǉा िदěेने जात असेĖ तर अिधक (+ve) ƽायचा आिण छेदाǉा उजʩा 
बाजूचा बĖ (Load) वरǉा िदěेने जात असेĖ व डाʩा बाजूचा बĖ (Load) खाĖǉा िदěेने जात 
असेĖ तर वजा  (-ve) ƽायचा. 

 
(SFA)L= ʉणजेच िबंदू A ǉा डाʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFA)L=0  
(SFA)R = ʉणजेच िबंदू A ǉा उजʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFA)R=+RA 
(SFA)R=+30  KN 
(SFB)L= ʉणजेच िबंदू B ǉा डाʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFB)L= +RA-5x6=+30-30 
(SFB)L= 0 
(SFB)R= ʉणजेच िबंदू B ǉा उजʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFB)R= +RA-5x6=+30-30 
(SFB)R= 0 

पायरी (3) :- बŐिडंग मोमŐट (BM)ěोधणे.  
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Sign Convention:-  

जर बीम वरǉा िदěेने वाकत असेĖ तर बŐिडंग मोमŐट हा अिधक  (+ve) असतो ȑासSaggingअसे 
ʉणतात. (िकंवा जर बीमǉा वरǉा भागाĖा दबावात (Compression)आिण बीमǉा खाĖǉा 
भागाĖा तणावात (Tension)ठेवत असेĖ.)  

 
आिण  
जर बीम वरǉा खाĖǉा िदěेने  वाकत असेĖ तर बŐिडंग मोमŐट हा अिधक  (-ve) असतो 
ȑासHoggingअसे ʉणतात.. (िकंवा जर बीमǉा वरǉा भागाĖा तणावात (Tension)आिण बीमǉा 
खाĖǉा भागाĖा दबावामȯे (Compression)ठेवत असेĖ.) 

 
 (BM)AL= ʉणजेच िबंदू A ǉा डाʩा बाजूĖा बŐिडंग मोमŐट  
Ǜा िबंदूवर मोमŐट Ėागत असेĖ अ̼या िबंदूवर बŐिडंग मोमŐट घेताना ȑा िबंदूǉा डाʩा व 
उजʩा अ̼या दोɎी बाजूĖा बŐिडंग मोमŐट ƽावी Ėागते.  
(BM)AL=0............( A ǉा डाʩा बाजूĖाछेद घेतĖा असता छेदाǉा डाʩा बाजूĖा एकही 
बĖ (Force) िकंवा ŮितिŢया (Reaction) नाही) 
(BM)A R= ʉणजेच िबंदू A ǉा उजʩा बाजूĖा बŐिडंग मोमŐट 
(BM)AR= -MA 

(BM)AR= -90    -------   (Hogging) 
(BM)C= 0 ...........कॅȴीĖीवर बीमǉा आधार नसĖेĖ्या टोकाĖा (Free End)बŐिडंग मोमŐट 
(BM) शूɊ असतो. 

तपासणी (Check):- सदरीĖ तपासणी (Check) फƅ िवȨाȚाōǉा मिहतीकįरता आहे परीƗेत 
िĖिहǻाची आव̼यकता नाही. 

सवाŊत जाˑ कतŊन बĖ (Max.SF)=wL = 5x6 = 30    KN  
सवाŊत जाˑ बŐिडंग मोमŐट (Max.BM)=wL2/2   = 5 x 62 = 90     KN.m 
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3.4 Ůकार-6 
ओʬर हंॅग बीमवर कŐ ūीत बĖ (concentratedload) येत असताना. 
उदा. Ţ . 1   खाĖीĖ आकृती मȯे िदĖेĖ्या ओʬर हंॅग बीमसाठी कतŊन बĖ आिण बŐिडंग मोमŐट 
आकृती काढा. 

 
उȅर:-  
पायरी (1) :- ŮितिŢया (Reaction) ěोधणे.  
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समतोĖ अटी Ėागू कŝन सपोटŊǉा ŮितिŢया ěोधĖ्या जाऊ ěकता.  
ΣFy = 0  --------बĖांǉा सवŊ घटकांची बीजगणीतीय बेरीज ěूɊ असणे अव̼यक आहे . 
Sign Convention:-  

 
RA-5-8 +RB - 4=0 
RA +RB=17………………..समीकरण (1)  
ΣMA = 0…………………..िबंदू A भोवती मोमŐट घेतĖ्या नंतर  
घǰाळाǉा काǨाǉा िदěेने (Clockwise)मोमŐट िफरत असेĖ तर अिधक (+ve) आिण 
घǰाळाǉा काǨाǉा उĖट िदěेने (Anticlockwise) मोमŐट िफरत असेĖ तर वजा (-ve).  
RAx 0 +5x2+8x3 -RBx 5+ 4 x 7  =0 
10+24+28 =RBx 5  
53=RBx 5 
53/5 =RB 
RB= 10.6  KN 
RB= 10.6 KNहा समीकरण (1) मधे टाकून RAěोधĖा जाऊ ěकतो. 
RA + 10.6 =17 
RA =17- 10.6 
RA =6.4KN 

पायरी (2) :- कतŊन बĖ  (Shear Force)ěोधणे.  
Sign Convention:-छेदाǉा उजʩा बाजूचा बĖ (Load) खाĖǉा िदěेने जात असेĖ व डाʩा 
बाजूचा बĖ (Load) वरǉा िदěेने जात असेĖ तर अिधक (+ve) ƽायचा आिण छेदाǉा उजʩा 
बाजूचा बĖ (Load) वरǉा िदěेने जात असेĖ व डाʩा बाजूचा बĖ (Load) खाĖǉा िदěेने जात 
असेĖ तर वजा  (-ve) ƽायचा. 
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(SFA)L= ʉणजेच िबंदू A ǉा डाʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFA)L=0  
(SFA)R = ʉणजेच िबंदू A ǉा उजʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFA)R=+RA 
(SFA)R=+6.4 KN 
(SFC)L= ʉणजेच िबंदू Cǉा डाʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFC)L= +RA=+6.4 KN 
(SFC)R= ʉणजेच िबंदू C ǉा उजʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFC)R= +RA–5  = 6.4–5 
(SFC)R=+1.4 KN 
(SFD)L= ʉणजेच िबंदू D ǉा डाʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFD)L= +RA-5=6.4–5= +1.4 KN 
(SFD)R= ʉणजेच िबंदू D ǉा उजʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFD)R= +RA–5 - 8   = 6.4–5 -8 = -6.6KN 
(SFD)R= -6.6KN 
(SFB)L= ʉणजेच िबंदू B ǉा डाʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFB)L=+RA–5 - 8   = 6.4–5 -8 
(SFB)L= -6.6 KN 
(SFB)R= ʉणजेच िबंदू B ǉा उजʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFB)R=+RA–5 - 8 + RB 

(SFB)R=+6.4–5-8+ 10.6 
(SFB)R=4 KN 
(SFD)L= ʉणजेच िबंदू D ǉा डाʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFB)L=+RA–5 - 8 + RB 
(SFB)L= -6.6 KN 
(SFD)R= ʉणजेच िबंदू D ǉा उजʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFD)R==+RA–5 - 8 + RB - 4 

(SFB)R=+6.4–5-8+ 10.6- 4 

(SFB)R=0 KN 
 
पायरी (3) :- बŐिडंग मोमŐट (BM)ěोधणे.  
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Sign Convention:-  

जर बीम वरǉा िदěेने वाकत असेĖ तर बŐिडंग मोमŐट हा अिधक  (+ve) असतो ȑासSaggingअसे 
ʉणतात. (िकंवा जर बीमǉा वरǉा भागाĖा दबावात (Compression)आिण बीमǉा खाĖǉा 
भागाĖा तणावात (Tension)ठेवत असेĖ.)  

 
आिण  
जर बीम वरǉा खाĖǉा िदěेने  वाकत असेĖ तर बŐिडंग मोमŐट हा अिधक  (-ve) असतो 
ȑासHoggingअसे ʉणतात.. (िकंवा जर बीमǉा वरǉा भागाĖा तणावात (Tension)आिण बीमǉा 
खाĖǉा भागाĖा दबावामȯे (Compression)ठेवत असेĖ.) 

 
 (BM)C= ʉणजेच िबंदू C वर बŐिडंग मोमŐट  
(BM)C=+RAx 2  ................... िबंदू C ǉा कोणȑाही एका बाजूने Ėƙात घेऊ ěकता  
(BM)C=+6.4x 2    
(BM)C=+12.8 KNm 
(BM)D= ʉणजेच िबंदू D वर बŐिडंग मोमŐट  
(BM)D=+RAx3-5x1  ................... िबंदू D ǉा कोणȑाही एका बाजूने Ėƙात घेऊ ěकता  
(BM)D=+6.4x3-5x1 
(BM)D=+14.2 KNm 
(BM)B=-4x1  ................... िबंदू B ǉा कोणȑाही एका बाजूने Ėƙात घेऊ ěकता  
 (BM)B=-4   KNm 
(BM)A=0………..िसंपली सपोटőड बीमǉा आधारांवर (Support) बŐिडंग मोमŐट (BM) शूɊ 
असतो. 
(BM)E= 0 ...ओवर हंॅग बीमǉा आधार नसĖेĖ्या टोकाĖा (Free End)बŐिडंग मोमŐट (BM) 
शूɊ असतो. 
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पायरी (4) :- कॉȴŌ ा ɣेƛर िबंदूचे (Pointof contra flexure) अंतर काढणे. 
िबंदु D आिण B या मȯे छेद (Section)X-X िबंदू E पासून X m या अंतरावर ƽा.  
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(BM)xx= ʉणजेच छेद (Section) x-xवर बŐिडंग मोमŐट  
(BM)xx=0............ कॉȴŌ ा ɣेƛर िबंदूवर (Pointof contra flexure) बŐिडंग मोमŐट ěूɊ 
असतो.  
-4 xX + 10.6 x (X-2)=0 
-4X + 10.6X-21.2=0 
6.6X=21.2 
X=21.2/6.6 
X=3.212 m    ……….िबंदू E पासून.  

 
3.5 Ůकार-7  कॉȴŌ ा ɣेƛर िबंदूचे (Pointof contra flexure) अंतर काढणे. 
ओʬर हंॅग बीमवर एकसमान िवतįरत बĖ (Uniformly Distributedload) येत असताना. 
उदा. Ţ . 1   खाĖीĖ आकृती मȯे िदĖेĖ्या ओʬर हंॅग बीमसाठी कतŊन बĖ आिण बŐिडंग मोमŐट 
आकृती काढा. 

 
उȅर:-  
पायरी (1) :- ŮितिŢया (Reaction) ěोधणे.  

 
समतोĖ अटी Ėागू कŝन सपोटŊǉा ŮितिŢया ěोधĖ्या जाऊ ěकता.  
ΣFy = 0  --------बĖांǉा सवŊ घटकांची बीजगणीतीय बेरीज ěूɊ असणे अव̼यक आहे . 

Sign Convention:-  

 
RA-(10x4) +RB -5=0 
RA +RB=45………………..समीकरण (1)  
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ΣMA = 0…………………..िबंदू A भोवती मोमŐट घेतĖ्या नंतर  
घǰाळाǉा काǨाǉा िदěेने (Clockwise)मोमŐट िफरत असेĖ तर अिधक (+ve) आिण 
घǰाळाǉा काǨाǉा उĖट िदěेने (Anticlockwise) मोमŐट िफरत असेĖ तर वजा (-ve).  
RAx 0 +(10x4) x (4/2) -RBx 4+ 5 x 5  =0 
80+25 =RBx4  
105=RBx 4 
105/4 =RB 
RB= 26.25  KN 
RB= 26.25 KN हा समीकरण (1) मधे टाकून RAěोधĖा जाऊ ěकतो.  
RA + 26.25 =45 
RA =45- 26.25 
RA =18.75KN 

पायरी (2) :- कतŊन बĖ  (Shear Force)ěोधणे.  
Sign Convention:-छेदाǉा उजʩा बाजूचा बĖ (Load) खाĖǉा िदěेने जात असेĖ व डाʩा 
बाजूचा बĖ (Load) वरǉा िदěेने जात असेĖ तर अिधक (+ve) ƽायचा आिण छेदाǉा उजʩा 
बाजूचा बĖ (Load) वरǉा िदěेने जात असेĖ व डाʩा बाजूचा बĖ (Load) खाĖǉा िदěेने जात 
असेĖ तर वजा  (-ve) ƽायचा. 

 
(SFA)L= ʉणजेच िबंदू A ǉा डाʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFA)L=0  
(SFA)R = ʉणजेच िबंदू A ǉा उजʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFA)R=+RA 
(SFA)R=+18.75 KN 
 (SFB)L= ʉणजेच िबंदू B ǉा डाʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFB)L=+RA– (10x4)=18.75- 40 
(SFB)L= 21.25 KN 
(SFB)R= ʉणजेच िबंदू B ǉा उजʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFB)R=+RA– (10x4)+ RB 

(SFB)R=+18.75–40+26.25 
(SFB)R= +5 KN 
(SFC)L= ʉणजेच िबंदू Cǉा डाʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFC)L= +RA– (10x4)+ RB =+18.75–40+26.25 
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(SFC)R= +5 KN 
(SFC)R= ʉणजेच िबंदू C ǉा उजʩा बाजूĖा कतŊन बĖ (Shear Force) 
(SFC)R= +RA– (10x4)+ RB -5  =+18.75–40 + 26.25 - 5 

(SFC)R=0 KN 
पायरी (3) :- बŐिडंग मोमŐट (BM)ěोधणे.  
Sign Convention:-  

जर बीम वरǉा िदěेने वाकत असेĖ तर बŐिडंग मोमŐट हा अिधक  (+ve) असतो ȑासSaggingअसे 
ʉणतात. (िकंवा जर बीमǉा वरǉा भागाĖा दबावात (Compression)आिण बीमǉा खाĖǉा 
भागाĖा तणावात (Tension)ठेवत असेĖ.)  

 
आिण  
जर बीम वरǉा खाĖǉा िदěेने  वाकत असेĖ तर बŐिडंग मोमŐट हा अिधक  (-ve) असतो 
ȑासHoggingअसे ʉणतात.. (िकंवा जर बीमǉा वरǉा भागाĖा तणावात (Tension)आिण बीमǉा 
खाĖǉा भागाĖा दबावामȯे (Compression)ठेवत असेĖ.) 

 
 (BM)B= ʉणजेच िबंदू B वर बŐिडंग मोमŐट  
 (BM)B=-5x1  ................... िबंदू B ǉा कोणȑाही एका बाजूने Ėƙात घेऊ ěकता  
 (BM)B=-5   KNm 
(BM)A=0………..िसंपली सपोटőड बीमǉा आधारांवर (Support) बŐिडंग मोमŐट (BM) शूɊ 
असतो. 
(BM)C= 0 ...ओवर हंॅग बीमǉा आधार नसĖेĖ्या टोकाĖा (Free End)बŐिडंग मोमŐट (BM) 
शूɊ असतो. 
पायरी (4) :- कॉȴŌ ा िěअर िबंदूचे (Pointof contra shear) अंतर काढणे. 
समजा,X हे कॉȴŌ ा िěअर िबंदूचे (Pointof contra shear) अंतर A िबंदु पासून आहे.  
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समान िũकोणाचा गुणधमŊ वापŜन  
18.75/x = 21.25/(4-x) 
18.75(4-x)=21.25(x) 
75-18.75x=21.25x 
75=21.25x+18.75x 
75=40x 
X=75/40 
X=1.875 m ------------- A िबंदु पासून 

पायरी (5) :- कॉȴŌ ा िěअर िबंदूǉा (Pointof contra shear) िठकाणी सवाŊत जाˑ 
(Maximum) बŐिडंग मोमŐट काढणे. 

 
(BM)max= ʉणजेच कॉȴŌ ा िěअर िबंदूǉा (Pointof contra shear) िठकाणी सवाŊत जाˑ 
(Maximum) बŐिडंग मोमŐट 
 (BM)max=+RA x 1.875-[10x1.875x(1.875/2)]  ................... िबंदूकॉȴŌ ा िěअर ǉा कोणȑाही 
एका बाजूने Ėƙात घेऊ ěकता  
 (BM)B=+18.75x 1.875-[10x1.875x(1.875/2)] 
(BM)B=+17.578 KNm 
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पायरी (6) :- कॉȴŌ ा ɣेƛर िबंदूचे (Point of contra flexure) अंतर काढणे. 
िबंदु A आिण B या मȯे छेद (Section)X-X िबंदू A पासून X m या अंतरावर ƽा.  

 
(BM)E= ʉणजेच िबंदु Eवर बŐिडंग मोमŐट  
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(BM)E=0............ कॉȴŌ ा ɣेƛर िबंदूवर (Pointof contra flexure) बŐिडंग मोमŐट ěूɊ 
असतो.  
RAxX – 10 x Xx (X/2)=0 
18.75x X – [10 x Xx (X/2)]=0 
18.75X-5X2=0 
18.75X =5X2 
X=18.75/5 
XE=3.75 m    ……….िबंदू A पासून.  
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यूिनट  - 04: बीम मधील झुकणे आिण कातरणे Ůितबल 

Bending and Shear stresses in beams 

 िवषय िन˃ȅी (Course Outcome): वेगवेगʨा लोिडंग पįरİ̾थतीमंȯे बीममȯे वाकणे 
आिण कातरणे तणाव िनिʮत करा. 

 िसȠांत िशƗण िन˃ȅी (Theory Learning Outcome): 
TLO .1 ɗुअर बŐिडंग (Pure Bending) आिण तट̾थ अƗ (Neutral axis) संकʙना समजून 

ƽा. 
TLO.2 ɢेƛरल फॉʄुŊला वापŝन Ůितकार मोमेȴ (Resisting moment)  आिण िवभाग 

मॉǰूलस (Z) िनिʮत करा. 
TLO.3 मानक भाराǉ फƅ (Point and UDL Load) अधीन असलेʞा फƅ समिथŊत आिण 

कँिटलीʬर बीममȯे िदलेʞा ̾थानावर झुकणारे Ůितबल (Bending stress) िनिʮत 
करा. 

TLO.4 आयताकृती आिण वतुŊळाकार िवभागासाठी जाˑीत जाˑ आिण सरासरी कातरण 
ताण मोजा आिण काढा. 

TLO.5 िदĖेĖ्या िवभागासाठी ȑाǉा खोĖीपयōत कातरणे ताण िवतरण आकृती काढा. 

थोडƐात मािहती  ( Introduction) 

जेʬा बीमला बा˨ भार (External load) अनुलंब (vertically) लागू केला जातो, तेʬा हे आधी 
अɷासले गेले आहे की, बीमǉा Ůȑेक भागावर कातरणे बल (Shear force) आिण झुकणारे मोमेȴ 
(Bending moment) असतात  .बीमǉा Ůȑेक भागाला कातरणे बल (Shear force) आिण झुकणारे 
मोमेȴ (Bending moment) मुळे िविशʼ िवकृती (Deformation) येते, Ǜाचा बीमǉा सामŤीȪारे 
(material) Ůितकार केला जातो  .सामŤीǉा िवकृतीला (Deformation) Ůितकारामुळे (resistance) 
अंतगŊत कातरणे Ůितबल (Shear stress) आिण झुकणारा Ůितबल (Bending stress) िनमाŊण करतो. 

4 .1 .1 झुकǻाचा िसȠांत (Theory of pure bending) 

झुकणारा मोमेȴ (Bending moment) िकंवा जोडɗाǉा (couple) पįरणामामुळे, बीमची Ėांबी वŢ 
आकार घेईĖ आिण अगदी Ėहान ĖांबीĖा वतुŊळाǉा कमानीचा भाग मानĖा जाऊ ěकतो. हे खाĖीĖ 
Ůमाणे आहे  की, बा˨ िũǛामुळे (Outer radius) सामŤी तणावात (tension) मȯे असेĖ आिण 
आतीĖ िũǛा संकुचण (Compression) मȯे असेĖ आिण काही िũǛामȯे कोणताही ŮितबĖ नसेĖ. 
सामŤीचा हा ˑर तट̾थ ˑर िकंवा तट̾थ अƗ (Neutral axis) आहे. 

 

(a) Before bending  
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(b) After bending  

आकृती 4.1 Bending equation  

आकृती 4.1 मȯे बीमचा रेखांश िवभाग दशŊिवला आहे .तट̾थ अƗ (  θ तयार होतो. 

C’D’ = Rθ आिण A’B’ = (R-y)θ 

सुŜवातीला समांतर ˑरांची लांबी समान असʞामुळे CD = AB होईल आिण ȑा तट̾थ ˑरावर 
कोणताही ताण (stress) नसʞामुळे कोणताही ओढ-ताण (strain) येत नाही. 

C’D’ = AB 

आता Ōː ैन 

Ōː ैन= AB - A’B’/ AB -----------परंतुAB =CD= C’D’ आहे 

ʉणून, Ōː ैन= C’D’- A’B’/ AB ------- परंतुC’D’ = Rθ 

आिणA’B’ = (R-y)θ 

ʉणून,  Ōː ैन = Rθ-(R-y)θ/ Rθ = ୷

ୖ
 

आता जर Ōː ेस AB = σ आिण यंƺ मोडुलूस (Young’s Modulus) =E,  

तर Ōː ैन =஢

୉
 

ʉणून, ஢

୉
 = ୷ 

ୖ
िकंवा ஢

୷
 = ୉

ୖ
--------------------------(I) 

आता,बीमचा आडवा भाग िवचारात घेतʞास आकृती 4.2, Ɨेũफळाची एक पǥी (strip) तट̾थ अƗा 
(Neutral axis) पासून y अंतरावर आहे असे मानू.  



Strength of Materials (313308) सामŤीची ताकद (३१३३०८) 

 

Maharashtra State Board Of Technical Education. 165 

 

 

आकृती :4.2 Ɨेũफळाची एक पǥी 

नंतर, या Ɨेũावरील सामाɊ बल (δa)= ୉

ୖ
Xyδa 

आता तट̾थ अƗल या बलाचा मोमेȴ= ୉

ୖ
X yδa Xy िकंवा ୉

ୖ
Xy2δa 

िनमाŊण झालेʞा टे̢शनमुळे िनमाŊण होणारा पदाथाŊचा हा Ůितरोधक मोमेȴ आहे आिण Ůितरोधक 
मोमेȴ (resisting moment) आहे, 

= ∑୉

ୖ
Xy2δa िकंवा  ୉

ୖ
∑ y2δa 

आिण ∑ y2δa  हा तट̾थ अƗ, INAǉा Ɨेũफळाचा दुसरा मोमेȴ आहे. 

Ůितरोधक मोमेȴ (Resisting moment) M = ୉

ୖ
XI 

परंतु, Ůितरोधक मोमेȴ (Resisting moment) झुकǻाǉा मोमेȴला )Bending moment(  संतुिलत 
करत असʞाने, 

M = ୉

ୖ
XI िकंवा ୑

୍
 = ୉

ୖ
 

परंतु, ஢

୷
 = ୉

ୖ
 

ʉणून,  𝐌

𝐈
 = 𝛔

𝐲
 = 𝐄

𝐑
 

येथे, M =  Ůितकाराचा मोमेȴ, 

I = िवभागाǉा तट̾थ अƗाला (N.A.) जडȕाचा मोमेȴ  

E =यंगचे लविचकता मॉǰूलस , 

R = N.A ǉा वŢतेची िũǛा आिण 

σ = झुकणारा Ůितबल )Bending stress(  
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वरील समीकरण 'झुकणारे समीकरण’(Bending equation)  ʉणून ओळखले जाते. 

4 .1 2 झुकना̴ या िसȠांतातील गृिहतक (   Assumptions in theory of bending)- 

1) बीमचे टŌ ाɌʬसŊ िवभाग जे समतल आहेत, झुकǻा आधी आिण झुकʞानंतर पण समतल 
राहतात. 

2) बीमचे सामŤी एकसंध, सम̾थािनक आहे आिण Šकǉा िसȠांतचे पालन करतो.  
3) तणावात )Tension(  आिण संकुचण )Compression(  मȯे लविचकतेचे मॉǰूलस (Young’s 

Modulus) समान आहे. 
4) बीम सुŜवातीला सरळ आिण Ţॉस -सेƕन एकसमानआहे . 
5) Ůȑेक ˑर तणावात )Tension(  आिण संकुचण )Compression(  मȯे मुƅ आहे, आिण इतर 

ˑरांपेƗा ˢतंũ आहे. 
6) बीमǉा टŌ ाɌʬसŊ िवभागातील पįरणामी बल (Resultant force) शूɊ आहे. 

4.2.1 ɢेƂरल समीकरण (Flexural Equation) 

𝐌

𝐈
 = 𝛔

𝐲
 = 𝐄

𝐑
 

4.2.2 समीकरणातील घटकांचा अथŊ   (Meaning of terms used in equation) 

𝐌

𝐈
 = 𝛔

𝐲
 = 𝐄

𝐑
 

येथे, M =  Ůितकाराचा मोमेȴ (Resisting moment), 

I = तट̾थ अƗला (Neutral axis) िवभागाǉा जडȕाचा मोमेȴ 

E   =यंगचे लविचकता मॉǰूलस  (Young’s modulus), 

R = तट̾थ अƗǉा (Neutral axis) वŢतेची िũǛा आिण 

σ = झुकणारा Ůितबल (Bending stress) 

4.2.3 झुकणारा Ůितबल (Bending stress) 

जेʬा बीम बा˨ लोिडंगǉा अधीन असते तेʬा अनुलंब (vertically) लागू होते, तेʬा झुकǻासाठी 
(bending) अंतगŊत ताणांȪारे (internal stresses) देऊ केलेʞा Ůितकारास झुकणारा Ůितबल (σb) 
ʉणतात. 

4.3 बीम मधील Ůितबल आिण िवभाजन आकृती (Bending stresses and bending stress 

distribution diagram) 
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        आयताकृती िवभागात                       िसɼली सुपोटőड                बीमकॅİȴलेवेर बीम 

आकृती :4.3 आयताकृती िवभागात  Ůितबल िवभाजन 

4.4 कातरणे Ůितबलाचे समीकरण (Shear stress equation) 

कातरणे Ůितबल समीकरण (Shear stress equation) 

q  = 𝐅𝐀𝐲ത

𝐈𝐛
 

4.4 .1 कातरणे Ůितबलाǉा समीकरनात (Shear stress equation) वापरलेʞा Ůȑेक घटकाचा 
अथŊ   

q  = 𝐅𝐀𝐲ത

𝐈𝐛
 

येथे, q = कोणȑाही टŌ ाɌʬसŊ िवभागतील कातरणे Ůितबल , N/mm ² मȯे  

A = तट̾थ अƗाǉा (Neutral axis) वरील भागाचे Ɨेũफळ‘िममी²’मȯे 

yത =तट̾थ अƗाǉा  ( Neutral axis) वर मानʞा गेलेʞा Ɨेũाǉा मȯवतŎ भागाचे अंतर‘िममी’ मȯे  

A X yഥ   =Ɨेũफळाची पिहली मोमŐट  

I = तट̾थ अƗǉा (Neutral axis) िठकाणचे जडȕ ‘िममी4’मȯे 

F= कातरणे बल (Neutral axis) आहे . 

4.4 .2 आयत आकार आिण वतुŊळाकार िवभागासाठी, जाˑीत जाˑ ( Maximum) आिण 
सरासरी (Average) कातरणे Ůितबल (Shear stress) यांǉातील संबंध 

1. आयताकृती िवभाग (Rectangular section) 

खालील आकृती 4.4 दाखिवʞाŮमाणे आयताकृती िवभागासाठी कातरणे Ůितबलातील                 
(Shear stress) झालेले बदल- 
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a) Rectangular section                          b) Shear stress variation diagram  

आकृती: 4.4 Shear stress variation in Rectangular section  

qav = सरासरी कातरणे ŮितबĖ (Average shear stress) = F A=F bd 

qmax = जाˑीत जाˑ कातरणे ŮितबĖ (Maximum shear stress) = 1.5qav 

2.  वतुŊळाकृती िवभाग  (Circular section) 

खालील आकृती 4.5  दाखिवʞाŮमाणे वतुŊळाकृती िवभागासाठीकातरणे Ůितबलातील (Shear stress) 
झालेले बदल- 

 

a) Circular section                                        b) Shear stress variation diagram  

आकृती: 4.5 Shear stress variation in Circular section 

qav = सरासरी कातरणे ŮितबĖ (Average shear stress) =F A = F (D24) 

qmax = जाˑीत जाˑ कातरणे ŮितबĖ (Maximum shear stress) = 4 3qav 

3 .चौरसाकृती िवभाग (Square section) 

खालील आकृतीमȯे  ) 4. 6(  दाखिवʞाŮमाणे चौरसाकृती िवभागासाठी कातरणे Ůितबलातील )Shear 
stress) झालेले बदल- 
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आकृती: 4.6 Shear stress variation in Square section 

qav = सरासरी कातरणे ŮितबĖ (Average shear stress) =F A = F a2 

qmax = जाˑीत जाˑ कातरणे ŮितबĖ (Maximum shear stress) = qmax = 1.5qav  

4.5 वेगवेगʨा िवभागासाठी कातरणे Ůितबल िवभाजन (Shear Stress distribution 

Diagram) आकृती 

4.5 .1 आयताकृती िवभागासाठी कातरणे Ůितबल िवभाजन (Shear Stress distribution 

Diagram) आकृती 

आकृती 4.7  मȯे दशŊिवʞाŮमाणे बीमचा एक आयताकृती भाग घेतलेला आहे .Ǜाǉामȯे Ŝंदी ‘b’ 
आिण खोली ‘d’ आिण एक थर ‘RS’ हा तट̾थ अƗापासून )Neutral axis)‘y’ अंतरावर आहे . 

 

a) Rectangular section                 b) Shear stress variation or distribution 
diagram 

आकृती: 4.7Shear stress distribution in Rectangular section 

समजा ,A = छायांिकत Ɨेũ    (shaded area)  ) = ୢ

ଶ 
– y)xb ) ...........i) 

yത =तट̾थ अƗापासून (Neutral axis) छायांिकत Ɨेũाǉा   (shaded area) मȯवतŎ भागाचे अंतर 
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yത =y +ଵ

ଶ
 ) ୢ

ଶ 
– y)   = ଵ

ଶ
 ) ୢ

ଶ 
+ y)  ) ............................. ii) 

AXyത   =Ɨेũफळाची पिहली मोमŐट  = b  ) ୢ

ଶ 
– y)xଵ

ଶ
 ) ୢ

ଶ 
+ y) 

                                                  = ୠ

ଶ
 ) ୢమ

ସ 
– yଶ)  )...................... iii) 

I =तट̾थ अƗǉा (Neutral axis) िठकाणचे जडȕाचे पįरबल (Moment of inertia)   = ୠୢయ

ଵଶ 
 

)............iv) 

ʉणून, ȑा भागातील कातरणे Ůितबल (Shear stress)‘q’ हा खालीलŮमाणे सूũाŮमाणे, 

q   = ୊୅୷ഥ

୍ୠ
 

समीकरण )iii  (आिण ) iv) मधील AXyത ची िकंमत समीकरण )v) मȯे ठेऊन, 

q  =
୊ଡ଼

ౘ

మ
 (

ౚమ

ర 
–୷మ)

ౘౚయ

భమ 
ଡ଼ୠ

 

q   = (
𝟔𝐅

𝐛𝐝𝟑)(
𝐝𝟐

𝟒 
– 𝐲𝟐)  ) ....................... vi) 

समीकरण )vi) वŜण हे लƙात येते की,कातरणे Ůितबल (Shear stress) हा तट̾थ अƗपासून 
(Neutral axis) अंतर ‘y’ कमी केले असतावाढत जातो आिण ȑाची िकंमत तट̾थ अƗाला (Neutral 

axis) जाˑीत जाˑ असतो. 

1. थरांǉा )layers AB and CD) वरǉा आिण खालǉा टोकाला कातरणे Ůितबल 
)shear stress) 

थरांǉा )layers AB and CD) वरǉा आिण खालǉा टोकाला,y   = ୢ

ଶ
 

y ची िकंमत समीकरण )vi) मȯे ठेऊ , 
q   =0 .......... थरांǉा )layers AB and CD) वरǉा आिण खालǉा टोकाला 

2. तट̾थ अƗाला)Neutral axis) कातरणे Ůितबल )shear stress) 
तट̾थ अƗाला)Neutral axis),y =0 ही िकंमत समीकरण )vi) मȯे ठेऊ, 

q = qmax =ቀ
଺୊

ୠୢయ
ቁ x

ୢమ

ସ 
 =ଵ.ହ୊ 

ୠୢ
 

qmax जाˑीत = जाˑ कातरणे Ůितबल )shear stress) हा तट̾थ अƗाला(Neutral axis) असतो = 
ଵ.ହ୊ 

ୠୢ
 

qmax 1.5 = qav 

येथे,qav) सरासरी कातरणे Ůितबल = shear stress) = ୊ 

ୠୢ
 

3. आयताकृती िवभागासाठीकोणȑाही थराला कातरणे Ůितबल )shear stress) 
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q   = (
଺୊

ୠୢయ)(
ୢమ

ସ 
– yଶ) 

4.5 .2 वतुŊळाकार िवभागासाठी कातरणे Ůितबल िवभाजन  ) Shear Stress distribution) 
आकृती 

समजा, आकृती 4.8 मȯे दाखिवʞाŮमाणे एक घन वतुŊळाकार िवभाग Ǜाची िũǛा 'r' आिण 'dy' 
जाडी असलेली एक पǥी  )strip) घेतली िजची तट̾थ अƗा (Neutral axis) पासून ऊंची 'y' आहे . 

 

a) Circular section b) Shear stress variation or distribution diagram 

आकृती: 4.8 shear stress distribution in Circular section 

समजा,q = िवभागाचा कातरणे ŮितबĖ  (Shear Stress) हा तट̾थ अƗĖा )Neutral axis) समांतर 
(parallel) आिण तो N-A ěी  'θ' कोण बनवतो.  

पǥी (strip) साठीAXy =  (2xXdy)y 

छायांिकत Ɨेũासाठी (shaded area)AXy =  (2 xy)dy 

PQ =b = िवभागाची Ŝंदी  =2 rcos θ 

I =IXX  

 =  INA) िवभागाचे जडȕ = M. I. of section) = గ

ସ
𝑟ସ 

ʉणून,q   = ୊୅୷ഥ

୍ୠ
  = ୊ ∫(ଶ ୶୷)ୢ୷

ഏ

ర
௥ర(ଶ୰ ୡ୭ୱ θ)

 

  = ସ୊

గ௥ఱ ୡ୭ୱ θ
∫ (√

୰

୰ ୱ୧ θ 𝑟ଶ − 𝑦ଶ)ydy 

=
4F

𝜋𝑟ହ cos θ
൤−

1 

3
(𝑟ଶ − 𝑦ଶ)

య

మ൨
r

r sin θ
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=
ସ୊

గ௥ఱ ୡ୭ୱ θ
xଵ 

ଷ
ቈ൫𝑟ଶ − 𝑟ଶ𝑠𝑖𝑛ଶθ൯

య

మ − (𝑟ଶ − 𝑟ଶ)
య

మ቉ 

=
ସ୊

ଷగ௥ఱ ୡ୭ୱ θ
x 𝑟ଷ൫1 − 𝑠𝑖𝑛ଶθ൯

య

మ 

=
ସ୊

ଷగ௥మ 𝑐𝑜𝑠 ଶθ  ).......................... i) 

तट̾थ अƗला  ( Neutral axis) , θ = 0,ʉणजे cos0= 1  .......समीकरण ) i) मȯे ठेऊ , 

qmax = जाˑीत जाˑ कातरणे ŮितबĖ (shear stress) = 4 3Fr2 

qav = सरासरी कातरणे ŮितबĖ (shear stress) =Fr2 

ʉणून, qmax = 𝟒 

𝟑
 qav 

θ =900,q0 = ,ʉणून िवभागाǉा वरǉा आिण खालǉा टोकाला सरासरी कातरणे Ůितबल )shear 
stress) हा शूɊ असेल . 

4.5 .3 पोकळ आयताकृती िवभागासाठी )Hollow rectangular section) कातरणे Ůितबल 
िवभाजन )Shear Stress distribution) आकृती 

समजा, आकृती 4 .9 मȯे दाखिवʞाŮमाणे एक पोकळ आयताकृती  िवभाग आहे Ǜाची बाहेरǉा 
िसमा )B X D ) अशा आहेत .b= वेबची ŝंदी आिण t   =ɢŐजची जाडी  

 

आकृती: 4.9 Shear stress distribution in Hollow rectangular section 

(I) q = थरांǉा वरǉा आिण खाĖǉा टोकाĖा कातरणे ŮितबĖ = 0  ......(AXy = 
0 ) 

(II) q1 = वेब आिण ɣŐ जǉा  जोडाǉा िठकाणी कातरणे ŮितबĖ = FAyIB .........(A 
=B X t ,y = h+t 2,F = कातरणे बĖ ) 

(III) कातरणे ŮितबĖ (shear stress) अचानक q2पयōत वाढतो.  
q2 = B  2bxq1     .............. ( ‘2b’ कारण येथे 2 वेब b Ŝंदीचे आहेत.) 

qmax = जाˑीत जाˑ कातरणे ŮितबĖ (shear stress) हा तट̾थ अƗĖा  )Neutral axis) असतो 

= q2 + qadd 

येथे, qadd = अिधकचा कातरणे ŮितबĖ (shear stress) 
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qadd= FAyIB  .................. (A = 2 (bx h ) , y = h 2 तट̾थ अƗ )Neutral axis) पासून ) 

4.5 .4 समिमतीयI िवभागासाठी )Symmetrical I Section) कातरणे Ůितबल िवभाजन )Shear 
Stress distribution) आकृती 

समजा,आकृती 4 .10 मȯे दाखिवʞाŮमाणे एक समिमतीयI िवभागासाठी )Symmetrical I Section) 
आहे . 

 

आकृती: 4.10 Shear stress distribution in I-section 

Ǜाǉामȯे,B   =वरǉा आिण खालǉा ɢŐजची ŝंदी  

b   =वेबची ŝंदी b 

t   =ɢŐजची जाडी t 

h =EF थराचे तट̾थ अƗ  ( Neutral axis) पासूनचे अंतर 

(i) q = थरांǉा वरǉा आिण खाĖǉा टोकाĖा कातरणे ŮितबĖ = 0  ......(AXy = 0 ) 
(ii) q1 = वेब आिण ɣŐ ज यांǉा  जोडाǉा िठकाणी कातरणे ŮितबĖ ʉणजेच EF आिण GH 

 = FAyIB .........( A =B X t ,y = h+t 2तट̾थ अƗ )Neutral axis) पासून,F = कातरणे 
बĖ)     

(iii) कातरणे ŮितबĖ (shear stress) अचानक q2पयōत वाढतो.  
q2 = ୆  

ୠ
xq1 

qmax = जाˑीत जाˑ कातरणे ŮितबĖ (shear stress) हा तट̾थ अƗĖा  )Neutral axis) असतो 

 =q2 + qadd 

येथे,qadd = अिधकचा कातरणे ŮितबĖ (shear stress) 
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qadd =୊୅ഥ

୍୆
) ..................  A)  = bx h ( ,yത = ୦ 

ଶ
तट̾थ अƗ ( Neutral axis) पासून ( 

4.5.5 T–िवभागासाठी )T-Section) कातरणे Ůितबल िवभाजन )Shear Stress distribution) 
आकृती 

समजा, आकृती 4.11 मȯे  दाखिवʞाŮमाणे एक T  – िवभाग )T-Section) आहे . 

 

आकृती: 4.11 Shear stress distribution in T-section 

Ǜाǉामȯे, B    =ɢŐजची ŝंदी  

b   =वेबची ŝंदी  

t   =ɢŐजची जाडी आिण  

h =EF थराचे तट̾थ अƗ )Neutral axis) पासूनचे अंतर 

i) q = िवभागाǉा थराǉा वरǉा आिण खाĖǉा टोकाĖा कातरणे ŮितबĖ ( 
Shear stress) ʉणजेच AB आिण GH ǉा िठकाणी  = 0   

ii) q1 = वेब आिण ɣŐ ज यांǉा  जोडाǉा िठकाणी कातरणे ŮितबĖ ʉणजेच EF 
 = FAyIB .................... ( A =B X t ,y = h+t 2,F = कातरणे बĖ) 
iii) कातरणे ŮितबĖ (shear stress) अचानक q2पयōत वाढतो.  

q2 = B  bxq1 

qmax = जाˑीत जाˑ कातरणे ŮितबĖ (shear stress) हा तट̾थ अƗĖा  )Neutral axis) असतो. 

=q2 + qadd 

 

येथे,qadd = अिधकचा कातरणे ŮितबĖ (shear stress) 

qadd= FAyIB  .................. (A =  (bx h ) ,y = h 2) तट̾थ अƗ  )Neutral axis) पासून  
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1. जाˑीत जाˑ झुकणारा मोमेȴ (Maximum bending moment) 5 kN.m आिण 80 िममी 
x 240 िममी खोल आयताकृती िवभाग असणा̴ या बीमǉा वरǉा काठाǉा खाली 25 िममी 
अंतरावर झुकणारा Ůितबल (Bending Stress) शोधा. 

िदलेली मािहती- 
b= 80mm, d= 240 mm, Bmax = 5 kN-m,  
σb हा 25 mm बीम िवभागाǉा वरǉा काठाǉा खाली 25 िममी अंतरावर शोधणे आहे. 

उȅर-  Y = ୈ

ଶ
 

    = ଶସ଴

ଶ
− 25 

   = 95mm 
Bmax = 5 kN-m = 5 X 106Nmm 

INA= ୠୢయ

ଵଶ
 

     = ଵ଼଴ ଡ଼ ଵଶ଴మ

ଵଶ
 

     = 11520000mm4 

            σb = ୑

୍
 X Y  

                = ହ୶ଵ଴ల

ଵଵହଶ଴଴଴଴
 𝑋 95 

         σb= 41.233 N/mm3 

 
2. घन गोलाकार Ţॉस सेƕन असलेʞा कॅİȴिलʬर बीमǉा आिण 3 मीटर लांबीǉा मुƅ 

टोकावर 35 kN इतका कŐ िūत भार (concentrated load) येत आहे. जर तणावात )Tension) 
िकंवा दबावात )Compression) मȯे जाˑीत जाˑ झुकणाराŮितबल 120 N/m पेƗा जाˑ 
नसेल  .तर बीमचा ʩास  (diameter) िनिʮत करा. 

िदलेली मािहती- 
L = 3m = 3000mm 
W = 35 kN = 35x103N 
σb = 120 N/mm2 
D शोधणे आहे. 
उȅर- झुकणे ǉा समीकरणानुसार (Bending equation), 

 ୑

୍
 = ஢ୠ

୷
…………….(I)  

कॅİȴलेवेर बीमवर केİȾत भार टोकालाअसʞावर,  
Mmax = WL 
        = 35X103X 3000 
        = 105 X 106N-mm 
समीकरण (I) वŝन, 
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   ଵ଴ହ ଡ଼ ଵ଴ల

గ/଺ସ
 XD3  =  ଵଶୈ

ୈ/ଶ
 

଺ସ ୶ଵ଴ହ ଡ଼ ଵ଴ల

గ ଡ଼ ୈయ  = 2X120 

D3 = ଵ଴ହ ଡ଼ ଵ଴ల ௑ ଺ସ

గଡ଼ଶଡ଼ଵଶ଴
 

D = ට
ଵ଴ହ ଡ଼ ଵ଴ల ௑ ଺ସ

గଡ଼ଶଡ଼ଵ

య

 

D = 207.33mm 
3. आयताकृती िवभाग )Rectangular section) 230 िममी Ŝंद आिण 420 िममी खोल 

असणा̴ या आिण Ǜाǉावर 40 kN चा कातरणे बल (shear force) आहे अशा संपूणŊ 
िवभागात जाˑीत जाˑ कातरणे Ůितबल )Shear Stress) शोधा. 
िदलेली मािहती- 
b = 230 mm 
          d = 420 mm 
          F = 40 kN = 40 X 103N 
उȅर-   आयताकृती बीममȯे, 
qmax = 1.5 qavg…………….(I) 

परंतु, qavg =  ୤

୅
 

                =  ସ଴ଡ଼ ଵ଴య

(ଶଷ଴ଡ଼ସଶ଴)
 

                = 0.414 N/mm2 
समीकरण (I) वŝन, 
qmax = 1.5 qavg 
       =  1.5 X 0.414 

           qmax = 0.621 N/mm2 

4. एका वतुŊळाकार बीममȯे जाˑीत जाˑ 10kN कातरणे बल (shear force)आहे .जर 
जाˑीत जाˑ कातरणे Ůितबल )Maximum Shear Stress) 1.5 N/mm² पयōत मयाŊिदत 
असʞास बीमचा आवʴक ʩास ( diameter) शोधा. 
िदलेली मािहती- 
f =10kN = 10 x 103 N 
           qmax = 1.5 N/mm2 

उȅर- वतुŊळाकार बीममȯे, 

qmax = ቀସ

ଷ
ቁ qavg…………….(I) 

     =
ቀ

ర

య
ቁ ଡ଼୊

గ/ସ
 𝑥D2 

       = 
ቀ

ర

య
ቁ ୶ ସ ୶ଵ଴଴଴଴

గ
 𝑥D2 

  1.5 = 
ቀ

ర

య
ቁ ୶ ସ ୶ଵ଴଴଴଴

గ
 𝑥D2 
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    D2= ଵ.ହ௑గ

ቀ
ర

య
ቁ ୶ ସ ୶ଵ଴଴଴଴

  

    D = ට
ଵ.ହ௑గ

ቀ
ర

య
ቁ ୶ ସ ୶ଵ଴଴଴଴

  

       D = 33.64 mm 
5. एका िसɼली सपोटőड बीमचा ˙ॅन 6 मीटर  आहे  .तो संपूणŊ ˙ॅन वर 12 kN/m चा एकसमान 

िवतरत भार (Uniformly Distributed load) वाšन नेतो आिण 10 kN  चा कŐ िūत भार   )
Concentrated load    ( ˙ॅनǉा मȯभागी  आहे  .जर बीमǉा सामŤीमȯे ) material) 
झुकणारा Ůितबल  )Bending Stress) 8  N/mm2 पेƗा जाˑ नसेल तर .बीमचा योƶ 
आयताकृती िवभाग िनिʮत करा  .Ŝंदीǉा दुɔट खोली ƽा.  
िदलेली मािहती- 
l   =6 मीटर 
w   =12 kN/m 
W   =10 kN 
σb 8 = N/mm2 
d   =बीमची खोली आिण b   =बीमची Ŝंदी 
d   =2 b 

 
आकृती: 4. 12 िसɼली सपोटőड बीम 

उȅर-  जाˑीत जाˑ झुकणारा मोमŐट, 

M  = ୵୪మ

଼
 + ୛୪

ସ
…..आकृतीवŝन 

M = ଵଶ ୶ ଺మ

଼
 + ଵ଴ ୶ ଺

ସ
 

    = 69kN-m 
    = 69 x 106N-mm 

I = IXX = INA = ୠୢయ

ଵଶ
 

                    = ୠ(ଶୠ)య

ଵଶ
 ……… (d   =2 b) 

                    =  ଼ୠర

ଵଶ
 

                    = 0.666b4 

ymax = ୢ

ଶ
…..= ଶୠ

ଶ
….. = b 

Flexure ǉा  सूũांनुसर, 
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୑

୍
  = ஢ౘ

୷
 

଺ଽ ୶ ଵ଴ల

଴.଺଺଺ୠర
 = ଼

ୠ
 

଺ଽ ୶ ଵ଴ల

(଴.଺଺଺ ୶ ଼)
= ୠర

ୠ
 

b3 = 12.95 x 106 
b  = 234.84 mm  
b  = 240 mm ………….ʉणू 
d = 2b = 2 x 235 
 d  = 470 mm 
ʉणून,बीमचा योƶ आयताकृती िवभाग  2 40x  470 िममी  होईल. 

6. एका 360 िमम ◌ी खोल आिण 240 िममी Ŝंद बीम चा˙ॅन 8 मी .आहे  .जर झुकणारा  Ůितबल 
(Bending Stress) हा  18N/mm2 पेƗा जाˑ नसेल तर.जाˑीत जाˑ तो बीम िकती 
एकसमान िवतरत भार (Uniformly Distributed load) वाšन नेऊ शकतो . 
िदलेली मािहती- 
 d   =360 िममी , b   =240 िममी  
L 8 = मी, σb 18 = N/mm2,w = ? 

उȅर-  M   = ୵୪మ

଼
 

               =  ୵୶ ଼మ

଼
 

               = 8w N-m. 
               = 8 x 103wN-m. 

 
आकृती: 4. 13 िसɼली सपोटőड बीम 

I = ୠୢయ

ଵଶ
 

= ଶସ଴ ୶ ଷ଺଴య

ଵଶ
 

  = 933.12 x 106 mm4 
Flexure ǉा  सूũांनुसर, 
୑

୍
  = ஢ౘ

ଢ଼
 

଼ ୶ ଵ଴య୶୵

ଽଷଷ.ଵଶ  ୶ ଵ଴ల   = ଵ଼

ଵ଼଴
  ) ...................... y   = ଷ଺଴

ଶ
 =180 िममी( 

W   = ଽଷଷ.ଵଶ  ୶ ଵ଴ల୶ଵ଼

ଵ଼଴୶଼ ୶ ଵ଴య  

 11.664 =     x103 N/m 
w   =11.664 kN/m 
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7. एका टी-िवभाग )T-Section) बीममȯे 8 मीटरइɠेİƃʬ ˙ॅनवर 80 kN/m 
एकसमानिवतरीत भार (Uniformly Distributed load) आहे.जर ɢŐज 180 िममी Ŝंद आिण 
20 िममी जाडी असलेला  आिण वेब150 िममी लांब आिण 20 िममी जाडीअसलेला आहे .
तरजाˑीत जाˑ झुकणारा Ůितबल (Maximum bending stress) काढा. 
उȅर-  

 
आकृती: 4. 14 िसɼली सपोटőड बीम 

 

 
आकृती: 4. 15 टी-िवभाग (T-Section) 

  A1=20×150 = 3000 mm2   y1= ଵହ଴

ଶ
 = 75mm 

A2  =180×20 = 3600mm2    y2 =150 +ଶ଴

ଶ
 = 160mm 

yത = (୅ଵ ୷ଵ ା ୅ଶ ୷ଶ)

୅ଵା ୅ଶ
 

    = (ଷ଴଴଴୶଻ହ ା ଷ଺଴଴୶ଵ଺଴)

(ଷ଴଴଴ାଷ଺଴଴)
 

yത   = 121.36 mm  
yc = 48.64 mm,  yt = 121.36 mm. 
IXX = IXX1 + IXX2 

      = (IG+Ah2)1 + (IG+Ah2)2 

      = (ୠୢయ

ଵଶ
+Ah2)1 + (ୠୢయ

ଵଶ
+Ah2)2 

      = (ଶ଴ ୶ ଵହ଴ య

ଵଶ
+3000x(121.36-75)2)1 + ((ଵ଼଴  ୶ ଶ଴ ୶ଵ଴ య

ଵଶ
)+3600x(48.64-10))2 

= 12072748.8+ 5494978.56 
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IXX= 17.568 x 106 mm4 

 

जाˑीत जाˑ झुकणारा मोमेȴ (Maximum bending moment)- 

M =୵୪మ

଼
= ଼଴ ୶ ଼ మ

଼
 = 640 kNm = 640 x 106N-mm 

जाˑीत जाˑ Ůितबल- 

σc = ୑

୍
x yc 

  = ଺ସ଴ ୶ ଵ଴ల 

ଵ଻.ହ଺଼ ୶ ଵ଴ల x48.64 = 1771.97 N/mm2 (C) 

σt = ୑

୍
x yt 

= ଺ସ଴ ୶ ଵ଴ల 

ଵ଻.ହ଺଼ ୶ ଵ଴ల  x 121.36 = 4421.198 N/mm2 (T) 

σt = σmax = 4421.198 N/mm2 (T) 
 

8. एका समिमतीय I िवभागात (Symmetrical I Section) Ůȑेकी  150 िममी x 30 िममी ɢŐज 
आिण अनुलंब वेब  300 िममी X 20 िममीचे आहेत .जर एका िवभागातील कातरणे बल (shear 

force) 100 kN असेल .तर संपूणŊ िवभागात जाˑीत जाˑ आिण सरासरी कातरणे Ůितबल 
(Maximum and average shear stress) काढा . 
उȅर- ɢŐज  =150 िममी x 30 िममी  
वेब= 300 िममी x 20 िममी  
वेबची जाडी (t)   =20 िममी  
कातरणे बल (shear force) 100= kN= 100 x103 N 
IXX2 =  X 108िममी4 
a) जाˑीत जाˑ कातरणे Ůितबलमाहीत करणे (qmax) आहे, 

i) q  =टोकाचा कातरणे Ůितबल  =0  
ii) q1ɢŐज आिण  वेब यांǉा जोडावर = कातरणे Ůितबल 

q1= ୊୅୷ഥ

୍୆
 

=  
(ଵହ଴ ଡ଼ଷ଴)ଡ଼ ଵ଺ହଡ଼ ଵ଴଴ ଡ଼ଵ଴య

 ଵହ଴ଡ଼ ଶ ଡ଼ଵ଴య
……………..(yത = 150+ ଷ଴

ଶ
=165 िममी  (  

  =2. 475N/mm2 



Strength of Materials (313308) सामŤीची ताकद (३१३३०८) 

 

Maharashtra State Board Of Technical Education. 181 

 

 
आकृती: 4. 16  समिमतीय I िवभाग (Symmetrical I Section) 

 
iii) q1अचानक q₂ पयōत वाढते : 

q=₂
୆

୲
 𝑥 q1……t = वेबची जाडी िममी 20 = 

        = ଵହ଴

ଶ଴
 x 2. 475 = 18.56 N/mm2 

qmax= q₂ + qadd 

qadd= ୊୅୷ഥ

୍୲
 

= ଵହ଴ ଡ଼ ଶ଴ ଡ଼ ଻ହ ଡ଼ ଵ଴଴ ଡ଼ଵ଴య

 ଶ଴ଡ଼ ଶ ଡ଼ଵ଴ఴ  

…( A = t x h = 20x150, yത = h/2 = 150/2 = 75िममी) 
  = 5.625 N/mm2 
qmax = 18.56 + 5.625 
qmax   = 24.185 N/mm2 

b) सरासरी कातरणे Ůितबलमाहीत करणे )qavg) आहे , 
A   =एकूण समिमतीयI िवभागाचे Ɨेũफळ 

     =2 )150 X  30) + (20 X  300(  
 15000 =   mm2 
qavg = ୊

୅
 

 =ଵ଴଴ ଡ଼ ଵ଴
య

ଵହ଴଴଴
 

qavg 6.67 = N/mm2 
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Sample Questions 
 एक आयताकृती बीम 80 िममी x 50 िममी Ţॉस-सेƖन 5 मीटर ˙ॅनचा कॅİȴिĖʬर ʉणून 

वापरĖा जातो. तो मुƅ टोकाĖा 1500 N चा भार वाहते. तर जाˑीत जाˑ तणावात 
(tensile) आिण दबावात (Compressive) ŮितबĖ िनİ̼चत करा. (उȅर- σc = σt = 140.63 
N/mm2) 

 
 समिमतीयI िवभागात (Symmetrical I Section)Ůȑेकी  150 िममी x 20 िममी ɣंॅज आिण 

अनुĖंब वेब 300 िममी x 10 िममीचे आहेत. एका िवभागातीĖ कातरणे बĖ (shear 
force)100 kN आहे. तर िवभागातीĖ जाˑीत जाˑ कातरणे ŮितबĖ (Maximum shear 
stress)माहीत करा. (उȅर- qmax = 33.606 N/mm2) 

 
 एका आयताकृती बीमची खोĖी 300िममी आहे. एका ठरािवक िवभगातजाˑीत जाˑ कातरणे 

ŮितबĖ (Maximum shear stress)10 MPa आहे.  तर तट̾थ अƗापसून (Neutral axis) 75 
िममी आिण 50 िममी अंतरावर जाˑीत जाˑ कातरणे ŮितबĖ (Maximum shear stress) 
काढा.(उȅर- q1 = 7.5 MPa आिण q2 = 8.9 MPa) 
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यूिनट 5:थेट आिण झुकणारे Ůितबल 

DIRECT AND BENDING STRESSES 

 िवषय िन˃ती (Course outcome):  

िवलƗण लोिडंग पįरİ̾थतीत संरचनाȏक मेɾर मधील थेट आिण वाकलेʞा ताणांचे (Direct 
and Bending Stress) िवʶेषण करा. 

 
 िसȠांत िशƗण िन˃ȅी (Theory Learning Outcome): 

TLO.1 ˑंभांवर थेट आिण िविƗɑ भारांचा Ůभाव ˙ʼ करा. 
TLO.2 मुƥ अƗांपैकी एकावर िवĖƗण भार असĖेĖ्या कॉɽेěन मेɾरसाठी पįरणामी 

ताण-िवतरण आकृती काढा. 
TLO.3 आयताकृती आिण वतुŊळाकार ˑंभासाठी ˑंभ, िवभागाचा गाभा यासाठी ěूɊ तɊक 

(Zero tension ) İ̾थित िĖहा. 
TLO.4 वेगवेगʨा ěेवटǉा पįरİ̾थतीसंह िदĖेĖ्या ˑंभासाठी िũǛा, सडपातळपणाचे 

Ůमाण आिण Ůभावी Ėांबी या संǒा ओळखा. 
TLO.5 यूĖरचे फॉʄुŊĖा (Euler's Formula)  आिण रँकाइनचे फॉʄुŊĖा (Rankine's 

Formula)  वापŝन ˑंभांमȯे बकिĖंग Ėोडची संकĖ्पना समजून ƽा. 
   

Ůˑावना 
कोणताही अनुĖंब सद˟, ˑंभ ʉणा, घाट जेʬा अƗीय भाराǉा अधीन असतो तेʬा थेट ताण तयार 
होतो. जर ˑंभावर िविƗɑ भार कायŊरत असेĖ तर वाकणारा ताण तयार होईĖ. ʉणून आपण 
ˑंभावरीĖ थेट आिण वाकĖेĖ्या तणावाǉा एकिũत पįरणामाचा िवचार कŝ ěकतो. ȑामुळे 
डायरेƃ आिण बŐिडंग Ōː ेसǉा मदतीने आपण कॉĖमवर जाˑीत जाˑ आिण कमीत कमी ताण मोजू 
ěकतो. हा धडा मěीनǉा भागांवरीĖ थेट आिण झुकणारा ताण तसेच बŐच ʬाइस, सी-ƒॅɼ, िडŌ िĖंग 
मěीन ůेम इȑादीǉंा गणनेěी संबंिधत आहे.  
 
1.1.1 थेट भार िकंवा अƗीय भार (Direct or Axial load) 
जेʬा एखादा भार एखाȨा मेɾरवर कायŊ करत असतो Ǜाची िŢया मȨांकवर कायŊ करतो ȑा 
मेɾरǉा अƗाशी जुळतो तेʬा ȑाला थेट भार िकंवा अƗीय भार असे ʉणतात. 
थेट ताण िकंवा अƗीय ताण (Direct or Axial stress) 
Ţॉस सेƕनल Ɨेũामȯे थेट भाराचे गुणोȅर याला थेट ताण िकंवा अƗीय ताण असे ʉणतात. 

थेट ताण 𝜎 o = ௉

஺
 

                              𝜎 o = ௉

௕ ௫ ௗ
 

 
आकृती 5 .1 मȯे दशŊिवʞा Ůमाणे अƗीय संकुिचत भार P वाšन नेणा̴या b आिण जाडी d ǉा 
आयताकृती िवभागाǉा ˑंभाचा िवचार कŝया .भार P िवभागाǉा सŐटŌ ोइड G वर अचूकपणे 
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कायŊ करतो .लोड ‘P’ मुळे संकुिचत ˢŝपाचा थेट ताण येतो Ǜाची तीŴता संपूणŊ Ţॉस -
सेƕनमȯे एकसमान असते ʉणजेच Ţॉस-सेƕनमधील कोणȑाही ट̪ɗावरचा ताण P/A 
असतो .ʉणून ˑंभाǉा पायȚावरील ताण िवतरण आकृती 5 .1 मȯे दशŊिवʞा Ůमाणे एक 
आयत आहे .थेट ताण 𝜎o Ȫारे दशŊिवला जातो. 
 

 
आकृती 5 .1 थेट ताण िकंवा अƗीय ताण 

 
ʉणून थेट ताण𝜎 o = ௉

஺
 

𝜎o=
௉

௕ ௑ௗ 
 

5.1.2 िविƗɑ भार (Eccentric load) 

जेʬा भार मȯवतŎ अƗाʩितįरƅ ˑंभावर कायŊ करत असतो तेʬा ȑा भाराला िविƗɑ भार असे 
ʉणतात. 

िविƗɑ भार )P) Ɨणामुळे M ची िनिमŊती होते. 

       M = P x e 

िविƗɑ भार वाकणारा ताण )σ) तसेच थेट ताण )σο) िनमाŊण करतो. 
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आकृती 5.2 िविƗɑ भार (Eccentric load) 

तर वरील आकृतीत िविƗɑ भारामुळे P, Ɨण िनमाŊण झाला आहे. 

 M = P x e आिण या झुकǻामुळे ताण िनमाŊण होतो. 

5.1.3 िवलƗण भारा मुळे िनमाŊण होणारे Ůितबल  : 

 Ǜा भाराची कृती सद˟ाǉा अƗाशी एकŝप होत नाही ȑाला िवलƗण भार असे ʉणतात .वˑुǉा 
भौिमितक अƗ आिण भार िबंदूमधील अंतराला िवलƗण मयाŊदा ʉणतात  .तो ‘e’ ने दशŊिवला जातो. 

अƗीय भारामुळे फƅ थेट ताण येतो तर िविƗɑ भार थेट तसेच वाकणारा ताण िनमाŊण करतो .आकृती 
िवलƗण संकुिचत भार P ǉा अधीन असलेला एक ˑंभ ABCD दशŊिवतो .P भार िविशʼ जाडी 
असलेʞा ˑंभ )ABCD) ला ऊȰŊ Ůतलात E िबंदूवर कायŊ करतो ʉणजेच X-X अƗावर .ʉणजेच Y-Y 
अƗाǉा संदभाŊत तो िवलƗण आहे . ʉणून अंतर GE ला िविƗɑता असे ʉणतात. 

आधाįरत िटपण : 

(i) सेƕनǉा सŐटŌ ोइड G मधून जाणा̴ या X-X आिणY-Y अƗांना तȇ अƗ िकंवा मूलभूत अƗ 
असे ʉणतात .भार हा Y-Y अƗा संदभाŊत िवलƗण असू शकतो,  

(ii) भारहा X-X अƗा संदभाŊत िवलƗण असू शकतो िकंवा दोɎी अƗा संदभाŊत िवलƗण असू 
शकतो . 

(iii) जर भार हा Y-Y अƗा संदभाŊत िवलƗण असेल, तर सद˟ाचे वाकणे Y-Y अƗावर होईल .
अशा पįरİ̾थतीत, Y-Y अƗ हा तट̾थ अƗ ʉणून घेतला जातो आिण िवभागाǉा जडȕाचे 
पįरबल Y-Y अƗांबȞल ƽावा. 
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(iv) जर भार हा X-X अƗा संदभाŊत िवलƗण असेल,तर सद˟ाचे वाकणे X-X अƗावर होईल .
अशा पįरİ̾थतीत, X-X अƗ हा तट̾थ अƗ ʉणून घेतला जातो आिण िवभागाǉा 
जडȕाचा पįरबल X-X अƗांबȞल ƽावा.   

5.2.1  िविƗɑ भाराचे िवʶेषण: 

आता आपण आकृती e मȯे दाखिवʞा Ůमाणे ˑंभ ABCD गृहीत धŝया, Ǜामधे िविƗɑ भार हा 
िब̢दु E वरती कायाŊİɋत केला गेला आहे .G हे Ůतलाचे कŐ ūक असुन GE हे अंतर e असे गृहीत मानले 
आहे. 

 

 

आकृती 5.3: िविƗɑ भाराचे िवʶेषण 

आकृती 5 .3 ) b) मȯे दशŊिवʞा Ůमाणे ˑंभाǉा अƗावर G िब̢दु वर दोन समान आिण िवŜȠ भार 
िनमाŊण होतील, कारण जारी भर हा िब̢दु E वरती कायŊरत असला तरी वर बिघतʞा Ůमाणे भार P ची 
तीŴता ही संपूणŊ Ůतल ABCD वरती एकसमान असेल .यासमान, िवŜȠ आिण समरेखीय बलामुळे 
ˑंभाचा लोिडंग पॅटनŊ बदलत नाही कारण ȑांचा पįरणाम शूɊ आहे, आिण ितसरा भार हा िब̢दु E 
वरती पूवŎ पासूनच कायाŊİɋत आहे. ʉणून आता या ितɎीभार वर आकृती मȯे दाखिवʞा Ůमाणे 
िवभागले जाऊ शकतात  .अƗीय बल P आकृती   

5 .3 ) c) मȯे दाखिवʞा Ůमाणे G िब̢दुवर कायाŊİɋत होईल आिण आकृती 5 .3 ) f) मȯे दाखिवʞा 
Ůमाणे सŐटŌ ॉइड G वर कायŊ करणारे अधोगामी बल P थेट तणाव िनमाŊण करेल .उवŊįरत दोन बल उदा .
खालीयेणारे िविƗɑ बल P आिण एक ऊȰŊगामी अƗीय बल P हे घǰाळाǉा िदशेने जोडपे तयार 
करेल Ǜाचा कŐ ūिबंदू G वरील पįरबल M = P x e असेल .कŐ ūिबंदू G आकृती 5 .3 ) g) वर कायŊ 
करणारा पįरबल िनमाŊण करेल .ʉणून िविƗɑ भारामुळे थेट तसेच वाकिवणारे Ůितबल िनमाŊण होतात .
जसे की खलील िदʞा Ůमाणे:  

थेट भार P मुळे तयार होणारे थेट Ůितबल   =𝜎 o = ௉

஺
  िकंवा 𝜎 o=

௉

௕ ௑ௗ 
 

वाकिवणारा भार P मुळे तयार होणारे वकिवणारे Ůितबल  :हे Ůितबल मोजǻा कįरता आपण 
वकिवणा̴ या Ůितबलाचे सूũ ʉणजेच flexural सूũाच वापर कŝ. 
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ʉणून,  𝐌

𝐈
 = 𝛔

𝐲
 = 𝐄

𝐑
 

येथे, M =  Ůितकाराचे पįरबल)moment), 

I = िवभागाǉा तट̾थ अƗाला )N.A.) भोवतीचे जडȕचे पįरबल )Moment Of Inertia) 

E   =यंगचे लविचकता मॉǰूलस , 

R = N.A ǉा वŢतेची िũǛा आिण  

σb=झुकणारे Ůितबल (Bending stress) 

वरील समीकरण 'झुकणारे समीकरण’(Bending equation)  ʉणून ओळखले जाते. 

ʉणून σb=୑

୍
Xy 

σb=
୑

(୍/୷)
,୍

୷
 =Z 

σb=
୑

୞
 

इथे: 

I = िवभागाǉा तट̾थ अƗाला )N.A.) भोवतीचे जडȕचे पįरबल )Moment Of Inertia).   = ୠௗయ

ଵଶ
 

y= थराचे )layer) चे अƗ Y-Y पासूनचे अंतर )  =d/2) 

Z= सेƕन मॉǰूलस ) ୍

୷
)  

୍

୷
 =Z   =

ౘ೏య

భమ
ౚ

మ

,       Z=ୠௗమ

଺
  

ʉणून,  अƗ Y-Y पासून कुठʞाही थरावर येणारे एकूण पįरणामी Ůितबल = 

 थेट Ůितबल ± वकिवणारे Ůितबल   

σr=σo±σ௕  

M = PXe वाकǻाǉा पįरबला मुळे, सŐटŌ ॉइड G वर कायŊ करत असताना, Y-Y अƗाǉा उजवीकडील 
भाग संकुिचत Ůितबलाǉा अधीन असेल आिण Y-Y अƗाǉा डावीकडील भाग तणावŤˑ Ůितबलाǉा 
अधीन असेल .ʉणून σ௕हा BC साठी संकुिचत आिण AD साठी तɊ असेल . 

कोपरे B आिण C लोड P ǉा जवळ असʞाने, जाˑीत जाˑ ताण B आिण C या कोप̴यांवर तयार 
होतील .कोपरे A आिण D,  P लोड पासून दूर असʞाने ȑा िठकाणी कमी तान असेल. 

ʉणून बाजू BC वर िनमाŊण होणारे पįरणामी Ůितबल   =σr=σo±σ௕ = ௉

஺
±

୑

୞
 ) Compressive) 

बाजू AD वर िनमाŊण होणारे पįरणामी Ůितबल   =σr=σo±σୠ =௉

஺
±

୑

୞
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टीप :  

1. BC आिण AD ǉाअȑंतटोकाǉा ˑरांवरवाकणारापįरबलमोजǻासाठी, y येथे Ymʉणजेच 
Ymax=b/ 2असे घेतले पािहजे. 

2. आकृती 5.4  मȯे दशŊिवʞाŮमाणे िविƗɑ लोिडंग मुळे पįरणामी तणावाची गणना 
करǻासाठी, तीन Ůकरणे शƐ आहेत. 

3. जर σ௢>σ௕असेल तर संपूणŊ िवभागातील Ůितबल  सारखाच असेल ʉणजेच संकुिचत 
4. जर σ௢ =σ௕असेल तर संपूणŊ िवभागातील Ůितबल देखील समान ˢŝपाचा असेल .ʉणजेच 

संकुिचत या Ůकरणात, σ௠௔௫ =2 σ௢ आिण σ௠௜௡ =0.  
5. σ௢ < σ௕असʞास Ůितबल अंशतः  तɊ आिण अंशतः  संकुिचत असेल. 

खािलल तीन Ůकरणांसाठी Ůितबल िवतरण आकृती 5.4  मȯे दशŊिवʞाŮमाणे आहेत. 

 

आकृती 5.4 : Ůितबल िवतरण 

 

लहान सांपीडक मेɾर मȯे होणारा एक अƗीय वाक : 

कुठʞाही एका ताİȕक अƗा भोवती )X-X,Y-Y)  पडणा̴ या वाक यास एक अƗीय वाक असे ʉणतात .
वर आपणX-X अƗावरP सांपीडक भार वाšन नेणारा सद˟ा मȯे आलेला वाक पािहला. 
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आकृती 5.5 : लहान सांपीडक मेɾर मȯे होणारा एक अƗीय वाक 

आता, संकुिचत भार P हा Y-Y अƗावर E िबंदूवर कायŊ करतो असे गृहीत धŝ .ʉणजे आȅा 
िविƗɑताही X-X अ̋Ɨा ला अंनुसवŝन असेल जसे आकृती 5 .5 मȯे दाखवले आहे .  
   

σr=σo±σ௕ = ௉

஺
±

୑

୞
 

σr=σo±σ௕ = ௉

஺
±

୔ଡ଼ୣ

ூೣ ೣ
X௬

ଶ
 

ʉणून बाजू AB वर येणारे पįरणामी Ůितबल : 

σr=σo+σ௕ = ௉

஺
+

୔ଡ଼ୣ

ூೣ ೣ
X௬

ଶ
)  Compression) 

आिण  बाजू CD वर येणारे पįरणामी Ůितबल  :σr=σo−σ௕ = ௉

஺
−

୔ଡ଼ୣ

ூೣ ೣ
X 

௬

ଶ
 

Ǜावेळी ˑंभवारती सांपीडक Ůितबल लगू  केले जाते ȑा वेळी, 

𝛔𝒎𝒂𝒙=𝛔𝒐 + 𝛔oहे Ůितबल  सांपीडक ˢŝपाचे असेल  आिण 𝛔𝒎𝒊𝒏) =𝛔o< 𝛔𝒃तɊक  = 
 Ůितबल,𝛔o> 𝛔𝒃= सांपीडक Ůितबल ˢŝपाचे असेल(. 

उदाहरणे ∶  

०१ (एक  300 िममी Ŝंद आिण  200 िममी जाडीचा आयताकृती खांब आहे .ȑा खांबाǉा  जाडीǉा 
Ůतलास 100 kN ǉा भाराने 40 िममीǉा िवलƗणतेने दुभािजत केʞास .ȑा िवभागातील कमाल 
आिण िकमान Ůितबल शोधा. 

उȅर  :िदलेली मािहती  :b = 300mm, d = 200mm, P = 100kN =  100X103 N , e = 40mm 

Ůतलाचे Ɨेũफळ :bXd 300 = X2 मीमी 600 = 200  

पįरणामी Ůितबल शोधǻा कįरताचे सूũ  :σr=σo±σ௕ = ௉

஺
±

୑

୞
 ) Compressive) 

i.e. ୍

୷
 =Z   =

ౘ೏య

భమ
ౚ

మ

,Z=ୠௗమ

଺
       = ଵ଴଴ଡ଼ଵ଴య

଺଴଴
±

ଵ଴଴ଡ଼ଵ଴యଡ଼ସ଴

మబబ౔యబబమ

ల

 )Compressive) 
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 𝛔𝒎𝒂𝒙(𝑨𝑩)=𝛔𝒐 + 𝛔b = 
ଵ଴଴ଡ଼ଵ଴య

଺଴଴
+

ଵ଴଴ଡ଼ యଡ଼ସ଴

మబబ೉యబబమ

ల

) Compressive) 3 = N\mm2 

𝛔𝒎𝒊𝒏(𝑪𝑫)=𝛔𝒐 − 𝛔𝒃 =      ଵ଴଴ଡ଼ଵ଴య

଺଴଴
−

ଵ଴଴ଡ଼ଵ଴యଡ଼ସ଴

మబబ೉యబబమ

ల

) Compressive) 0.34 = N\mm2 

 

आकृती 5.6 : आयताकृती खांब 

२  (एक पोकळ आयताकृती Ţॉस-सेƕनǉा एका लहान ˑंभाची बा˨ पįरमाणे   2.4  मी  x 1.8 मी 
आहे .आिण ȑाची जाडी  20 िममी आहे .लांब बाजूने दुभाजीत करणा̴या िवभागाǉा भौिमितक 
अƗापासून  30 िममी ǉा िवलƗणते वर  500 KN चे अनुलंब भार लागू केʞास  .σ௠௔௫ आिण σ௠௜௡ 
 शोधा? 

िदलेली मािहती : B  =1800 िममीD   =2400 िममी 

 

अंतगŊत पįरमाणे: b = 1800 - 20 - 20  =1760 िममी 

  d = 2400 - 20 - 20  =2360 िममी 

Ɨेũफळ  :  = BD –bd 

 1800) =X 1760) - (2400 X 166400 = (2360 मीमी2 

िवलƗणता e = 30 िममी 

लोडP = 500kN =  500X103 N  ʉणून σ௠௔௫ आिण σ௠௜௡: 

िवभाग मॉǰूलस Zyy =
ூ೤೤

௬೘ೌೣ
=

భ

భమ
(୆ୈ³ ି ୠୢ³) 

౯

మ

 

 =ଵ

଺

(ଶସ଴଴ ୶ ଵ଼଴଴
య

)ି(ଶଷ଺଴ ୶ ଵ଻଺଴
య

)

ଵ଼଴଴
 = 104685985.2िममी.3 
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पįरणामी Ůितबल शोधǻा कįरताचे सूũ  :σr=σo±σ௕ = ௉

஺
±

୑

୞
 ) Compressive) 

 =ହ଴଴ଡ଼ య

ଵ଺଺ସ଴଴
±

ହ଴଴ଡ଼ଵ యଡ଼ଷ଴

ଵ଴ସ଺଼ହଽ଼ହ.ଶ 
 )Compressive) 

 𝛔𝒎𝒂𝒙(𝑨𝑩)=𝛔𝒐 + 𝛔b =ହ଴଴ଡ଼ଵ య

ଵ଺଺ସ଴଴
+

ହ଴଴ଡ଼ଵ యଡ଼ଷ଴

ଵ଴ସ଺଼ହଽ଼ହ.ଶ 
) Compressive)3.14 = N\mm2 

𝛔𝒎𝒊𝒏(𝑪𝑫)=𝛔𝒐 − 𝛔𝒃=      ହ଴଴ଡ଼ଵ଴య

ଵ଺଺ସ଴଴
−

ହ଴଴ଡ଼ଵ଴యଡ଼ଷ଴

ଵ଴ସ଺଼ହଽ଼ହ.ଶ 
 )Compressive) 2.86 = N\mm2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

आकृती 5.7 : पोकळ आयत 

4. 150 िममी ʩासाचा घन वतुŊळाकार ˑंभाǉा बाहेरील काठावर 50 KN चा उभा भार 
वाšन कायाŊİɋत केʞास .𝛔𝒎𝒂𝒙 आिण 𝛔𝒎𝒊𝒏   मोजा. 

िदलेली मािहती  :ʩासD= 150िममी, लोडP = 50kN =  50X103  N, िविƗɑताe = R = D /  = 2
150/2  =75 िममी ʉणून  शोधǻासाठी:     

  

आकृती 5.8: घन वतुŊळाकार ˑंभ 
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𝜎 o = ௉

஺
  = ହ଴ ଡ଼ଵ଴య

ഏ

ర
(ଵହ଴మ)

 2.83 = N/mm2 

Z   = ୍

୷
=

ഏ

లర
(஽ర)

ವ

మ

  = గ

ଷଶ
(150ଷ)   =331339.85 िममी³ 

୑

୞
= σb= ୑

(୍/୷)
= ୔ଡ଼ୣ

୞
= ହ଴ ଡ଼ଵ଴యଡ଼  ଻ହ

ଷଷଵଷଷଽ.଼ହ 
 = 11.31 KN/ mm2 

𝛔𝒎𝒂𝒙=𝛔𝒐 + 𝛔b =  2.83N/mm2+11.31 KN/ mm2 = 14.14 KN/ mm2)Compressive) 

𝛔𝒎𝒊𝒏=𝛔𝒐 − 𝛔b =  2.83N/mm2-11.31 KN/ mm2 = -8.46 KN/ mm2 )Tensile)  

४) बा˨ ʩास 250 िममी आिण अंतगŊत ʩास 200 िममी असलेला पोकळ वतुŊळाकार ˑंभाǉा 
भौिमितक कŐ ūापासून 75 िममीǉा िवलƗणते वर 90 kN चा उभा भार कायाŊİɋत केʞास  .
𝛔𝒎𝒂𝒙, 𝛔𝒎𝒊𝒏  ची गणना करा. 

उȅर :िदलेली मािहती :D = िममी 250, d =  िममी 200P = 90X103N, e = िममी 75. 

वतुŊळाकार ˑंभाचे Ɨेũफळ A=గ

ସ
(𝐷ଶ − 𝑑ଶ) = గ

ସ
(250ଶ − 200ଶ)17671.46 = mm2 

 

आकृती 5.9: पोकळ वतुŊळाकार ˑंभ 

Z   = ୍

୷
  =

ഏ

లర
(஽రିௗర)

ವ

మ

  = గ

ଷଶ

(஽రିௗర)

ୈ
  = గ

ଷଶ

(ଶହ଴రିଶ଴଴ర)

ଶହ଴
  =  

905662.2mm3  

𝜎 o = ௉

஺
  = ଽ଴ ଡ଼ଵ య

ଵ଻଺଻ଵ.ସ଺
 =  

 5.1N/mm2 

୑

୞
= σb= ୑

(୍/୷)
= ୔ଡ଼ୣ

୞
= ଽ଴ ଡ଼ଵ଴యଡ଼  ଻ହ

ଽ଴ହ଺଺ଶ.ଶ଺
 = 7.45 KN/ mm2 

𝛔𝒎𝒂𝒙=𝛔𝒐 + 𝛔b =  5.1N/mm2+7.45 KN/ mm2 = 12.55 KN/ mm2(Compressive) 

𝛔𝒎𝒊𝒏=𝛔𝒐 − 𝛔b =  5.1N/mm2-7.45 KN/ mm2 = -2.35 KN/ mm2( Tensile) 
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Ǜावेळी ˑंभवारती तɊकभार लगू  केला जातो, ȑा वेळी  

𝛔𝒎𝒂𝒙=𝛔𝒐 + 𝛔oहे Ůितबल  तɊक ˢŝपाचे असेल  आिण 𝛔𝒎𝒊𝒏) =𝛔 𝐨 < 𝛔𝐛 सांपीडक =  
Ůितबल ,𝛔o> 𝛔𝒃= तɊक ˢŝपाचे Ůितबलअसेल(. 

तɊक भार कायाŊİɋत केʞास तयार होणारे Ůितबल काही उदाहरण सािहत  : 

५) एका  200 िममी Ŝंद आिण  20 िममी जाडीचा ːीलǉा सपाट फाळीवरती  10 िममीǉा 
िवलƗणतेने  200  kN चे तɊक भार कायाŊİɋत केʞास,जाडीचे दुभाजक असलेʞा Ůतलात 
)Y-Y) .𝛔𝒎𝒂𝒙,𝛔𝒎𝒊𝒏गणना करा  . 

िदलेली मािहती : b = 200mm d = 20mm, तɊक भार P =  200X103N,  िविƗɑता e = 10mm 

ːील ǉा सपाट पǥीचे Ɨेũफळ A = bXd = 4000 =20 * 200mm2 

 

आकृती 5.10: सपाट फाळी 

𝜎 o = ௉

஺
  = ଶ଴଴ଡ଼ଵ଴య

ସ଴଴଴
=     

 50 N/mm2 

୍

୷
 =Z = 

ౚ್య

భమ
ౘ

మ

,Z=ୢ௕మ

଺
  = ଶ଴ ଡ଼ଶ଴଴మ

଺
=133333.333 mm3  

୑

୞
= σb= ୑

(୍/୷)
= ୔ଡ଼ୣ

୞
= ଶ଴଴ଡ଼ଵ଴యଡ଼ଵ଴

 ଵଷଷଷଷଷ.ଷଷଷ
 15 = KN/mm2 

𝛔𝒎𝒂𝒙=𝛔𝒐 + 𝛔b = 50N/mm2+15 KN/ mm2 = 65 KN/ mm2  तɊक बाजू)AB) 

𝛔𝒎𝒊𝒏=𝛔𝒐 − 𝛔b = 50N/mm2-15 KN/ mm2 = 35 KN/ mm2  तɊक बाजू)CD) 

 

5.2.2 शूɊ तɊक ) Zero Tension):  İ̾थित 

आपण पािहले आहे की जेʬा िविƗɑ संकुिचत भार ˑंभावर कायŊ करतो तेʬा तो थेट तसेच वाकणारा 
Ůितबल िनमाŊण करतो. 𝛔o> 𝛔𝒃 असʞास पįरणामी Ůितबल संकुिचत असते. जर 𝛔o= 𝛔𝒃 तर िकमान 
Ůितबल (𝛔𝒎𝒊𝒏) शूɊ असेल आिण कमाल Ůितबल 2𝛔o असेल आिण Ůितबलाचे िवतरण संकुिचत 
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असेल .परंतु 𝛔 𝐨 < 𝛔𝒃असʞास Ůितबल अंशतः  संकुिचत आिण अंशतः  तɊ असतो .Ǜामुळे 
संरचनेǉा पायȚाशी एक लहान तɊ Ůितबल भेग िवकिसत होऊ शकते  .ȑामुळे शूɊ तɊक ( Zero 

Tension ) İ̾थितसाठी, थेट Ůितबल हे  वकिवणा̴ या ŮितबळपेƗा अिधक िकंवा बरोबरीचे असावे . 

जसे की  .: 

 𝛔o≥ 𝛔𝒃 

 ௉

஺
≥

୑

୞
  

𝑃

𝐴
≥

PXe

Z
 

1

𝐴
≥

e

Z
 

1

𝐴
≥

e

Z
 

e≤
௓

஺
 

ʉणजे,  

शूɊ तɊक ( Zero Tension ) İ̾थितसाठी, िविƗɑता Z/A पेƗा कमी िकंवा जाˑीत जाˑ Z/A 
ǉा बरोबरीची असावी. 

िवभाग मॉǰूलस )Section Modulus): 

तट̾था अƗा भोवती  जडȕचे पįरवलन )मोमŐट ऑफ इनिशŊया (आिण कडीǉा ˑरा पासूनचे तट̾थ 
अƗा पयōतचे अंतर यांǉा गुणोतरास  िवभाग मॉǰूलस असे ʉणतात .  

Z௫௫ =X-X अƗा भोवतीचे िवभाग मॉǰूलस  = ୍ೣೣ

𝐲𝒎𝒂𝒙
 

Z௒௒ =Y-Y अƗा भोवतीचे िवभाग मॉǰूलस  = ୍೤೤

𝐲𝒎𝒂𝒙
 

5.3.1 िविƗɑपणाची मयाŊदा (Limit of Eccentricity) 

जेʬा एखादा िवĖƗण भार ˑंभावर कायŊ करतो, तेʬा तो थेट ताण तसेच वाकणारा ताण िनमाŊण 
करतो. तट̾थ अƗाǉा एका बाजूĖा जाˑीत जाˑ ताण असतो (थेट आिण वाकĖेĖ्या ताणाǉा 
बेरजेइतका) आिण तट̾थ अƗाǉा दुस̴या बाजूĖा िकमान ताण असतो (थेट ताण वजा वाकǻाǉा 
ताणाǉा समान). थोडासा िवचार केĖ्यास असे िदसून येईĖ की जोपयōत झुकणारा ताण थेट ताणापेƗा 
कमी राहतो, पįरणामी ताण संकुिचत असतो. जर वाकणारा ताण थेट ताणाǉा बरोबरीचा असेĖ, तर 
एका बाजूĖा ěूɊ ताण असेĖ. परंतु जर वाकǻाचा ताण थेट ताणापेƗा जाˑ असेĖ तर एका बाजूĖा 
ताणतणाव असेĖ. जरी िसमŐट काँŢीट एक Ėहान तɊ ताण घेऊ ěकते, तरीही कोणȑाही 
ताणतणावात येऊ नये हे इʼ आहे.  
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जर तɊ ताणाĖा परवानगी Ȩायची नसेĖ, तर वाकणारा ताण थेट ताणापेƗा कमी असावा िकंवा 
जाˑीत जाˑ, तो थेट ताणाǉा बरोबरीचा असावा. 

𝛔𝒃  ≤ 𝛔o 

PXe

Z
≤

𝑃

𝐴
 

1

𝐴
≥

e

Z
 

e≤
௓

஺
 

याचा अथŊ असा की कोणȑाही तɊ İ̾थतीसाठी, िविƗɑता ௓

஺
  िह e इतिक िकंवा e पेƗा कमी असावी. 

5.3.2 गोलाकार िवभागासाठी िविƗɑपणाची मयाŊदा (Limit of Eccentricity for circular 
section) 

समजा आकृती 5.11 मȯे दखवʞाŮमाने गोलाकार िवभाग Ǜाचा ʩास d  आिण Z= सेƕन 
मॉǰूलस आहे, 

 

आकृती 5.11 : गोलाकार िवभागासाठी िविƗɑपणाची मयाŊदा 

Z = గ

ଷଶ
 x d3 

𝐴 =  గ
ସ
 x d2 

e≤
௓

஺
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≤
ഏ

యమ
 ୶ ୢ
ഏ

ర
 

, 

e≤
ௗ

଼
 

याचा अथŊ असा की, भार भौिमितक कŐ ūाǉा कोणȑाही बाजूला, d/8 ǉा बरोबरीने, िवलƗण असू 
शकतो  .अशा Ůकारे , आकृती 5.6 मधील िठपके असलेʞा ƗेũाȪारे दशŊिवʞाŮमाणे, लोडǉा िŢयेची 
रेषा मुƥ वतुŊळाǉा एक चतुथाōश ʩासाǉा वतुŊळात असेल, तर ताण संपूणŊपणे संकुिचत होईल. 

5.3.3 आयतकृती िवभागा कįरता मȯ̾थीचा ितसरा िनयम (Middle third rule for 

rectangular section): 

   

आकृती 5.12 मȯे िदʞा Ůमाणे आपण आयताकृती िवभाग िवचारात घेऊ Ǜाची लांबी b  आिण 
जाडी d आहे . 

ʉणून Ɨेũफळ A=b X d 

 

आकृती 5.12: आयताकृती िवभागा कįरता मȯ̾थीचा ितसरा िनयम 

Z௫௫ =
I௫௫

𝐲𝒎𝒂𝒙
 

Z௫௫ =
ౘ೏య

భమ
ౚ

మ

,Z௫௫=ୠௗమ

଺
  

तसेच Z௬௬= ୍೤೤

𝐲𝒎𝒂𝒙
 

Z௬௬ =
ౚ್య

భమ
ౘ

మ

,Z௫௫=ୢ௕మ

଺
 

अता शूɊ तɊक Ůितबल İ̾थित कįरता वर भािघतʞा Ůमाणे  :  
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𝑒௫ ≤
୞ೣೣ

஺
      आिण        𝑒௬ ≤

୞೤೤

஺
 

𝑒௫ ≤
ౘ೏మ

ల

௕௑ௗ
      आिण    𝑒௬ ≤

೏್మ

ల

௕௑ௗ
 

𝑒௫ ≤
ௗ

଺
            आिण   𝑒௬ ≤

௕

଺
  

ʉणून आकृती मȯे दाखिवʞा Ůमाणे जर भार हा मधʞा मूळ भागात ʉणजेच लंबी आिण Ŝंदी ल 
तीन भागत मȯे िवभािजत केʞास मȯʞा एकतृतीअंश भागा मȯे जर भर कायाŊİɋत केला तर 
आयतकृती िवभागामȯे कुठलेही तɊक Ůितबल येणार नाही अथवा ȑा भागास शूɊ तɊक Ůितबल 
िवभाग ʉणता येईल आिण याच िनयमास मȯ̾थीचा ितसरा िनयम असे संबोधले जाते . 

5.4 संकुचन मेɾरची Ůˑावना (Introduction to Compression Members) 
संरचनाȏक (structural) घटकातीĖ (members) काही घटकांवर फƅ दबावात 

Compressive) असणारे अƗीय (Axial) भार (Load) िदĖेĖे असतात. यामुळे अěा घटकांना Ōː ट 
(Strut) असे ʉणतात. याŮमाणे हे Ōː ट (Strut) उभे, आडवे िकंवा ितरपे देखीĖ असू ěकतात, याच 
बरोबर उɷा असणा̴या Ōː ट ()Strut) Ėा ˑंभ (Column) असे संबोधĖे जाते.  
5.4.1 संकुचन (Compression) असणा̴या घटकाची (Member) संकĖ्पना 
 संकुचन असणारा घटक हा मुळात संरचनाȏक (structural) घटकातीĖ (members) एक 
घटक (member) आहे, या घटकांवर फƅ संकुचन (Compressive) असणारे भार (Load) उचĖेĖे 
(Carry) जातात.  

जसेकी, ˑंभ (Column/Pillar), पीअर (Pier) या Ůकारǉा घटकांवर फƅ संकुचन 
(Compressive) असणारे भार (Load) उचĖेĖे (Carry. जातात. 

  
ˑंभ (Column)                  पीअर (pier)  
आकृती 5.13: ˑंभ (Column) व  पीअर (pier)  
 

1) लहान ˑंभ (Short Column)  :-  
2) जेʬा Ůभावी Ėांबी (Effective Length) व कमीत कमी असणारी बाजूची Ėांबी (Least 

Lateral Dimension) यांचे गुणोȅर (Ratio) हे १२ पेƗा कमी येते तेʬा ȑा ˑंभास Ėहान 
ˑंभ ʉणून ओळखĖे जाते.  

3) िकंवा 
4) जेʬा कोणताही ˑंभ हा फƅ Ţिěंग भार िकंवा थेट दबावामुळे (Direct Compression) 

मुळे तुटतो / अपयěी (fails) ठरतो अěा ˑंभास Ėहान ˑंभ ʉणून ओळखĖे जाते. 
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5) लांब ˑंभ (Long Column)  : -  
जेʬा Ůभावी लांबी )Effective Length) व कमीत कमी असणारी बाजूची लांबी )Least Lateral 

Dimension) यांचे गुणोȅर )Ratio) हे १२ पेƗा जाˑ येते तेʬा ȑा ˑंभास लांब ˑंभ ʉणून ओळखले जाते. 
िकंवा 

जेʬा कोणताही ˑंभ हा फƅ झुकǻामुळे िकंवा वाकǻामुळेतुटतो  /अपयशी ) fails) ठरतो अशा 
ˑंभास लांब ˑंभ ʉणून ओळखले जाते.  
5.4.2 Ůभावी लांबी(  ) Effective Length):-  

कोणȑाही ˑंभाची संरचनाȏक̊̽Ǩा Ůभावी लांबी )Effective Length  (ही ȑा  ˑंभाची 
झुकलेʞा ̾थतीतील असणा̴या पॉइंट ऑफ कॉंटŌ ाɢेƂर )Point of Contraflexure  (मधील लांबी 
असते .  

समजून घेǻा करीता सोबत िदलेʞा आकृित मȯे पॉइंट A व B बिघतले असता यांमधील 
दशŊवलेले अंतर ही Ůभावी लांबी ʉणून ओळखले जाते कारण पॉइंट A व B ही दोɎीही पॉइंट ऑफ 
कॉंटŌ ाɢेƂर )Point of Contraflexure( आहेत . 

 
आकृती 5.14: Ůभावी लांबी )Effective Length( 

5.4.3 िगरकीची िũǛा (Radius of Gyration):- 
Ǜािबंदुवर संपूणŊ वˑूचे  /घटकाचे वˑुमान कŐ िūत आहे असे गृिहत धरले जाते ȑा िबंदूचे 

पįरűमणाǉा )rotation)अƗापासून )Axis)चे रेिडयल अंतर हेिगरकीची िũǛा (Radius of gyration) ʉणून 
ओळखले जाते.  

सूũ :-  
   I  = Ak2 
Therefore,   k2  = ூ

஺
 

दोɎी बाजूनचे वगŊमूळ घेऊन )Taking square root on both side( 

   k = ට ூ

஺
 

तसेच आपʞाला kminशोधायचे असʞास वरील सूũात खालील Ůमाने बदल करावा . 

kmin = ට୍ౣ౟౤

஺
 

िजथे ,  
kmin -कमीत कमी िगरकीची िũǛा )Radius of Gyration ( 

 Imin- कमीत कमी जडȕाचा Ɨण )Moment of Inertia ( 
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 A –ˑंभाचे Ţॉस सेƕन )Cross Section  (Ɨेũफळ  
 

 
5.4.4 Őɣडरनेस गुणोȅर (Slenderness Ratio) 𝝀 :-  
 िवभागाǉा कमीत कमी िगरकीची िũǛा )least Radius of Gyration) तसेच ˑंभाǉा 
समतुʞ)Equivalent)  िकंवा असमिथŊत )Unsupported) लांबीǉा गुणोȅरास Őɣडरनेस गुणोȅर 
)Slenderness Ratio) असे संबोधले जाते. 
  𝜆 = ௅౛౜౜.

୩ౣ౟౤
 

 िजथे ,  
𝜆- Őɣडरनेस गुणोȅर (Slenderness Ratio) 
kmin -कमीत कमी िगरकीची िũǛा )Radius of Gyration ( 

 Leff. –ˑंभाची Ůभावी लांबी )Effective Length( 
a) ˑंभाǉा समाɑीǉा İ̾थित (End Condition) चे Ůकार :-  

1. दोɎी टोके िनİ̼चत असणे (Both end Fixed).   
2. दोɎी टोकांना िबजागर आधार (Hinged Support) असणे (Both end Hinged). 
3. एक टोक िनİ̼चत आहे आिण दुस̴या टोकास िबजागर आधार (Hinged Support) 

असणे(One end Fixed and another end Hinged). 
4. एक टोक िनİ̼चत आहे आिण दुसरे टोक खुĖे (free) असणे (One end Fixed and 

another end is free). 

 
आकृती 5.15: ˑंभाǉा समाɑीǉा İ̾थित (End Condition) 

1) दोɎी टोकांना िबजागर आधार (Hinged Support  (असणे ) Both end Hinged) 
2)  इतर समाɑीǉा पįरİ̾थतीची Ůभावी लांबी या समाɑीǉा Ůभावी अंतरावŝन शोधली 

जाऊ शकते. 
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3) ही समाɑीची İ̾थती मानक समाɑी İ̾थित आहे. या İ̾थतीत Ůभावी Ėांबी ˑंभाǉा 
Ėांबीǉा समान आहे. 

4) या İ̾थतीत, ˑंभाची दोɎी टोके एकतर िपन केĖेĖी, िपʬोटेड िकंवा गोĖाकार केĖेĖी 
असतात. 

le = L 
िजथे ,  le  = समतुʞ लांबी 

L =वाˑिवक लांबी 
c) दोɎी टोके िनिʮत असणे (Both end Fixed) 

1.  ˑंभाǉा समतुĖ्य Ėांबीǉा घटाने ˑंभ भार घेǻाची Ɨमता वाढते. 
2. ही सवाŊत मजबूत ˑंभ समाɑी İ̾थती आहे. दोɎी टोकांǉा İ̾थरांक ˑंभामȯे जाˑीत 

जाˑ भार असतो आिण या İ̾थतीसाठी Ůभावी Ėांबी एकूण ˑंभ Ėांबीǉा अधŎ मानĖी 
जाते. 
 

le = ௅

ଶ 
 

िजथे ,  le  = समतुʞ लांबी 
L  =वाˑिवक लांबी 

d) एक टोक िनिʮत आहे आिण दुस̴या टोकास िबजागर आधार (Hinged 

Support) असणे (One end Fixed and another end Hinged)   : -  
या İ̾थतीत, ˑंभाचे एक टोक अिधक मजबूत असते, तर दुसरे टोक खूपच कमकुवत असते  .या 
टोकाची समतुʞ लांबी खालीलŮमाणे आहे..  

le = L/ට2 

िजथे ,  le  = समतुʞ लांबी 
L  =वाˑिवक लांबी 

 
e) एक टोक िनिʮत आहे आिण दुसरे टोक खुले )free  (असणे (One end Fixed and 

another end is free)  : -  
1.  या ěेवटǉा İ̾थतीमधीĖ ˑंभांची इतर सवŊ ěेवटǉा İ̾थतीिंतĖ ˑंभापेƗा कमी भार 

सहन करɊाची Ɨमता असते.  
2. अěा İ̾थतीतीĖ ˑंभ हे खूपच कमकुवत असतात.  
3.  एक टोक िनİ̼चत (Fixed) आिण दुसरेखुĖे (Free) असताना, समान Ėांबी खाĖीĖŮमाणे 

आहे. 
le= 2L 

िजथे ,  le  = समतुʞ लांबी 
L  =वाˑिवक लांबी 
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अƗीय भार िदलेʞा ˑंभाचे झुकणे )Buckling) 

 
1. वरीĖ आकृतीत दěŊवĖ्या Ůमाणे, िबंदु A व B या िठकाणी ˑंभास िबजागर आधार िदĖेĖा आहे व 

P या भारामुळे ˑंभ दěŊिवĖ्या Ůमाणे A-B-C या आकरात झुकĖेĖा िदसून येतो.  
2. ˑंभावरीĖ जाˑीत जाˑ ŮितबĖ (Stress) σmaxहा उǄतम Ţिěंग ŮितबĖ इतका वाढĖ्यामुळे 

आकृतीत दěŊवĖ्या Ůमाणे मȯिबंदु C येथे मोडतो/ अपयěी ठरतो.   
3. ˑंभाचे झुकणे हे ˑंभाǉा समाɑीǉा  İ̾थतीवर अवĖंबून असते, आकृतीत दěŊिवĖ्या Ůमाणे 

जेʬा दोɎी ही समाɑीचे िबंदु हे िबजागर पȠȅीने िदĖेĖे असतात तेʬा Aव Bया दोɎी िबंदंूवर 
िवƗेपण हा ěूɊ (Zero) असतो परंतु या िबंदंूवर िवƗेपण (deflected) वŢावरचे (Curve) उतार 
(Slope) हे सवाŊत जाˑ असते.  

4. A व B येथे िबंदंूवर िवƗेपण (deflected) वŢावरचे (Curve) उतार (Slope) दěŊिवĖेĖ्या 
˙ěŎका मधीĖˑंभाची उभी Ėांबी ही Ůभावी Ėांबी ʉणून ओळखĖी जाते.  

 
5.5  ईलसŊ थेअरी  (Euler’s Theory)  : -  

Ėांब ˑंभांǉा (Long Columns) İ̾थरांकतेचा अɷास करǻाचा पिहĖा तकŊ संगत Ůयȉ 
ईĖसŊ (Euler’s) यांनी केĖा होता.ȑांनी झुकणा̴या ŮितबĖावर (Bending Stress) आधाįरत Ėांब 
ˑंभांǉा वाकणा̴या (Buckling भारासाठी एक समीकरण तयार केĖे, हे समीकरण तयार करत 
असताना थेट ŮितबĖाचा (Direct Stress)पįरणाम दुĖŊ िƗत केĖा गेĖा. हे यावŜण समजते की, Ėांब 
ˑंभात थेट ŮितबĖ (Direct Stress)वाकǻाǉा ŮितबĖाǉा (Buckling Stress) तुĖनेत नगǻ 
आहे.  

याʩितįरƅ हे ĖƗात घेतĖे जाऊ ěकते की ईĖसŊ (Euler’s) चे सूũ Ėहान ˑंभाǉा बाबतीत 
वापरĖे जाऊ ěकत नाही, कारण Ėहान ˑंभांǉा बाबतीत थेट ŮितबĖ (Direct Stress) हा िवचारात 
ƽावा Ėागतोच आिण ʉणून तो दुĖŊ िƗत केĖा जाऊ ěकत नाही.  . 
 
5.5.1 यूलर (Euler’s) िसȠांतामȯे केलेली गृहीतक (Assumptions) :- 

1) ˑंभ सुŜवातीला पूणŊपणे सरळ असेल आिण भार अƗीयपणे लागू केला जाईल. 
2) ˑंभाची सामŤी एकसंध आिण आयसŐटŌ ोिपक (Isotropic) असेल. 
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3) ˑंभ सामŤीला ȑाǉा लविचक मयाŊदेत ताण देणे आवʴक आहे आिण ʉणून ˑंभ 
सामŤीने šकǉा िनयमाचे पालन केले पािहजे. 

4) झुकणा̴या Ůितबलǉा तुलनेत ˑंभामȯे िवकिसत होणारा थेट Ůितबल खूपच लहान असेल. 
5) ˑंभाǉा इतर पįरमाणांǉा तुलनेत ˑंभाची लांबी खूप मोठी असेल . 
6) ˑंभ एकǨाने झुकʞाने तुटेल  अयशˢी होईल . 
7) ˑंभाǉा संपूणŊ लांबीमȯे ˑंभाचा Ţॉस -सेƕन एकसमान राहील.  

 
5.5.2 यूलर (Euler’s) िसȠांता मधीलमयाŊदा (Limitations) :- 

यूलरǉा िसȠांतानुसार लांब ˑंभासाठी झुकणा̴या भाराची सामाɊ अिभʩƅी िदली आहे, 

P   = గమ ୉ ୍ 

௅మ
  िकंवा 

σ  = గమ ୉  

(
ಽ೐

ౡ
)మ 

 

आʉाला मािहत आहे की, Le/k = slenderness ratio 
1) वरील सूũ फƅ लांब ˑंभांसाठी लागू केले आहे. 
2) जसजसे Őɣडरनेस गुणोȅर कमी होते तसतसे िŢपलीगंŮितबलवाढतो  .पįरणामी Őɣडरनेस 

गुणोȅर शूɊावर पोहोचʞास, िŢपलीगंŮितबल अनंतापयōत पोहोचतो, जे ʩावहाįरक̊̽Ǩा 
शƐ नाही. 

3) जर Őɣडरनेस गुणोȅर Ůमाण ठरािवक मयाŊदेपेƗा कमी असेल, तर िŢपलीगंŮितबल हा 
Ţिशंग Ůितबला पेƗा जाˑ असतो, जो ʩावहाįरक̊̽Ǩा शƐ नाही  .ȑामुळे , मयाŊदीत 
मयाŊदेपयōत ईलसŊ (Euler’s) सूũ Ţिशंग Ůितबलाǉा बरोबरीने िŢपलीगं Ůितबलासाठी लागू 
आहे. 

झुकणा̴या भाराची गणना करǻासाठी ईलसŊ(Euler’s) ǉा समीकरणाचा वापर :-  
 दोɎी बाजूना िबजागर आधार (Hinged Support) असणा̴या तसेच अƗीय भार असणा̴या L 
इतकी ऊंची असलेʞा लांब ˑंभा कįरता ईलसŊ (Euler’s) यांनी झुकणा̴या भाराची (Buckling Load) 
िकंवा  िŢपलीगं भाराचीगणना करǻा करीता खालील Ůमाणे सूũ तयार केले आहे . 

 PE  = ஠మ  ୉ ୍ౣ౟౤.

(୐ు)మ  

िजथे ,   
  PE = ईलसŊ (Euler’s) चा झुकणारा भार (Buckling Load) 

Le  = ˑंभाची Ůभावी लांबी )समाɑीǉा İ̾थित नुसार(  
E  =ˑंभाǉा सािहȑा चा लविचकतेचा मापांक 
I୫୧୬. िवचारात घेतलेʞा ˑंभाǉा Ţॉस सेƕन ǉा आकारानुसार=Ixxिकंवा 

Iyyया दोɎीमधीलकमीत कमी जडȕाचे पįरबल )Moment of 
Inertia)  

यानुसार, 

 PE  = ஠మ  ୉ ୍ౣ౟౤.

୐ు
మ  

PE  = ஠మ  ୉ ୅୩మ

୐ు
మ  
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जसेकी, आपʞाला मािहती आहे k = ට ூ

஺
)   आिण   I = Ak2 

PE  = ஠మ ୉ ୅

ైు
మ

ౡమ

 = ஠మ  ୉ ୅

(
ైు
ే

)మ
 

जसे की, आपʞाला मािहती आहे   
Le =ˑंभाची Ůभावी लांबी )समाɑीǉा İ̾थित नुसार(  
K= िगरकीची िũǛा (Radius of Gyration)  

व  𝜆= ௅౛౜౜.

୩ 
 

ʉणून  

PE = ஠మ ୉ ୅

ఒమ  

तसेच   ୔ు

୅
 = ஠మ ୉ 

ఒమ  

σc = 2 E 2 (कारण σc =PEA ) 
 
 

5.5.3 बकिलंग िकंवा िŢपलीगं भार (Buckling or Crippling Load ( काढǻाकįरताचे 
रंॅकाइɌ चे सूũ व ȑाचे उपयोजन 

रँकाईनचे सूũ (Rankine’s formula): रँकाइनने एक सोपेसूũ Ůˑािवत केĖे Ǜा सूũाचे 
नाव ȑाǉा नावावर आहे. सूũाची रचना इतकी कĖ्पक आहे की ȑामȯे अगदी Ėहान ते खूप Ėांब 

Ōː ट्स आिण ˑंभ पयōतǉा सवŊ वेगवेगळे Ůकार समािवʼ आहेत, जेणेकŝन या सूũाचा वापर कŝन 
Ėहान Ōː ट्सǉा बाबतीत िŢपĖीगं भार हा Pc ʉणून ऊĖ्ĖेखĖा जातो, आिणĖांब ˑंभाǉा बाबतीत 
िŢपĖीगं भार हा Pe ऊĖ्ĖेखĖा जातो.  
रँकाईनचे सूũहे Ėांब ˑंभ तसेच Ėहान ˑंभ या दोɎी कįरता वापरǻासाठी खाĖीĖ पȠȅीचा वापर 
कŝन सोडवĖे आहे. 

ଵ 

୔౎
 = ଵ 

୔ి
 + ଵ 

୔ు
  

िजथे, 
Pୖ   =रँकाईɌचे Ţशीगं भार िकंवा िŢपलीगं भार  
Pୡ  =Ţशीगं भार  =σc x A 

P୉  =ईलसŊ (Euler’s) चा गंभीर )Critical  (भार  = ஠మ ୉ ୍ౣ౟౤.

୐ు
మ ) 

लहान Ōːटसाठी,Ţिशंग भार हा Pc खालील Ůमाणे काढला जातो ,  
Pୖ   = Pc =  σc x A 

िजथे, 
fc =िठसूळ (Brittle) पदाथाōसाठी सामŤीचा Ţिशंग Ůितबल (Crushing Stress) आिण लविचक 
(Ductile) पदाथाōसाठी दाबावामȯे (Compression) उȋɄाचा Ůितबल (yield Stress) 
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लांब ˑंभासाठी  
वरीĖ सूũामȯे Pc हा İ̾थरांक असतो, तसेच ˑंभांचीĖांबी जाˑ असताना Pe हा फार कमी होतो, 
ȑामुळे (1/ Pe) चे मूĖ्य (Value) फार जाˑ होते आिण ȑातुĖनेत Pc चे मूĖ्य फार कमी होते आणी 
ȑामुळे Pc हा दुĖŊ िƗत केĖा जाऊ ěकतो.  
ʉणून, 
 

ଵ 

୔౎
 = 0 + ଵ 

୔ు
 )ȑामुळे  Pୖ   = P୉ असे समजू ( 

यावŜण असे लƗात येते की,रँकाईɌचे सूũहे लहान ˑंभ तसेच लांब ˑंभ या दोɎीकंįरता वापरले 
जाऊ शकते . 
रँकाईɌचे सूũ (Rankine’s formula), 

ଵ 

୔౎
 = ଵ 

୔ి 
 + 

ଵ 

୔ు
 = 

 ୔ిା୔ు

୔ి௫୔ు
 

ʉणून , 
Pୖ  = ୔ి௫୔ు

୔ి ା ୔ు
  = ୔ి

ౌి
ౌు

 ା ଵ
 

Pୖ  = ஢ి௫஺

⎝

⎛ ಚిೣಲ

ಘమ ు ౅ౣ౟౤.

ైు
మ ⎠

⎞ା ଵ

 

कारण आपʞाला मािहती आहे, Pେ   = σେxA आिण P୉  = ஠మ ୉ ୍ౣ౟౤.

୐ు
మ  

यावŜण  ,आपण Pୖ  ला सिवˑर पȠतीने खालील Ůमाणे मांडू शकतो, 
Pୖ  = ஢ి௫஺

ቆ
ಚిೣಲೣైు

మ

ಘమ ు ఽౡమ ቇା ଵ

 )सदरील सूũामȯे I୫୧୬.  = Akଶ चा वापर कŝन( 

Pୖ  = ஢ి௑ ஺

ቀ
ಚి

ಘమ ు 
ቁቀ

ైు
ౡ

ቁ
మ 

ା ଵ
 

ʉणून  , Pୖ  =  ஢ిଡ଼ ஺

ଵା஑ቀ
ైు
ౡ

ቁ
మ  

)सदरील सूũामȯे α  = ቀ
஢ి

஠మ ୉ 
ቁ चा वापररँकाईɌचेİ̾थरांक ʉणून वापरले जाते( 

यामȯे, 
Pୖ   =रँकाईɌचे Ţशीगं भार िकंवा िŢपलीगं भार  
Le  = ˑंभाची Ůभावी लांबी )समाɑीǉा İ̾थित नुसार(  
K         = िगरकीची िũǛा (Radius of Gyration)  
σ  =अंितम Ţिशंग Ůितबल 
A  =Ţॉस सेƕन चे Ɨेũफळ 

α  =रँकाईɌचे İ̾थरांक=ቀ
஢ి

஠మ ୉ 
ቁ 
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