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युशनि-1 

सॅ्टशिस्तस्टकल तंि 

(Statistical Techniques) 

       

अभ्यासक्रम शनष्पत्ती (Course Outcome): 

 CO1: दिलेल्या समस्ाांचे दिराकरण करण्यासाठी सांभाव्यतेची तते्त्व वापरा  

घिक शनष्पत्ती  (Theory Learning Outcome):  

1. फे्रकें व्सी दवतरणावर आधाररत समस्ा सोडवा  

2. सवव प्रकारच्या डेटासाठी सरासरी, मध्य आदण मोडची गणिा करा  

3. ग्रादिकल पद्धत वापरूि मोड आदण मीदडयिशोधा  

4. दिलेल्या डेटासाठी कालव दपयसवि आदण बॉली याांच्या स्क्युिेसचे सह-कायवक्षमता शोधा  

5. दिलेल्या डेटासाठी क्षणाच्या आधारावर कटोदससचे मोजमाप मोजा  

1.1 पररचय (Introduction) 

साांख्यिकी ही दवज्ञािाची एक शाखा आहे जी डेटाचे सांकलि, वगीकरण दकां वा आयोजि करते. सांिात्मक डेटाचे 

दवशे्लषण करूि वैध दिकष काढण्यासाठी आदण त्यािांतर अशा दवशे्लषणाच्या आधारे वाजवी दिणवय घेण्याच्या 

पद्धती ांशी सांबांदधत आहे.  

इांडस्ट्र ी दकां वा कॉमसव, अर्वशास्त्र, दशक्षण, खगोलशास्त्र आदण सांशोधि अदभयाांदिकी अशा सवव के्षिाांमधे्य 

आकडेवारी खूप उपयुक्त आहे. साांख्यिकीय डेटा आदण साांख्यिकीय दवशे्लषणाचे तांि मजुरी, दकां मती, 

उपभोग, उत्पन्न आदण सांपत्तीचे दवतरण इत्यािीसारिा दवदवध आदर्वक समस्ाांचे दिराकरण करण्यासाठी 

अत्यांत उपयुक्त ठरले आहे. डेटाचे सांकलि आदण वगीकरण ही कोणत्याही साांख्यिकीय तपासणीची सुरुवात 

आहे.  

वे्हररएबल: (Variable): एक पररमाण जे एका व्यक्तीपासूि िुसऱ्यामधे्य बिलते ते वे्हररएबल म्हणूि 

ओळखले जाते, वे्हररएबल एकतर दडख्यिट दकां वा सतत असू शकते.  

उदाहरणाथग: गुण दमळवणाऱ्या दवद्यार्थ्ाांचे 5-10, 10-15, 15-20, 20-25, इत्यािी गट केले असल्यास पदहल्या 

गटात 5-10 मधे्य ज्या दवद्यार्थ्ाांचे गुण 5 दकां वा त्यापेक्षा जास्त आहेत परां तु 10 पेक्षा कमी आहेत अशा सवव 

दवद्यार्थ्ाांचा समावेश करू.  10 गुण दमळदवणाऱ्या दवद्यार्थ्ाांिा पदहल्या गटात समादवष्ट केले जात िाही परां तु ते 

िुसऱ्या गटात म्हणजेच 10-15 मधे्य समादवष्ट केले जातात. अशा प्रकाराच्या दवतरणास सतत दवतरण म्हणतात. 

एका वगावची खालची मयाविा आदण पुढच्या वगावची वरची मयाविा याांच्यात अांतर िसल्यािे त्याला सतत दवतरण 

म्हणतात. 

खांदडत दवतरणाचे दिरांतर दवतरणामधे्य रूपाांतर करण्यासाठी, आम्ही दितीय शे्रणीची खालची मयाविा आदण प्रर्म 

वगवची वरची मयाविा याांचा िरक घेतो, त्यास 2 िे भागतो, सवव खालच्या मयाविाांमधूि पररणामी मूल्य वजा करतो 

आदण सवव वरच्या मयाविा मूल्य जोडतो. 

उदाहरणाथग: गट खालीलप्रमाणे असल्यास: 

5-9, 10-14, 15-19, 20-24 येरे् 10 आदण 9 चा िरक 1 आहे, 2 िे भागल्यास 0.5 दमळतात. 

सतत दवतरण 4.5-9.5, 9.5-14.5, 14.5-19.5, 19.5 आहे -24.5 इ. 

कु्यमु्यलेशिव्ह फे्रकें व्सी (Cumulative Frequency):  कधीकधी आपल्याला दवदशष्ट मूल्यापेक्षा कमी सांिा 

आवश्यक असते, त्या मूल्यापयांत वगाांची फे्रकें व्सी जोडतो आदण या सांिेला सांचयी फे्रकें व्सी म्हणतो. 
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मीन, मोड, मीशडयन (Mean, Mode, Median): फे्रकें व्सी दवतरण काही मूल्याभोवती डेटाचे क्लस्ट्ररांग 

िशववते. अशा मूल्याला Central value कें द्रीय मूल्य आदण सरासरी म्हणतात. हे सांपूणव डेटाचे सवावदधक 

प्रदतदिधी मूल्य िेते.  

कें द्रीय प्रवृत्तीचे साांख्यिकीय उपाय तीि प्रकारचे आहेत 

(1) मीि (अांकगदणत सरासरी) (Arithmetic Mean) 

(२) मीदडयि (Median) 

(३) मोड (Mode) 

(1) अंकगशणत मीन (Arithmetic mean): हे डेटाचे सरासरी मूल्य आहे, म्हणजे सवव वैयख्यक्तक 

दिरीक्षणाांची बेरीज करुि एकूण दिरीक्षणाांच्या सांिेिे भागणे. 

(2) मोड (Mode): मोड हे वे्हररएबलचे मूल्य आहे ज्यामधे्य कमाल फे्रकें व्सी असते. दिलेल्या डेटाचे हे 

सवावत सामान्य दिरीक्षण आहे. त्याला मोडल वॅ्हलू्य असेही म्हणतात. 

(3) मीशडयन (Median):  जेव्हा डेटाची दिरीक्षणे चढत्या दकां वा उतरत्या क्रमािे माांडली जातात तेव्हा 

मीदडयि हे मध्यवती वसू्तचे मोजमाप असते. हे डेटा िोि समाि भागाांमधे्य दवभादजत करते. 

1.2 मीन(Mean), मीशडयन(Median), मोड(Mode): गिबद्ध आशण गिबद्ध फे्रकें व्सी शवतरण 
(Classification of Data: Raw. Ungroup & Group data) 

प्रकार 1. 

* (Raw Data) कच्च्च्या डेटाचा मीि, मोड आदण मीदडयि शोधण्यासाठी म्हणजे जेव्हा केवळ X1, X2,....., 

Xn दिरीक्षणे दिली जातात. 

प्रकार 2. 

*Ungrouped Data गटबद्ध ि केलेल्या डेटाचा दिरीक्षणे (X₁) आदण फे्रकें व्सी (fi) मीि, मोड आदण मीदडयि 

शोधण्यासाठी दिली जातात. 

मूल्य 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 

फे्रकें व्सी 𝑓1 𝑓2 𝑓3 𝑓4 

प्रकार 3: 

*Grouped Data गटबद्ध डेटाचा मीि, मोड आदण मीदडयि शोधण्यासाठी म्हणजे जेव्हा वगव-माांतर आदण 

फे्रकें व्सी दिली जाते. 

वर्ग C1-C2 C2-C3 C3-C4 Cn-1-Cn 

फे्रकें व्सी F1 F2 F3 Fn 

 

1.3 कें द्रीय प्रवृत्तीचे उपाय (Measures of Central Tendency):  

प्रकार 1. (Raw Data)  

1. Mean: 

थेि पद्धत (Direct mean):  जर X1, X2,..., Xn ही वे्हररएबल x च्या दिरीक्षणाांची 'n' सांिा असेल तर  

Mean = 
𝑋1+𝑋2+𝑋3+ ............+ 𝑋𝑛

𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙 𝑁𝑜.𝑜𝑓 𝑂𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛
  =  

∑ 𝑋𝑖𝑛
𝑖=1

𝑛
 

शॉिग कि मेथड (असु्यम्ड मीन मेथड):Shortcut Method (Assumed Mean Method) या पद्धतीमधे्य आपण 

मीिचे काही मूल्य गृहीत धरतो आदण िांतर मीिची वास्तदवक गणिा करतो. 

Mean = 𝐴  +  
∑ 𝑑𝑖𝑛

𝑖=1

𝑛
 

 A = Assumed Mean गृहीत धरलेले सरासरी (दिलेल्या डेटाचे अांिाजे कें द्र म्हणूि घेतले पादहजे) 
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 di = Xi-A  (x चे दवचलि; A पासूि)  

 n = एकूण सांिा दिरीक्षणे. 

2. मोड:  

जर X1, X2,..., Χη दिलेली दिरीक्षणाांची 'n' सांिा असेल तर या कच्च्च्या डेटाचा मोड म्हणजे Xi चे मूल्य 

आहे; जे जास्तीत जास्त वेळा येते म्हणजेच सवावत सामान्य मूल्य. 

3. मीशडयन:  

जर X1, X2, Xn ही 'n' दिरीक्षणे चढत्या क्रमािे माांडलेली असतील तर मीदडयिहा क्रमािे माांडलेल्या डेटाचा 

मध्य असतो. 

(i) जर n= दवषम सांिाअसेल ,तर 

मीदडयि= 
𝑛+1

2
 व्या स्क्र्ािाचे दिरीक्षण. 

(ii) जर n=   सम सांिा असेल तर 

मीदडयि= ( 
𝑛

2
  व्या स्क्र्ािाचे दिरीक्षण +  

𝑛+1

2
 व्या स्क्र्ािाचे  दिरीक्षण ) / 2 

प्रकार 2 (Ungrouped Data ) 

1. Mean  

थेि पद्धत:(Direct method): जर x1, x2,......, X ही वे्हररएबलची मूले्य असतील x अिुक्रमे f1, f2, f 

दफ्रके्वन्सीसह. 

मीदडयि = 
∑𝑓𝑖𝑥𝑖

∑𝑓𝑖
  = 

∑𝑓𝑖𝑥𝑖

𝑁
 

येरे्, N =∑𝑓𝑖 = एकूण दिरीक्षणाांची सांिा. 

शॉिग कि मेथड (असु्यम्ड मीन मेथड): (Shortcut Method (Assumed Mean Method) (गृहीत 

िरलेली सरासरी पद्धत): 

मीि = A+  
∑𝑓𝑖𝑑𝑖

∑𝑓𝑖
  = A+ 

∑𝑓𝑖𝑥𝑖

𝑁
 

येरे्,  

 A = Assumed Mean गृहीत धरले आहे 

 N = ∑fi = एकूण दिरीक्षणे. 

 Di = Xi-A, म्हणजे गृदहत सरासरीमधूि घेतलेल्या x च्या प्रते्यक मूल्याचे दवचलि. 

2. Mode: जर X1, X2,....., Xn ही अिुक्रमे f1, f2,… fn दफ्रके्वन्सीसह वे्हररएबल x ची मूले्य असतील तर या 

दवतरणाचा मोड म्हणजे कमाल फे्रकें व्सी असलेल्या 'x' चे मूल्य. 

3. Median: येरे् आपल्याला सांचयी फे्रकें व्सी असलेली तक्ता तयार करायची आहे. मीदडयिहे सांचयी 
𝑁

2
 

दफ्रक्वें सीशी सांबांदधत X चे मूल्य आहे दकां वा दफ्रके्वन्सी पेक्षा िक्त मोठे आहे म्हणजे . 
𝑁+1

2
 जेरे् N एकूण दफ्रके्वन्सी 

आहे 

प्रकार 3. (Grouped Data) 

Class-interval C1-C2 C2-C3 C3-C4 Cn-1-Cn 

Frequency F1 F2 F3 Fn 

 

Mean: या प्रकारच्या दवतरणामधे्य, िरक एवढाच आहे की आपल्याला दवदवध वगव मध्याांतराांचे मध्यदबांिू 

दवचारात घ्यावे लागतील. 
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थेि पद्धत-डायरेक्ट मेण (Direct mean): 

मीदडयि = 
∑𝑓𝑖𝑥𝑖

∑𝑓𝑖
 

येरे् Xi = (Mid Point) वगव मध्याांतराचा मध्य दबांिू म्हणजे  

xi = 
[वरची सीमा + खालची सीमा]

2
 

येरे् गणिा करण्याचा अर्व असा आहे की मध्य-दबांिू समाि रादहल्यािे अखांड दवतरणाला सतत दवतरणात 

रूपाांतररत करण्याची गरज िाही. 

शॉिग कि मेथड (असु्यम्ड मीन मेथड):Shortcut Method (Assumed Mean Method) (गृहीत 

िरलेली सरासरी पद्धत): 

मीदडयि = A+  
∑𝑓𝑖𝑑𝑖

∑𝑓𝑖
  = A+ 

∑𝑓𝑖𝑥𝑖

𝑁
 

येरे्,  

 A = Assumed Mean गृहीत धरले आहे 

 N = ∑fi = एकूण दिरीक्षणे. 

 Di = Xi-A, म्हणजे गृदहत सरासरीमधूि घेतलेल्या x च्या प्रते्यक मूल्याचे दवचलि. 

पायरी शवचलन पद्धत- से्टप  डेस्तव्हएशन  मेथोड (Step Deviation Method): आपण शॉटव कट पद्धत 

सोपी करू शकतो. गृहीत मध्यापासूि घेतलेले सवव दवचलि C िे दवभादजत केले आहेत, जेरे् C वगव अांतराची 

रुां िी समाि आहे. 

अांकगदणत मीि बाय से्ट्प डेख्यव्हएशि पद्धतीिे मोजण्यासाठी 
मीदडयि = A+ ( 

∑𝑓𝑖𝑑𝑖

∑𝑓𝑖
  X C) = A+ ( 

∑𝑓𝑖𝑥𝑖

𝑁
 X C) 

येरे्, C = वगाांतर = वरची सीमा − खालची सीमा 

येरे्,  

di= 
𝑋𝑖−𝐴

𝐶
 

2.Mode :  

मोड = L + ( 
𝑓1−𝑓0 

2𝑓1−𝑓0−𝑓2
 ) X C 

येरे्  

 L= मोडल क्लासची खालची मयाविा (Lower limit of modal class) 

 𝑓0 = मोडल क्लासच्या वगावची वरची  फे्रकें व्सी (Frequency of class previous to modal class).  

 𝑓1= मोडल क्लासची फे्रकें व्सी दकां वा कमाल फे्रकें व्सी.  (Frequency of modal class or Maximum 

frequency).  

 𝑓2 = मोडल क्लासच्या वगावची खालची फे्रकें व्सी (Frequency of modal class).  

 C= वगव अांतराची रुां िी. (Width of class interval) 

 टीप: मोडल क्लास हा जास्तीत जास्त फे्रकें व्सी असलेला वगव आहे. फे्रकें व्सी दवतरण मधे्य दिले आहे 

3 Median: जेव्हा वगव अांतराच्या अटी,  

मीदडयि= L+ [
(
𝑁

2
)−𝑓𝑐

𝑓𝑚
 𝑋 𝐶 ] 
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 L = मीदडयिवगावची खालची मयाविा.  (lower limit of median class) 

 N = एकूण फे्रकें व्सी (Total frequency) 

 Fm= फे्रकें व्सी मोडल क्लासची फे्रकें व्सी दकां वा कमाल फे्रकें व्सी.  (Frequency of median class) 

 C= वगव अांतराची रुां िी. (Width of class interval) 

 𝑓𝑐 = मागील वगव ते मध्य वगावची सांचयी फे्रकें व्सी. (Cumulative Frequency of previous class to 

median class) 

टीप: मध्यवती वगव हा सांचयी फे्रकें व्सी N/2 दकां वा N /  2 पेक्षा मोठा वगव आहे 

उदाहरणांसह स्पष्ट्ीकरण 

मध्य(Mean): अांकगदणत सरासरी मूल्य सांचाच्या सिस्ाांची मूले्य एकि जोडूि आदण सांचातील सिस्ाांची 

सांिा याांचा भागाकार करूि शोधले जाते. अशा प्रकारे,  

सववसाधारणपणे, सांचाचा मध्य: {x1, x2, x3,..., xn} आहे 

x = 
x1 + x2 + x3 +···+ xn

𝑛
 

ग्रीक अक्षर 'दसग्मा' ∑  आहे आदण याचा अर्व 'बेरीज' आहे आदण 𝑥̅ (x-bar म्हणतात) हे सरासरी मूल्य 

िशवदवण्यासाठी वापरले जाते. 

सांचाचा मध्य सांिाांची: {4,5,6,9} आहे: 

𝑥̅ =
4+5+6+9

4
  ,i.e.6 

मीशडयन ( Median):  

(a) पररमाणाच्या चढत्या क्रमािे सेट रँदकां ग करणे, आदण 

(b) दवषम सांिा असलेले सेटसाठी मधल्या सिस्ाचे मूल्य दिवडणे सिस्ाांची, दकां वा सिस्ाांची सम सांिा 

असलेल्या सांचाांसाठी िोि मीदडयि सिस्ाांच्या सरासरीचे मूल्य शोधणे. 

उदाहरण ,  

सांच: {7,5,74,10} असे रँक केले आहे {5,7,10,74}, आदण त्यात सम सांिा असल्यामुळे (या प्रकरणात चार), 

सिस् 7 आदण 10 चा मध्य घेतले आहे, 8.5 चे मीदडयिमूल्य िेते.  

त्याचप्रमाणे, सांच: {3,81,15,7,14} हे {3,7,14,15,81} म्हणूि रँक केले आहे आदण मध्यवती मूल्य 14 हे 

मीदडयि सिस्ाचे मूल्य  आहे. 

मोड ( Mode): मॉडेल मूल्य, दकां वा मोड, सवावत सामान्यपणे आहे सेटमधे्य येणारे मूल्य. जर िोि वॅ्हलू्य यासह 

आढळतात समाि फे्रकें व्सी, सांच 'दि-मॉडल' आहे.  

सांच:{5,6,8,2,5,4,6,5,3} चे मॉडेल मूल्य 5 आहे, कारण 5 चे मूल्य असलेला सिस् तीि वेळा येतो. 

उदाहरण -1.1: सेटसाठी मध्य, मीदडयिआदण मोड दिदित करा: 

{2,3,7,5,5,13,1,7,4,8,3,4,3} 

𝑥̅ = 
2 + 3 + 7 + 5 + 5 + 13 + 1+7 + 4 + 8 + 3 + 4+ 3

13
 = 

65

13
 = 5 

सेि रँशकंग : 

{1,2,3,3,3,4,4,5,5,7,7,8,13} करूि मधला मूल्य म्हणजे सातवा सिस्, म्हणजे 4, अशा प्रकारे मध्यवती 

मूल्य 4 आहे. 

मोडल मूल्य हे चे मूल्य आहे सवावत सामान्यपणे आढळणारा सिस् आदण 3 आहे, जे तीि वेळा उद्भवते, इतर 

सवव सिस् िक्त एक दकां वा िोििा घडतात. 
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उदाहरण-1.2: बातमी दवके्रत्यािे सहा दिवसाांसाठी घेतलेल्या पाउांडमधील पैसे खालील डेटा सांच सांिदभवत 

करते. मध्य, मीदडयिआदण मॉडेल मूले्य दिदित करा: 

{27.90,34.70,54.40,18.92,47.60,39.68} 

(Mean Value) सरासरी मूल्य =
27.90 + 34.70+ 54.40+18.92+47.60+39.68

6
 = 37.20 

रँक केलेला सांच आहे: {18.92,27.90,34.70,39.68,47.60,54.40} 

सांच सिस् सांिा सम सांिा असल्यािे, सरासरी मधल्या िोि सिस्ाांपैकी मीदडयििेण्यासाठी घेतले जाते 

मूल्य, म्हणजे 

(Median value) मीशडयनमूल्य = 
34.70 + 39.68

2
 = 37.19 

कोणत्याही िोि सिस्ाांिा समाि मूल्य िसल्यामुळे, या सांचाला मोड िाहीआहे. 

उदाहरण 1 ते 4 मधे्य, शदलेल्या सेिसाठी मध्य, मीशडयनआशण मॉडेल मूले्य ठरवा  

1. {3, 8, 10, 7, 5, 14, 2, 9, 8} 

2. {26, 31, 21, 29, 32, 26, 25, 28} 

3. {4.72, 4.71,4.74 ,4.73, 4.72 4.71,4.73 ,4.72} 

4. {73.8, 126.4, 40.7, 141.7, 28.5, 237.4, 157.9} 

 

उदाहरण-1.3: फे्रकें व्सी शवतरण 48 प्रशतरोिकांच्या ओममिील प्रशतकाराचे मूल्य दाखवले आहे. 

प्रशतकाराचे सरासरी मूल्य शनशित करा. 

C.I. 20.5–20.9 21.0–21.4 21.5. 21.9 22.0–22.4 22.5-22.9 23.0-23.4 

Fi 3 10 11 13 9 2 

 

C.I. 20.5–20.9 21.0–21.4 21.5.–21.9 22.0–22.4 22.5-22.9 23.0-23.4 

Xi 20.7 21.2 21.7 22.2 22.7 23.2 

Fi 3 10 11 13 9 2 

गटबद्ध डेटासाठी, सरासरी मूल्य िारे दिले जाते: 

x=  
∑(𝑓(𝑥))

∑𝑓
 

जेरे् f वगव फे्रकें व्सी आहे आदण x हे वगव मध्य दबांिू मूल्य आहे. म्हणूि सरासरी मूल्य, 

x =
(3 × 20.7) + (10 × 21.2) + (11 × 21.7)+(13× 22.2) + (9 × 22.7) + (2× 23.2)

48
  = 

1052.1

48
   =  21.919 

म्हणजे सरासरी मूल्य 21.9 आहे. 
 

उदाहरण-1.4: खालील तक्त्यामधे्य 10वीच्या 100 शवद्यार्थ्ािंच्या परीके्षत शमळालेल्या गुणांचे फे्रकें व्सी 

शवतरण दाखवले आहे. मीशडयन गुण शोिा. 

परीके्षतील   गुण 0-20 20-40 40-60 60-80 80-100 

शवद्यार्थ्ािंची संख्या 4 20 30 30 6 

 

उत्तर: N = 100,  N/2 = 50 

 

C.I. f c.f 
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0-20 4 4 

20-40 20 24 

40-60 30 54 

60-80 40 94 

80-100 6 100 

 मीदडयि वगव 

= N/2 th मूल्य 

= 50th मूल्य 

= 50 

 मीदडयि वगव 40-60 आहे 

Here L=40, h=20, f=30, c.f. =24 

  Median= L +    
ℎ

𝑓
 x (N/2 –c.f.) 

              = 40 +    
20

30
 x (50 – 24.) 

              = 40 + 17.33 

= 57.33 

 

उदाहरण-1.5: खालील शफ्रके्वन्सी शवतरण सारणीवरून मीशडयनशोिा. 

पेक्षा कमी वय (विे) 10 20 30 40 50 60 

व्यक्ीचंी संख्या 3 10 22 40 54 71 

उत्तर: 

Age less than(yrs) Class No of persons(f) c.f. 

10 0-10 3 3 

20 10-20 10 7 

30 20-30 22 12 

40 30-40 40 18 

50 40-50 54 14 

60 50-60 71 17 

Here N=71,N/2=71/2 =35.5 ,h=10 

मीदडयि वगव 30-40 आहे 

Here L=30, h=10, f=30, c.f. =22 

  Median= L +    
ℎ

𝑓
 x (N/2 –c.f.) 

              = 30 +    
10

18
 x (35.5 – 22.) 

              = 30+7.5 

               =37.5 

व्यक्तीचे मीदडयिवय =37.5 वषे 

1.4 Concept of Quartiles, decile & percentiles 

• दवभाजि मूले्य-चतुर्ाांश, डेसील, टके्कवारी.(Partial Values- Quartiles ,Deciles, Percentiles ) 

• दवभाजि मूल्याांचे ग्रादिकल स्क्र्ाि 
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पररचय (Introduction): एका दवदशष्ट शाळेला त्याांच्या मागील वगावतील गुणाांच्या अधीि 200 दवद्यार्थ्ाांचे समाि 

सांिाबळाचे चार दवभाग करण्यात स्वारस् आहे. पररख्यस्क्र्तीिुसार आवश्यक सांिेच्या समाि भागाांमधे्य डेटा 

दवभादजत करणे. डेटाला समाि भागाांमधे्य दवभादजत करण्याच्या या प्रदक्रयेस दवभाजि म्हणतात आदण डेटाला 

आवश्यक सांिेच्या समाि भागाांमधे्य दवभादजत करणायाव मूल्याांिा दवभाजि मूल्य म्हणतात. 

 

1.4.1 शवभाजन मूले्य.( Partial Values): समजा आपल्याकडे 15 दवद्यार्थ्ाांच्या गदणतातील गुणाांचा खालील 

डेटा आहे. 23,21,26,27,20,18,22,13,14,25,34,28,35,40,38. 

दिररक्षणाांची त्याांच्या दवशालतेच्या चढत्या क्रमािे माांडणी करा. 

13,14,18,20,21,22,23,25,26,27,28,34,35,38,40. 

दिरीक्षण 20, 25, 34 च्या स्क्र्ािाांबद्दल काय म्हणता येईल?  

20 च्या खाली 3 दिरीक्षणे, 20 आदण 25 मधील 3 दिरीक्षणे, 25 आदण 34 मधील 3 दिरीक्षणे आदण 34 वरील 3 

दिरीक्षणे आहेत. ही मूले्य डेटाला 4 समाि भागाांमधे्य दवभादजत करतात, म्हणूि त्याांिा दवभाजि मूले्य म्हणतात. 

 

Definition (Partial values):जेव्हा दिरीक्षणे त्याांच्या पररमाणाच्या चढत्या क्रमािे माांडली जातात, आदण पुढे, 

त्याांिा ‘n’ समाि भागाांमधे्य (n=2,3,…) दवभागले जातात, तेव्हा दवभाजिाच्या ख्यस्क्र्तीत असलेल्या दिरीक्षणाांिा 

दवभाजि मूले्य म्हणतात. 

दवभाजि मूल्याांपैकी एक म्हणजे मीदडयिया सांकल्पिेचा आम्ही आधीच अभ्यास केला आहे. मीदडयिडेटा िोि 

समाि भागाांमधे्य दवभागतो. मीदडयिहे दवभाजि मूल्याचा एक दवशेष प्रकार आहे कारण ते दवभादजत करते. 

आपण चतुर्वक, डेसील आदण पसेंटाइल (Quartiles, Deciles, Percentiles) तीि प्रकारच्या दवभाजि मूल्याांचा 

अभ्यास करणार आहोत. 

चतुथािंश (Quartiles): चतुर्ाांश दिरीक्षणाांिा 4 मधे्य दवभादजत करतात चढत्या क्रमािे व्यवस्क्र्ा केल्यावर समाि 

भाग . Q1, Q2 आदण Q3 असे तीि चतुर्ाांश (Quartiles) आहेत. 

 
 Q1 हा पदहला दकां वा खालचा चतुर्ाांश आहे. 25% दिरीक्षणे Q1 च्या खाली आहेत आदण 75% Q1 वर 

आहेत. 

 Q2 हा िुसरा चतुर्ाांश (मीदडयि) आहे जो डेटाला िोि समाि भागाांमधे्य दवभादजत करतो 50% दिरीक्षणे 

वर आदण 50% खाली आहेत 

 Q3 हा दतसरा दकां वा वरचा चतुर्ाांश आहे. 75% दिरीक्षणे Q3 च्या खाली आहेत आदण 25% Q3 वर 

आहेत. 

कच्च्च्या डेटासाठी क्वाटावइलचे सूि खालीलप्रमाणे आहे: 

ith Quartile = Q1= value of i 
𝑛+1

4
 th observation.  i=1,2,3 

when n= total no of observation. 

चतुर्वकाचे(Quartile) मूल्य खालीलप्रमाणे मोजले जाते: 
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ith चतुर्ाांश = 6व्या दिरीक्षणाचे मूल्य + 0.25 (7व्या दिरीक्षणाचे मूल्य – 6व्या दिरीक्षणाचे मूल्य) 

गटबद्ध (grouped data) डेटासाठी चतुर्वकाांचे सूि खालीलप्रमाणे आहे: 

Q1 = L +
ℎ

𝑓
 x (

 𝑖𝑁

4
 –c.f.) , i = 1, 2, 3 

जेरे्  

 L = ith चतुर्ाांशाची खालची सीमा वगव (lower boundary of ith quartile class) 

 h = ith चतुर्वक वगावची वगव रुां िी(class width of ith quartile class) 

 f = ith चतुर्वक वगावची फे्रकें व्सी (frequency of ith quartile class) 

 c.f.= चतुर्वक वगावच्या अगिी आधीच्या वगावच्या सांचयी वारांवारतेपेक्षा कमी less than cumulative 

frequency of the class just preceding ith quartile class) 

 N = एकूण फे्रकें व्सी. (total frequency.) 

उदाहरण 1.6 : 19 शवद्यार्थ्ािंचे गुण खाली शदले आहेत:  

41, 21, 38, 27, 31, 45, 23, 26, 29, 30, 28, 25, 35, 42, 47, 50, 29, 31, 35 

वरील डेिासाठी सवग चतुथािंशांची गणना करा. 

उत्तर: प्रर्म खालीलप्रमाणे चढत्या क्रमािे डेटाची माांडणी करा: 

21, 23, 25, 26, 27, 28, 29, 29, 30, 31, 31, 35,35, 38, 41, 42, 45, 47, 50. 

येरे्  , n=19 

   Q1= value of 
𝑛+1

4
 𝑡ℎ 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛     

       = 
19+1

4
 𝑡ℎ 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 

       = value of 5th observation 

  Q1=27 

  Q2 = value of 2(
𝑛+1

4
 )𝑡ℎ 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 

       =2( 
19+1

4
) 𝑡ℎ 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 

       = value of 10th observation 

  Q2 =31 

  Q3 = value of3(
𝑛+1

4
) 𝑡ℎ 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 

       =3( 
19+1

4
) 𝑡ℎ 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 

       = value of 15th observation 

  Q3=41 

उदाहरण-1.7: 12 कामगारांच्या दैनंशदन वेतनासाठी (rs) चतुथािंशांची गणना करा: 

200,280,310,180,190,170, 320,330,220,210,380,400. 

उत्तर: प्रर्म खालीलप्रमाणे चढत्या क्रमािे डेटाची माांडणी करा: 

170,180,190,200,210,220,280,310,320,330,380,400 

येरे्, n = 12 

Q1 = value of 
𝑛+1

4
 𝑡ℎ 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛     

       = 
12+1

4
 𝑡ℎ 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 

       = value of 3.25th observation 
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       = value of 3th observation + 0.25 (value of 4th observation- value of 3th observation) 

       = 190+0.25(200-190) 

Q1 =  192.5 

Q2 = value of 2(
𝑛+1

4
 )𝑡ℎ 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 

    =2( 
12+1

4
) 𝑡ℎ 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 

    = value of 6.5th observation 

    = value of 6th observation + 0.5 (value of 7th observation value of 6th observation -) 

    = 220+0. 5(280-220) 

    = 220+0.5 (60) 

     Q2 = 250 

     Q3 = value of3(
𝑛+1

4
) 𝑡ℎ 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 

          =3( 
12+1

4
) 𝑡ℎ 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 

          = value of 9.75th observation 

          = value of 9th observation + 0.75 (value of 10th observation- value of 9th observation) 

          = 320+0. 75(330-320) 

          = 320+0.75 (10) 

   Q3  =  327.5 

उदाहरण-1.8: खालील डेिासाठी चतुथािंशांची गणना करा: 

उंची (इंच मधे्य)    4.8 4.9 5.0 5.1 5.2 5.3 5.4 5.5 5.6 5.7 

शवद्यार्थ्ािंची संख्या 5 7 13 16 25 14 9 6 3 2 

उत्तर:  

सांचयी फे्रकें व्सी सारणी खालीलप्रमाणे तयार करा: 

Height (in inches) No of students(f) Less than cumulative frequency 

4.8 5 5 

4.9 7 12 

5.0 13 25 

5.1 16 41  (Q1) 

5.2 25 66   (Q2) 

5.3 14 80  (Q3) 

5.4 9 89 

5.5 6 95 

5.6 3 98 

5.7 2 100 

Total 100  

येरे्, n = 100 

By comparing i 
𝑛+1

4
 th with cumulative frequency (c.f.) 

Q1   = value of 
𝑛+1

4
 𝑡ℎ 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛     

       = 
100+1

4
 𝑡ℎ 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 
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       = value of 25.25th observation 

       = 25th observation + 0.25 ( 26th observation-25th observation) 

       = 5+0.25(5.1-5) 

Q1     =  5.025 

Q2   = value of 2(
𝑛+1

4
 )𝑡ℎ 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 

       =2( 
100+1

4
) 𝑡ℎ 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 

       = value of 50.5th observation 

 Q2  =  5.2 

Q3   = value of3(
𝑛+1

4
) 𝑡ℎ 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 

       =3( 
100+1

4
) 𝑡ℎ 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 

       = value of 75.75th observation 

Q3   =  5.3 

उदाहरण-1.9: महामागग पोलीस शवभागाने सवेक्षण केले आशण संखे्यचा वेग मोजला. खालील 

महामागागवरील गाड्या शवतरण प्राप्त झाले 

Speed below (in kms/hours) 65 70 75 80 85 90 

No of cars 19 44 99 184 194 200 

75% च्या खाली कारचा वेग असलेल्या गतीची गणिा दकमी/तास मधे्य करा, म्हणजेच आपल्याला Q3 चे मूल्य 

काढावे लागेल. 

उत्तर: प्रर्म, वगव तयार करा आदण फे्रकें व्सी सारणी खालीलप्रमाणे: 

Speed below (in kms/hours) No of cars Less than cumulative frequency 

Below 65 19 19 

65-70 44-19=34 44 

70-75 99-44=55 99 

75-80 184-99=85 184 (Q3) 

80-85 194-184=10 194 

85-90 200-194=6 200 

येरे्, N = 200 

By comparing 3 
 𝑁

4
 = 150 

Q3 वगावत 75-80 आहे 

Here L=75, h=5, f=85, c.f. =99 

          Q3 = L +    
ℎ

𝑓
 x (3N/4 –c.f.) 

              = 75 +    
5

85
 x (99) 

              = 75+3 

              =78 

 75% गाड्या महामागाववरूि ताशी 78 दकमी पेक्षा कमी वेगािे जात आहेत. 
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टीप:  

1. दवभाजि मूल्याांसाठी खांदडत वगाांिा सतत स्वरूपात रूपाांतररत करणे अदिवायव िाही. उत्तर काही िशाांश 

आकृतीिुसार दभन्न असू शकते, जे अद्याप बरोबर आहे. 

2. गहाळ फे्रकें व्सी मूल्य िशाांश मधे्य असल्यास, ते जवळच्या पूणव सांिेच्या अांिाजे करा. 

उदाहरण-1.10: Q2 चे खालील फे्रकें व्सी शवतरण मूल्य 22 आहे, गहाळ फे्रकें व्सी शोिा. 

 class 0.5-9.5 10.5-19.5 20.5-29.5 30.5-39.5 40.5-49.5 

frequency 5 8 ? 4 3 

 

उत्तर: आपण वगव सतत(continuous) करू आदण गृहीत धरू की x ही दमदसांग दफ्रके्वन्सी आहे. सांचयी फे्रकें व्सी 

सारणी खालीलप्रमाणे दिली आहे: 

class frequency Less than cumulative frequency 

0-10 5 5 

10-20 8 13 

20-30 X 13+x 

30-40 4 17+x 

40-50 3 20+x 

येरे्, 2nd quartile (Q2) = 22 

 By comparing 2 
 𝑁

4
 = 22 

Q2 वगावत 20-30 आहे 

Here L=20, h=10, f=x, c.f. =13 

          Q2 = L +    
ℎ

𝑓
 x (N/2 –c.f.) 

         22  = 20 +    
10

𝑥
 x  ( 

20+𝑥

2
−13) 

     – 20   = 
10

𝑥
 x  ( 

20+𝑥

2
− 13) 

         2 x = 5 x  ( 20 + 𝑥 − 26) 

          2x = 100 + 5𝑥 − 130 

         3x  = 30 

          X  = 10 

म्हणूि, गहाळ Missing frequency फे्रकें व्सी 10 आहे. 

सराव उदाहरण (Exercise)  

1. खालील दिरीक्षणाांच्या मादलकेसाठी सवव चतुर्वकाांची गणिा करा: 

16, 14.9, 11.5, 11.8, 11.1, 14.5, 14, 12, 10.9, 10.7, 10.6, 10.5, 13.5, 13, 12.6. 

2. िहा 10 दवद्यार्थ्ाांची उांची (सेमी. मधे्य) खाली दिली आहे: 

148, 171, 158, 151, 154, 159, 152, 163, 171,145. 

वरील डेटासाठी Q1 आदण Q3 ची गणिा करा. 

3. एका दवदशष्ट पररसरातील कुटुांबाांची दवजेचा मादसक वापर खाली दिले आहे: 

205, 201, 190, 188, 194, 172, 210, 225, 215,232, 260, 230. 

25% च्या खाली असलेल्या कुटुांबाांची दवजेच्या वापराची गणिा (युदिटमधे्य) करा. 
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4. खाली कुटुांबाांचा िैिांदिि खचव समावेश आहे. 75% च्या खालील डेटासाठी कुटुांबाांची खचावची गणिा ( रु. 

मधे्य)करा. 

िैिांदिि खचव (रु. मधे्य)  350 450 550 650 750 

कुटुांबाांची सांिा 16 19 24 28 13 

5. खालील फे्रकें व्सी दवतरण मधे्य सवव चतुर्वकाांची गणिा करा: 

ई-व्यवहाराची सांिा (िररोज) 0 1 2 3 4 5 6 7 

दिवसाांची सांिा 10 35 45 95 64 32 10 9 

 6. कारखान्यातील 200 पुरुष प्रौढाांच्या उांचीचे फे्रकें व्सी दवतरण खालीलप्रमाणे आहे: 

सेमी मधे्य उांची पुरुष प्रौढाांची सांिा 

145-150 4 

150-155 6 

155-160 25 

160-165 57 

165-170 64 

170-175 30 

175-180 8 

180-185 6 

मध्यवती उांची शोधा. 

7. एका वगावतील 50 दवद्यार्थ्ाांच्या िर आठवड्याला होणाऱ्या ख्यखशातील खचावचा डेटा खालीलप्रमाणे आहे. हे 

ज्ञात आहे की दवतरणाचा मीदडयि120 आहे. गहाळ दफ्रके्वन्सी शोधा. 

 Wages more than ( in Rs) No of workers 

8000 160 

9000 155 

10000 137 

11000 103 

12000 57 

13000 23 

14000 10 

15000 1 

16000 0 

 

8. एका दवदशष्ट बँकेतील 100 जे्यष्ठ िागररकाांच्या मुित ठेवी ांच्या कालावधीसाठी खालील गटबद्ध डेटा आहे: 

Fixed deposits (In days) 0-180 180-360 360-540 540-720 720-900 

No of senior citizens) 15 20 25 30 10 

कें द्रीय 50% जे्यष्ठ िागररकाांच्या मुित ठेवी ांच्या मयाविाांची गणिा करा.  

9. दवतरणाचा मीदडयि1504 आहे असे दिलेली िसलेली फे्रकें व्सी शोधा. 

Life in hours 950-1150 1150-1350 1350-1550 1550-1750 1750-1950 1950-2150 

No of bulbs 20 43 100 - 23 13 
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Deciles: Deciles D1, D2, .... D9 िारे िशवदवले जातात.  

कच्च्च्या डेटासाठी डेदसल्सचे सूि खाली दिले आहे: 

 ith Decile = Di 

 =value of observation i (
𝑛+1

10
) th 

i = 1, 2,…, 9 

गटबद्ध डेटासाठी डेदसल्सचे सूि आहे, 

D = L + 
ℎ

𝑓
 ( 

𝑖𝑁

100
 - c. f .),  i = 1, 2,…., 99 

येरे्  

 L = ith decile वगावची खालची सीमा 

 h = ith decile वगावची वगव रुां िी 

 f = डेदसल क्लासची फे्रकें व्सी 

 c.f.= ith decile वगावच्या आधीच्या वगावच्या सांचयी वारांवारतेपेक्षा कमी 

 N = एकूण फे्रकें व्सी 

िके्कवारी (Percentiles): जेव्हा पररमाणाच्या त्याांची चढत्या क्रमािे माांडणी केली जाते, तेंव्हा टके्कवारी ही 

मूल्य दिरीक्षणाांिा 100 समाि भागाांमधे्य दवभादजत करतात. टके्कवारी P1, P2, ....,P99 िारे िशवदवली जाते. कच्च्च्या 

डेटासाठी पसेंटाइलचे सूि खाली दिले आहे: 

ith Perecentile = Pi 

=value of observation i (
𝑛+1

100
) th 

i = 1, 2,… ,99 

गटबद्ध डेटासाठी पसेन्टाईलचे सूि आहे, 

D = L + 
ℎ

𝑓
 (

𝑖𝑁

100
− 𝑐𝑓) ,  i = 1, 2,…., 99 

येरे्,  

 

 L = ith टके्कवारीची खालची सीमा 

 h = ith टके्कवारी वगावची वगव रुां िी 

 f = ith टके्कवारी वगावची फे्रकें व्सी 

 c.f = सांचयी वारांवारतेपेक्षा कमी 

 N = एकूण फे्रकें व्सी 

व्यािेवरूि असे दिसूि येते की, 

(1) Q2 = D5 = P50 

(2) Q1 = P25 

(3) Q3 = P75 

उदाहरण-1.11: खालील डेिा साठी 3रा डेसील आशण 70वा पसेंिाइल मोजा: 

841,289,325,225,784,729,625,400,324,169. 

उत्तर: प्रर्म, आम्ही डेटाची व्यवस्क्र्ा करतो खालीलप्रमाणे चढत्या क्रमािे: 

169, 225, 289, 324, 325, 400, 625, 729, 784,841 

येरे्, n = 10 
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D3   = value of 3
𝑛+1

10
 𝑡ℎ 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛     

       = 3
10+1

10
 𝑡ℎ 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 

       = value of 3.3rd observation 

       = 3rd observation + 0.3 (4th observation-3rd observation) 

       = 289+0.3(324-289) 

D3    = 299.5 

P70  = value of 70
𝑛+1

100
 𝑡ℎ 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛     

       = 70
10+1

100
 𝑡ℎ 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 

       = value of 7.7th   observation 

       = 7th   observation + 0.7 ( 8th observation-7th   observation) 

       = 625+0.7(729-625) 

 P70 = 697.8 

उदाहरण-1.12: खालील डेिासाठी D4 आशण P55 शोिा: 

सदोि उत्पादनांची संख्या 30 35 40 45 50 55 60 

कंपनीची संख्या 12 35 10 15 8 7 8 

उत्तर: खालीलप्रमाणे सांचयी फे्रकें व्सी सारणीपेक्षा कमी तयार करा: 

सदोि उत्पादनांची संख्या कंपनीची संख्या संचयी वारंवारतेपेक्षा कमी 

30 12 12 

35 35 47  (𝐷4) 

40 10 57 (𝑃55) 

45 15 72 

50 8 80 

55 7 87 

60 8 95 

प्रर्म, आम्ही डेटामधे्य व्यवस्क्र्ा करतो खालीलप्रमाणे चढत्या क्रमािे: 

n = 95 

D4 = value of 4
𝑛+1

10
 𝑡ℎ 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛     

     = 4
95+1

10
 𝑡ℎ 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 

     = value of 38.4th   observation 

D4 = 35 

P55 = value of 55
𝑛+1

100
 𝑡ℎ 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛     

     = 55
95+1

100
 𝑡ℎ 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 

     = value of 52.8th   observation 

P55  =   40 
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उदाहरण-1.13: खालील डेिावरून 4 था डेसील आशण 21 व्या पसेंिाइलची गणना करा: 

नफा (लाख रु. मधे्य) 0.5-4.5 5.5-9.5 10.5-14.5 15.5-19.5 20.5-24.5 

कंपनीची संख्या 7 18 25 30 20 

उत्तर: वगव सतत करा आदण खालीलप्रमाणे सांचयी फे्रकें व्सी सारणी तयार करा: 

नफा (लाख रु. मधे्य) कंपनीची संख्या संचयी वारंवारतेपेक्षा कमी 

0-5 7 7 

5-10 18 25 (P21) 

10-15 25 50 (D4) 

15-20 30 80 

20-25 20 100 

 D4 = value of 4
𝑁

10
 𝑡ℎ 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛     

      = 4
100

10
 𝑡ℎ 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 

      = value of 40th   observation 

D4 वगावत 10-15 आहे 

Here L=10, h=100, f=18, c.f. =25 

Median  = L +    
ℎ

𝑓
 x (

4𝑁

10
 –c.f.) 

              = 10 +    
5

25
 x (

4 𝑋 100

10
 – 25.) 

              = 10 +    
5

25
 x (40 – 25) 

               = 10 + 3 

D4 = 13  

Here L=5, h=5, f=18, c.f. =25 

Median= L +    
ℎ

𝑓
 x (

21𝑁

100
 –c.f.) 

           = 5 +    
5

18
 x (

21 𝑋 100

100
 – 25.) 

           = 5 +    
5

18
 x (21 – 7) 

           = 5 +    
70

18
 

           = 5+3.89 

P21 = 8.89 

For percentile 

P21 = value of 
21(100)

100
 observation 

value of 21𝑡ℎ   observation 

P21 वगावत 5-10 आहे 

Here L=5, h=5, f=18, c.f. =7 

Median  = L +    
ℎ

𝑓
 x (

21𝑁

100
 –c.f.) 

              = 5 +    
5

18
 x (

21 𝑋 100

100
 – 7) 

              = 5+    
5

18
 x (21 – 7) 
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               = 5 + 3.89 

        P21   = 8.89 

उदाहरण-1.14: शवशवि शवभागांमाफग त कायागलयीन फायलीचं्या प्रवासाशी संबंशित अभ्यास करण्यात 

आला. आरंभ शवभागाकडे परत येण्यासाठी फाईलने घेतलेल्या वेळेचे (मशहन्ांमधे्य) शवतरण खाली शदले 

आहे: 

Time 1-2 2-3 3-4 4-5 5-6 6 & above 

No of files 30 45 40 50 6 4 

शोिा:  

(a) 75% िायली ज्या वेळेिुसार 

(b) ज्या वेळेत जास्तीत जास्त ६०% िाइल्स परत येतात. 

उत्तर: सांचयी फे्रकें व्सी सारणी खालीलप्रमाणे तयार करा: 

Times ( In months) No of files (f) Less than c.f 

1-2 30 30 

2-3 45 75 

3-4 40 115 (P60) 

4-5 50 165 (P75) 

5-6 6 171 

6 & above 4 175 

 

75% िाईल्स दकती वेळात परत येतात हे शोधण्यासाठी म्हणजे P75 चे मूल्य शोधावे लागेल आदण जास्तीत 

जास्त 60% िाईल्स परत येण्याची वेळ आम्हाला शोधावी लागेल. 

म्हणजे आपल्याला P75 शोधायचा आहे 

P75 = value of =
75(175)

100
 observation 

value of =131.25𝑡ℎ   observation 

P75 वगावत 4-5 आहे 

Here L=4,  h=1, f=50, c.f. =115 ,N=175 

 P75         = L +   
ℎ

𝑓
 x (

75𝑁

100
 –c.f.) 

              = 4 +  
1

50
 x (

75 𝑋 175

100
 – 115) 

              = 4 +  
1

50
 x (131.25 – 115) 

               = 4 +  
16.25

50
  

 P75 = 4+ 0.325 

 P75 = 4.325 

अशा प्रकारे 75% िाइल्स परत येण्याचा कालावधी 4.325 मदहिे आहे 

P60 = value of =
60(175)

100
 th observation 

value of=105 𝑡ℎ   observation 

P60 वगावत 3-4आहे  
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Here L=3,  h=1, f=40, c.f. =75 ,N=175 

P60              = L +    
ℎ

𝑓
 x (

60𝑁

100
 –c.f.) 

              = 3 +    
1

40
 x (

60 𝑋 175

100
 – 75) 

              = 3 +    
1

40
 x (105 – 75) 

               = 3 + 
30

40
  

               = 3+0.75 

 P60   = 3.75 

अशा प्रकारे 60% िाइल्स परत येण्याचा कालावधी 3.75 मदहिे आहे 

उदाहरण-1.15 शवद्याथी शवशशष्ट् वगागत गैरहजर राशहलेल्या शदवसांच्या वारंवारतेचे शवतरण खालीलप्रमाणे 

आहे: 

अनुपस्तस्थत शदवसांची संख्या शवद्यार्थ्ागची संख्या 

Below 10 15 

Below 20 35 

Below 30 60 

Below 40 84 

Below 50 106 

Below 60 120 

Below 70 125 

उत्तर: गटाांमधे्य डेटा रूपाांतररत करा आदण सांचयी फे्रकें व्सी सारणीपेक्षा कमी खालीलप्रमाणे तयार करा: 

अनुपस्तस्थत शदवसांची संख्या शवद्यार्थ्ागची संख्या c.f पेक्षा कमी 

0-10 15 15 

10-20 20 35 

20-30 25 60 (P30) 

30-40 24 84 (D6) 

40-50 22 106 

50-60 14 120 

60-70 5 125 

D6 = value of =
6(125)

10
 observation 

value of =75𝑡ℎ   observation 

D6 वगावत 30-40 आहे 

Here L=30,  h=10, f=24, c.f. =60 ,N=125 

     D6    = L +    
ℎ

𝑓
 x (

6𝑁

10
 –c.f.) 

              = 30 +    
10

24
 x (

6 𝑋 125

10
 – 60) 

              =  30 +    
10

24
 x (75 – 60) 

               = 30 +    
150

24
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               = 30+ 6.25 

      D6     = 36.25 

म्हणजे 60% दवद्यार्ी 36 दिवसाांपेक्षा कमी दिवस गैरहजर असतात. 

P30 = value of   =
30(125)

100
 observation 

P30 = value of   =37.5𝑡ℎ   observation 

P30 वगावत 20-30आहे  

Here L=20,  h=10, f=25, c.f. =35 ,N=125 

P30         = L +    
ℎ

𝑓
 x (

30𝑁

100
 –c.f.) 

              = 20 +    
10

25
 x (

30 𝑋 125

100
 – 35) 

              =   20 +    
10

25
 x (37.5 – 35) 

              = 20 +    
10

25
 x (2.5) 

              = 20+ 1 

P30   = 21 

म्हणजे 30% दवद्यार्ी 21 दिवसाांपेक्षा कमी दिवस गैरहजर असतात. 

सराव उदाहरण (Exercise)  

1. खालील डेटासाठी D6 आदण P85 ची गणिा करा:  

79,82,36,38,51,72,68,70,64,63 

2. पांधरा (15) मजुराांची िैिांदिि मजुरी खालीलप्रमाणे आहे: 

230,400,350,200,250,380,210,225,375,180,375,450,300,350,250 

D8 आदण P90 ची गणिा करा 

3. खालील साठी 2रा डेसील आदण 65वा पसेंटाइल मोजा: 

x 80 100 120 145 200 280 310 380 400 410 

f 15 18 25 27 40 25 19 16 8 7 

4. खालील डेटावरूि 15व्या, 65व्या आदण 91व्या घराच्या भाड्याची गणिा करा. 

घर भाडे (रु मधे्य) 11000 12000 13000 14000 15000 16000 17000 18000 

घराांची सांिा 25 17 13 14 15 8 6 2 

 

5. खालील फे्रकें व्सी दवतरण वगावतील दवद्यार्थ्ाांचे वजि िशववते. 

वजि (दकलोमधे्य) 40 45 50 55 60 65 

दवद्यार्थ्ाांची सांिा 15 40 29 21 10 5 

a) ज्या दवद्यार्थ्ाांचे वजि 50 दकलोपेक्षा जास्त आहे त्याांची टके्कवारी शोधा. 

b) प्रिाि केलेला वजि स्तांभ मध्यभागी असल्यास मूले्य िांतर दवद्यार्थ्ाांची टके्कवारी शोधा ज्याांचे वजि ५० 

दकलोपेक्षा जास्त आहे. 

6. खालील डेटावरूि D4 आदण P48 ची गणिा करा: 

मीदडयि मूल्य 2.5 7.5 12.5 17.5 22.5 Total 

फे्रकें व्सी 7 18 25 30 20 100 

7. खालील दवतरणातील D9 आदण P20 ची गणिा करा. 
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लाांबी (इांच मधे्य) 0-20 20-40 40-60 60-80 80-100 100-120 

युदिट्सची सांिा 1 14 35 85 90 15 

1.5 Geometric Mean, Harmonic Mean and Combined Mean for given data 

तुम्हाला दिलेल्या आकड्याांच्या सांचासाठी भूदमतीय मीदडयि (Geometric Mean), हामोदिक मीदडयि 

(Harmonic Mean) आदण सांदमश्र मीदडयि (Combined Mean) कसे काढायचे हे मराठीत समजावूि साांगतो. 

1. भूशमतीय मीशडयन (Geometric Mean): भूदमतीय मीदडयि हा एक प्रकारचा मीदडयि (average) आहे 

जो गुणाकाराचा वापर करतो. ही पद्धत दवशेषतः  दवदवध गुणाकाराांच्या सांचासाठी उपयुक्त आहे. 

सूि: 

G.M.= (∏ 𝑥𝑖 )𝑛
𝑖=1

1

𝑛  

उदाहरण: 

समजा, आपल्याकडे आकड्याांचा सांच आहे: 2, 8, 4 

Step 1: सवव सांिाांचा गुणाकार करा. 2×8×4=642 \times 8 \times 4 = 642×8×4=64 

Step 2: त्या गुणाकाराचे n-व्या मूळ काढा (इरे् n=आहे).  

G.M.= √64
3

 = 4 

2. हामोशनक मीशडयन (Harmonic Mean): हामोदिक मीदडयि हा एक प्रकारचा मीदडयि आहे जो 

सांिाांचा वु्यत्क्रम (reciprocals) वापरूि काढला जातो. 

सूि:  

H.M=
𝑛

∑
1

𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1

 

उदाहरण: 

समजा, आपल्याकडे आकड्याांचा सांच आहे: 2, 8, 4 

Step 1: सवव सांिाांचे वु्यत्क्रम काढा आदण त्याांची बेरीज करा.  
1

2
+

1

8
+

1

4
 = 0.5 + 0.125 + 0.25 = 0.875 

Step 2: सांिाांचा एकूण सांच nnn (इरे् n=3) वापरूि हामोदिक मीदडयि काढा. 

 H.M.= 
3

0.875
 ≈ 3.43 

3. संशमश्र मीशडयन (Combined Mean): सांदमश्र मीदडयि काढतािा िोि दकां वा अदधक सांचाांचे एकदित 

मीदडयि काढले जाते. 

सूि: 

𝑋 = 
        𝒏𝟏𝑿̅𝟏     +   𝒏𝟐𝑿̅𝟐      +….…𝒏𝒌𝑿𝒌     

𝒏𝟏+𝒏𝟐+𝒏𝟑+⋯+𝒏𝒏
 

इरे् Xˉi हे प्रते्यक सांचाचे मीदडयि आहे आदण ni हे त्या सांचातील तत्ाांची सांिा आहे. 

उदाहरण: 

समजा, आपल्याकडे िोि सांच आहेत: 

सांच 1: 2, 8, 4 (मीदडयि 𝑿̅𝟏  ) 

सांच 2: 3, 7 (मीदडयि𝑿̅𝟐      ) 

Step 1: प्रते्यक2+8+4 सांचाचे साधारण मीदडयि काढा.  

सांच 1: Xˉ1=
2+8+4

3
  =   

14

3
  ≈ 4.67 

सांच 2: Xˉ2=  
3+7

2
     =

10

2
   =5 
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Step 2: िोन्ही सांचाांचे एकदित मीदडयि काढा. 

 Xˉ= 
3×4.67++2×  5 

3+2
  = 

24.01 

5
 ≈ 4.80 

सारांश: 

 भूदमतीय मीदडयि (Geometric Mean): गुणाकाराच्या आधारावर काढलेला मीदडयि. 

 हामोदिक मीदडयि (Harmonic Mean): वु्यत्क्रमाांच्या आधारे काढलेला मीदडयि. 

 सांदमश्र मीदडयि (Combined Mean): िोि दकां वा अदधक सांचाांचे एकदित साधारण मीदडयि. 

हे दतन्ही मीदडयि दवदवध प्रकारच्या आकड्याांच्या सांचासाठी उपयुक्त आहेत आदण आपल्या गरजेिुसार त्याांचा 

वापर करता येतो. 

1.6 मोड शोिण्यासाठी ग्राशफकल प्रशतशनशित्व (शहस्टोग्राम आशण मध्य ओशगव्ह वक्र) 

दहस्ट्ोग्राम वापरूि ग्रादिक पद्धतीिे डेटा सेटचा मोड शोधण्यासाठी, तुम्ही मोड िशवदवण्यासाठी दहस्ट्ोग्रामच्या 

सवावत उांच दशखराचा वापर करू शकता. मोड हे डेटा सेटमधे्य वारांवार दिसणारे मूल्य आहे.  

गटबद्ध डेटासाठी, मोड हा मोडल क्लासचा मध्यदबांिू आहे. सवोच्च बार वापरूि मोडचा अांिाज घेण्यासाठी, 

तुम्ही मोड बहुभुज तयार करू शकता दकां वा इतर इांटरपोलेशि तांि वापरू शकता. तुम्ही सवावत उांच पट्टीच्या 

वरच्या उजव्या कोपऱ्यापासूि बारच्या वरच्या उजव्या कोपऱ्यापयांत एक रेषा काढू शकता जी वगावची फे्रकें व्सी 

िशववते. िांतर, या रेषाांच्या छेििदबांिूपासूि x-अक्षापयांत एक उभी रेषा काढा. x-अक्षावरील मूल्य मोडसाठी 

अांिाज िशववते.  

ग्राशफकल पद्धतीनुसार मोड 

1. दिलेल्या मादलकेच्या सांचाचा दहस्ट्ोग्राम काढा. 

2. सवावत जास्त उांचीसह दहस्ट्ोग्रामचा आयत मादलकेचा मॉडेल वगव असेल. 

3. मोडल वगावच्या आयताच्या वरच्या डाव्या कोपऱ्यात/दबांिूला जोडणारी एक रेषा काढा. 

 

उदाहरण-1.16 ग्राशफक पद्धतीने मोड शोिा: 

Marks  0-10 10-20 20-30 30-40 40-50 50-60 60-70 

No of Student 5 10 20 25 20 20 5 

उत्तर: प्रर्म, आम्ही दिलेल्या डेटाचा दहस्ट्ोग्राम काढतो: 

 
दहस्ट्ोग्रामवरूि हे स्पष्ट होते की मोडचे मूल्य 35 आहे. 
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समान प्रश्न 

1.खालील डेटावरूि मोडची गणिा करा: 

वय 0-5 5-10 10-15 15-20 20-25 25-30 30-35 

रुग्ांची संख्या 6 11 18 24 17 13 5 

 

2. खालील डेटावरूि मोडची गणिा करा 

गुण 10-20 20-30 30-40 40-50 50-60 60-70 

शवद्यार्थ्ािंची संख्या 8 11 9 25 12 16 

 Ogive हा शब्द आदकव टेक्चरमधे्य वक्र दकां वा वक्र आकाराांचे वणवि करण्यासाठी वापरला जातो. Ogives हे 

आलेख आहेत जे डेटामधील दवदशष्ट चल दकां वा मूल्याच्या खाली दकां वा वर दकती सांिा आहेत याचा अांिाज 

लावण्यासाठी वापरला जातो. ऑदगव्ह तयार करण्यासाठी, प्रर्म, वे्हररएबल्सची एकदित फे्रकें व्सी फे्रकें व्सी 

सारणी वापरूि मोजली जाते. दिलेल्या डेटा सेटमधे्य मागील सवव वे्हररएबल्सची दफ्रके्वन्सी जोडूि हे केले 

जाते. सांचयी फे्रकें व्सी सारणीतील पररणाम दकां वा शेवटची सांिा िेहमी चलाांच्या एकूण दफ्रके्वन्सीच्या समाि 

असते. फे्रकें व्सी दवतरणाचे सवावत सामान्यपणे वापरले जाणारे आलेख म्हणजे दहस्ट्ोग्राम, फे्रकें व्सी बहुभुज, 

फे्रकें व्सी वक्र आदण ओदगव्स (सांचयी फे्रकें व्सी वक्र). “Ogive” िावाच्या एका आलेखाची सदवस्तर चचाव 

करूया.  

 Ogive व्याख्या: Ogive ची व्यािा मादलकेतील फे्रकें व्सी दवतरण आलेख म्हणूि केली जाते. Ogive हा 

सांचयी दवतरणाचा आलेख आहे, जो कै्षदतज समतल अक्षावरील डेटा मूले्य आदण एकतर सांचयी सापेक्ष 

दफ्रके्वन्सी, सांचयी दफ्रके्वन्सी दकां वा उभ्या अक्षावरील सांचयी टके्क दफ्रके्वन्सी स्पष्ट करतो. सांचयी फे्रकें व्सी 

वतवमाि दबांिूपयांत सवव मागील दफ्रके्वन्सीची बेरीज म्हणूि पररभादषत केली जाते. प्रते्यक वगव अांतराच्या सांचयी 

वारांवारतेशी सांबांदधत दबांिू प्लॉट करूि ऑदगव्ह तयार करा. बहुतेक साांख्यिकीशास्त्रज्ञ सदचि 

प्रदतदिदधत्ातील डेटा स्पष्ट करण्यासाठी ओदगव्ह वक्र वापरतात. हे दवदशष्ट मूल्यापेक्षा कमी दकां वा समाि 

असलेल्या दिरीक्षणाांच्या सांिेचा अांिाज लावण्यास मित करते. 

 Ogive आलेख: फे्रकें व्सी दवतरणाचे आलेख हे फे्रकें व्सी आलेख आहेत जे स्वतांि आदण सतत 
डेटाची वैदशष्ट्ये प्रिदशवत करण्यासाठी वापरले जातात. सारणीबद्ध डेटापेक्षा असे आकडे डोळ्ाांिा 
अदधक आकदषवत करतात. हे आम्हाला िोि दकां वा अदधक फे्रकें व्सी दवतरणाचा तुलिात्मक अभ्यास 
करण्यास मित करते. आपण िोि फे्रकें व्सी दवतरणाचा आकार आदण िमुिा सांबांदधत करू शकतो. 

Ogives च्या िोि पद्धती आहेत: 

1. Ogive पेक्षा कमी 

2. Ogive पेक्षा जास्त  

3. Ogive वक्र पेक्षा कमी आदण जास्त 
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वर दिलेला आलेख Ogive वक्र पेक्षा कमी आदण जास्त िशववतो. उगवणारा वक्र (गुलाबी वक्र) 

ओदगव्हपेक्षा कमी िशवदवतो आदण घसरणारा वक्र (जाांभळा वक्र) ओदगव्हपेक्षा मोठा िशवदवतो. 

 Ogive पेक्षा कमी: सवव आधीच्या वगाांची फे्रकें व्सी वगावच्या वारांवारतेमधे्य जोडली जाते. या मादलकेला 
सांचयीपेक्षा कमी मादलका म्हणतात. प्रर्म शे्रणी फे्रकें व्सी दितीय शे्रणी फे्रकें व्सी आदण िांतर तृतीय 
शे्रणी फे्रकें व्सी जोडूि ते तयार केले जाते. 

 Ogive पेक्षा जाि: त्यािांतरच्या वगाांची फे्रकें व्सी वगावच्या वारांवारतेमधे्य जोडली जाते. या मादलकेला 
सांचयी मादलकेपेक्षा जास्त म्हणतात. एकूण मधूि प्रर्म शे्रणी, दितीय शे्रणी फे्रकें व्सी वजा करूि, 

तृतीय शे्रणी फे्रकें व्सी वजा करूि ते तयार केले जाते. ऊर्ध्वगामी सांचय पररणाम सांचयी मादलकेपेक्षा 
जास्त आहे. 

 Ogive चािग: ऑदगव्ह चाटव हा सांचयी फे्रकें व्सी दवतरण दकां वा सांचयी सापेक्ष फे्रकें व्सी दवतरणाचा 
वक्र आहे. असा वक्र काढण्यासाठी, दफ्रके्वन्सी एकूण वारांवारतेच्या टके्कवारीच्या रूपात व्यक्त केल्या 
पादहजेत. मग, अशा टके्कवारी एकदित केल्या जातात आदण प्लॉट केल्या जातात, जसे ओदगव्हच्या 
बाबतीत. खाली Ogive पेक्षा कमी आदण मोठे बाांधण्यासाठी पायऱ्या आहेत. 

Ogive वक्र पेक्षा कमी कसे काढायचे? 

 कै्षदतज आदण अिुलांब अक्ष काढा आदण दचन्हाांदकत करा. 

 y-अक्ष (उभ्या अक्ष) आदण x-अक्षावर (कै्षदतज अक्ष) वरच्या शे्रणीच्या मयाविाांसह एकदित दफ्रके्वन्सी 
घ्या. 

 प्रते्यक उच्च-शे्रणी मयाविेच्या दवरूद्ध, सांचयी दफ्रके्वन्सी प्लॉट करा. 

 सतत वक्र सह दबांिू किेक्ट करा. 

Ogive वक्र पेक्षा मोठे शकंवा जाि कसे काढायचे? 

 कै्षदतज आदण अिुलांब अक्ष काढा आदण दचन्हाांदकत करा. 

 y-अक्ष (उभ्या अक्ष) बाजूिे सांचयी दफ्रके्वन्सी आदण x-अक्ष (कै्षदतज अक्ष) वरील दिम्न-वगव मयाविा 
घ्या. 

 प्रते्यक दिम्न-वगावच्या मयाविेच्या दवरूद्ध, सांचयी दफ्रके्वन्सी प्लॉट करा. 

 सतत वक्र सह दबांिू किेक्ट करा. 

ओशगव्ह कव्हगचा उपयोग 

दिलेल्या डेटाच्या सांचाचा मध्य शोधण्यासाठी ऑदगव्ह आलेख दकां वा सांचयी फे्रकें व्सी आलेख वापरले 
जातात. एकाच आलेखावर एकदित फे्रकें व्सी वक्र, पेक्षा कमी आदण पेक्षा मोठे िोन्ही काढले असल्यास, 

आपण मीदडयिमूल्य सहज शोधू शकतो. ज्या दबांिूमधे्य, िोन्ही वक्र, x-अक्षाशी सांबांदधत, छेितात, तो 
मीदडयिमूल्य िेतो.  मीदडयिशोधण्याव्यदतररक्त, Ogives डेटा सेट मूल्याांच्या टके्कवारीची गणिा 
करण्यासाठी वापरले जातात. 

Ogive उदाहरण 

उदाहरण-1.17: सांचयी फे्रकें व्सी सारणीपेक्षा अदधक तयार करा आदण खाली दिलेल्या डेटासाठी ऑदगव्ह 
काढा. 

गुण 1-10 11-20 21-30 31-40 41-50 51-60 61-70 71-80 

फे्रकें व्सी 3 8 12 14 10 6 5 2 

उत्तर:  सांचयी फे्रकें व्सी सारणी "पेक्षा जास्त": 
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र्ुण फे्रकें व्सी संचयी फे्रकें व्सी पेक्षा जास्त 
पेक्षा जास्त 1 3 60 
पेक्षा जास्त 11 8 57 
पेक्षा जास्त 21 12 49 
पेक्षा जास्त 31 14 37 
पेक्षा जास्त 41 10 23 
पेक्षा जास्त 51 6 13 
पेक्षा जास्त 61 5 7 
पेक्षा जास्त 71 2 2 

एक ओदगव्ह प्लॉदटांग: 

(70.5, 2), (60.5, 7), (50.5, 13), (40.5, 23), (30.5, 37), (20.5, 49), (10.5, 57), ( 0.5, 60). 

ऑदगव्ह हे x-अक्षावरील एका दबांिूशी जोडलेले असते, जे शेवटच्या वगावची वास्तदवक वरची मयाविा 
िशववते, म्हणजे (80.5, 0) 

x-अक्ष, 1 सेमी = 10 गुण घ्या 

Y-अक्ष = 1 सेमी - 10 c.f 

Ogive वक्र पेक्षा अदधक: 

 
सराव प्रश्न: 
खालील दफ्रके्वन्सी सारणीसाठी ऑदगव्ह पेक्षा अदधक तयार करा 

Lass Interval 0-10 10-20 20-30 30-40 40-50 50-60 60-70 

Frequency 5 15 20 23 17 11 9 

 

1.7 Measure of dispersion 

शे्रणी (Range):  'शे्रणी' हे टोकाच्या मूल्याांमधील िरक िशववते. िोन्ही टोकाांकडील मूल्याांमधील 

पररवतविशीलता मोजण्यासाठी (म्हणजे सवावत लहाि आदण सवावत मोठी मूले्य) वापरतो. 

 गि न केलेल्या डेिासाठी शे्रणी (The Range for Ungrouped data) 

शे्रणी हा सवावत मोठा मूले्य आदण सवावत लहाि मूले्य मधील िरक आहे. तो 'R' िे िशवदवला जातो. 
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   शे्रणी = सवावत मोठे डेटा मूल्य - सवावत लहाि डेटा मूल्य. 

       L = सवावत मोठे मूल्य आदण S = सवावत लहाि मूल्य, िांतर 

       R = L-S 

 गिबद्ध डेिासाठी शे्रणी (The Range for Ungrouped data): फे्रकें व्सी दवतरणामधे्य (गटबद्ध दकां वा 

सतत फे्रकें व्सी), शे्रणी ही वगावची वरच्या टोकावरील मयाविा आदण दवतरणाच्या खालच्या टोकावरील वगावची 

खालची मयाविा याांच्यातील िरक मािली जाते. 

शे्रणी (सवोच्च वगावची सवावत मोठी मयाविा) – (सवावत खालच्या वगावची सवावत कमी मयाविा) 

 शे्रणीचे गुणांक (Coefficient of range)  

शे्रणीचे गुणाांक असे पररभादषत केले आहे, 

शे्रणीचे गुणाांक = 
L−S 

 L+S
 

Coefficient of range= 
L−S 

 L+S
 

खालील दवतरणाची गुणाांक = 
 सवावत मोठे मूल्य−सवावत लहाि मूल्य

सवावत मोठे मूल्य + सवावत लहाि मूल्य
 

उदाहरण-1.18: खालील दवतरणाची शे्रणी शोधा 

2, 3, 1, 10, 6, 31, 17, 20, 24 

उत्तर: आम्हाला माहीत आहे, Range= L-S  

जेरे् L सवावत मोठे मूल्य S=सवावत लहाि मूल्य दिले आहे, 

 2, 3, 1, 10, 6, 31, 17, 20, 24 या मूल्याांमधूि, 

 सवावत मोठे मूल्य L= 31 सवावत लहाि मूल्य = S = 1 

 Range= 31-1 

 Range = 30  

उदाहरण-1.19: खालील दवतरणाची शे्रणी शोधा: 

42, 39, 40, 48, 41, 45, 44 

 उत्तर: आम्हाला मादहत आहे, Range = L-S 

 L= सवावत मोठे मूल्य S सवावत लहाि मूल्य दिलेली मूले्य आहेत, 

39, 40, 41, 42, 44, 45, 45, 48 

दिरीक्षण करा की, या मूल्याांमधूि,  

सवावत मोठे मूल्य L=48  सवावत लहाि मूल्य = S=39  

Range = 48-39  

Range = 9 

उदाहरण-1.20: खालील दवतरणाची शे्रणी शोधा:  

3, 6, 10, 1, 15, 16, 21, 19, 18 

उत्तर: आम्हाला मादहत आहे Range =L-S  

 L= दवतरणाचे सवावत मोठे मूल्य S= दवतरणाचे सवावत लहाि मूल्य 

दिलेले दवतरण, 3, 6, 10, 1, 15, 16, 21, 19, 18 पाहा की, 

या मूल्याांमधूि, सवावत मोठे मूल्य = L=21   सवावत लहाि मूल्य S=1 

 Range = 21-1 

 Range= 20  
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उदाहरण-1.21: खालील डेटावरूि शे्रणीची गणिा करा: 

दकलोमधे्य वजि: 70, 75, 69, 80, 85, 83, 65, 89, 73, 84, 90, 

उत्तर: आम्हाला मादहती आहे. Range = L-S  

70, 75, 69, 80, 85, 83, 65, 8 73,84,90 या मूल्याांमधूि,  

सवावत मोठे मूल्य L=90   सवावत लहाि मूल्य = S=65  

Range = 90-65  

Range = 25 

उदाहरण-1.22: खालील डेटाची शे्रणी शोधा: 

800, 725, 750, 900, 925, 910, 1000, 790, 870, 920 

उत्तर: दिलेली, शे्रणी 800, 725, 750, 900, 925, 910, 700, 700, 700, 920  

Range= सवावत मोठे मूल्य-सवावत लहाि मूल्य  

= 1000-725 

 = 275 

उदाहरण-1.23: शोधा (i) शे्रणी (ii) शे्रणीचे गुणाांक खालील डेटाच्या शे्रणीचे:  

50, 90, 120, 40, 180, 200, 80. 

उत्तर: आम्हाला मादहत आहे, Range = L-S 

आदण शे्रणीचे गुणाांक = 
L−S 

 L+S
 

Coefficient of range= 
L−S 

 L+S
 

 L= डेटाचे सवावत मोठे मूल्य) 

S दिलेले डेटाचे सवावत लहाि मूल्य,  

50, 90, 120, 40, 180, 200, 80 या मूल्याांमधूि, 

 सवावत मोठे मूल्य = L = 200 

सवावत लहाि मूल्य = S = 40 

(i) शे्रणी 

Range = L-S 

           = 200-40  

Range = 160 वरूि 

(ii) शे्रणीचे गुणाांक 

Coefficient of range= 
L−S 

 L+S
  

                               = 
200−40 

200+40
 

                               = 
160 

 240
 

                               = 
2

 3
 

उदाहरण-1.23: खालील दवतरणाच्या शे्रणीची शे्रणी आदण गुणाांक शोधा. 

Xi 10 20 30 40 50 

fi 7 5 3 2 1 

उत्तर: आम्हाला मादहत आहे, Range = L-S 
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आदण शे्रणीचे गुणाांक = 
L−S 

 L+S
 

L= डेटाचे सवावत मोठे मूल्य 

S दिलेले डेटाचे सवावत लहाि मूल्य,  

दिलेले दवतरण, 

Xi 10 20 30 40 50 

fi 7 5 3 2 1 

या तक्त्यावरूि ते पहा 

L = 50 चे सवावत मोठे मूल्य  

S = 10 चे सवावत लहाि मूल्य 

(i) शे्रणी 

Range = L-S 

            = 50-10  

Range = 40  

(ii) शे्रणीचे गुणाांक=
L−S 

 L+S
 

                       = 
50−10 

50+10
 

                       = 
40 

 60
 

                       = 
2

 3
 

सराव (Exercise) 

1. खालील डेटाची शे्रणी शोधा :  10, 5, 12, 2, 15, 20, 8, 10 

2.खालील दवतरणाच्या शे्रणीचा (i) शे्रणी (ii) गुणाांक शोधा 

Marks 0-10 10-20 20-30 30-40 40-50 

No. of students 8 12 10 15 5 

3. खालील डेटावरूि, गुणाांक आदण शे्रणीची शे्रणी काढा 

Marks 10-19 20-29 30-39 40-49 50-59 60-69 

No. of students 6 10 16 14 8 4 

 

सरासरी शवचलन (The Mean Deviation): जर n ची X1, X2, X3,......, X, X चे अांकगदणत Arithmatic 

mean 𝑥 असेल, तर𝑥1 - 𝑥, 𝑥2  - 𝑥, 𝑥3 - 𝑥, x-𝑥 याांिा X1, X2, X3, अांकगदणत मध्यापासूिची deviation 

म्हणतात. 

∑ xi − 𝑥𝑛
𝑖=1 = ∑ xi 𝑛

𝑖=1 − ∑  𝑥𝑛
𝑖=1 = 0 

Σ(x-x) = ΣΧ₁ - ∑x = nx-nx=0 

सरासरी दवचलि (दकां वा, अदधक अचूकपणे, सरासरी ओलुट दवचलि) सूिािारे पररभादषत केले जाते. 

M.D. =  
∑ |xi − 𝑥|𝑛

𝑖=1

𝑛
 

        =
∑|𝑑𝑖|

𝑁
 

Where, 
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 |𝑑𝑖|=|xi − 𝑥| 

 𝑥 = Arithmetic mean 

The Mean Deviation for Row data 

 मीि बद्दल सरासरी दवचलि(Mean Deviation about mean)   

=
∑|xi − 𝑥|

𝑁
 

 𝑥= mean of N observation 

मीदडयि बद्दल सरासरी दवचलि(Mean Deviation about median)   

=
∑|xi − M|

𝑁
 

 M = median of N observations 

शडस्तिि शफ्रके्वन्सी शडस्तस्टरबु्यशन साठी सरासरी शवचलन Mean Deviation for Discrete Frequency 

Distribution 

Mean Deviation about mean    

              =
∑𝑓𝑖|xi − 𝑥|

𝑁
 = 

∑𝑓𝑖|di|

𝑁
 

𝑥= mean of N observation 

मीदडयि बद्दल सरासरी दवचलि(Mean Deviation about median)   

 

            =
∑𝑓𝑖|xi − M|

𝑁
 = 

∑𝑓𝑖|di|

𝑁
 

M = median of N observations 

Mean Deviation for grouped Frequency Distribution 

मीि बद्दल सरासरी दवचलि(Mean Deviation about mean)   

              =
∑𝑓𝑖|xi − 𝑥|

𝑁
 = 

∑𝑓𝑖|di|

𝑁
 

𝑥= mid value or class mark 

मीदडयि बद्दल सरासरी दवचलि(Mean Deviation about median)   

            =
∑𝑓𝑖|xi − M|

𝑁
 = 

∑𝑓𝑖|di|

𝑁
 

M = median of Distribution 

उदाहरण-1.24: खालील डेिासाठी मध्यकापासून सरासरी शवचलन शोिा: 

Class-interval 0-10 10-20 20-30 30-40 40-50 

Frequency 5 8 15 16 6 

उत्तर: आम्हाला मादहती आहे, 

मीदडयि बद्दल सरासरी दवचलि(Mean Deviation about median)   

Class-interval Middle value(xi) Frequency(fi) c.f. |𝒅𝒊|=|𝐱𝐢 −  𝒙| 

 

fi|𝒅𝒊| 

0-10 5 5 5 20 100 

10-20 15 8 13 10 80 

20-30 25 15 28 0 0 

30-40 35 16 44 10 160 
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40-50 45 6 50 20 120 

  N=50   ∑𝑓𝑖|di| =460 

Median=M=(
50+1

2
) th observation=

51

2
= 25.5 it lies between class 20-30 

Median=M=25 

=
∑𝑓𝑖|xi − 𝑥|

𝑁
 = 

∑𝑓𝑖|di|

𝑁
 

= 
460

50
= 9.2 

मीदडयि बद्दल सरासरी दवचलि =9.2  

उदाहरण-1.25: खालील डेिासाठी सरासरी शवचलनाची गणना करा 

Marks  0-10 10-20 20-30 30-40 40-50 

No of students 5 8 15 16 6 

उत्तर: आम्हाला मादहती आहे, 

 =
∑𝑓𝑖|xi − 𝑥|

𝑁
 = 

∑𝑓𝑖|di|

𝑁
 

𝑥= mean of N observation 

𝑥= mean  =
∑𝑓𝑖𝑥𝑖

𝑁
 

Class-

interval 

Middle 

value(xi) 

Frequency(fi) fixi |𝒅𝒊|=|𝐱𝐢 −  𝒙| 

 

fi|𝒅𝒊| 

0-10 5 5 25 22 110 

10-20 15 8 120 12 96 

20-30 25 15 375 2 30 

30-40 35 16 560 8 128 

40-50 45 6 270 18 108 

  N=50 ∑𝑓𝑖xi

= 1350 

 ∑𝑓𝑖|di| =472 

𝑥= mean  =
∑𝑓𝑖𝑥𝑖

𝑁
 

𝑥= 
1350

50
 = 27 

मीि बद्दल सरासरी दवचलि (Mean Deviation about mean)   

=
 ∑ 𝑓𝑖|di|

𝑁
 

= 
472

50
 

= 9.44 

मीि बद्दल सरासरी दवचलि(Mean Deviation about mean)=9.44 

उदाहरण-1.25: खालील डेटासाठी सरासरी दवचलिाची गणिा करा 

xi 3 4 5 6 7 8 

fi 4 9 10 8 6 3 

उत्तर: आम्हाला मादहती आहे, 
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𝑥 =
∑𝑓𝑖|xi − 𝑥|

𝑁
 = 

∑𝑓𝑖|di|

𝑁
 

𝑥= mean of N observation 

𝑥= mean  =
∑𝑓𝑖𝑥𝑖

𝑁
 

xi fi fixi |𝒅𝒊|=|𝐱𝐢 −  𝒙| fi|𝒅𝒊| 

3 4 12 2.3 9.2 

4 9 36 1.3 11.2 

5 10 50 0.3 3 

6 8 48 0.7 5.6 

7 6 42 1.7 10.2 

8 3 24 2.7 8.1 

 N=40 ∑𝑓𝑖xi = 212 
 ∑𝑓𝑖|di| =47.8 

𝑥= mean  =
∑𝑓𝑖𝑥𝑖

𝑁
 

𝑥= 
212

40
 = 5.3 

मीि बद्दल सरासरी दवचलि(Mean Deviation about mean)   

=
 ∑ 𝑓𝑖|di|

𝑁
 

= 
47.8

40
 

=1.195 

मीि बद्दल सरासरी दवचलि (Mean Deviation about mean)  nearby 1.20 

मानक शवचलन- संॅ्टडडग  डेस्तव्हएशन (S.D.) Standard Deviation: मािक दवचलि हे सवव डेटा मूल्याांवर 

अवलांबूि असण्याचे एक माप आहे. प्रते्यक डेटा मूल्य आदण सरासरीमधील एकूण िरक शोधूि त्याची गणिा 

केली जाते. जर 𝑥  हा डेटाच्या सांचाचा सरासरी असेल तर पररमाण  xi −  𝑥 याला मध्यापासूिचे दवचलि 

म्हणतात. दिलेल्या मूल्याांच्या त्याांच्या अांकगदणतीय मध्यापासूि दवचलिाच्या वगाांच्या अांकगदणत सरासरीचे 

धिात्मक वगवमूळ म्हणूि त्याची व्यािा केली जाते.हे 'σ' या दचन्हािे िशवदवले जाते. 

|𝑑𝑖|=|xi − 𝑥| 

and ∑𝑓𝑖 = 𝑁 

𝑥= mean  =
∑𝑓𝑖𝑥𝑖

𝑁
 

Coefficient of Standard deviation = 
𝑆.𝐷.

𝑀𝑒𝑎𝑛
 =

σ

𝑥
 

शभन्नता Variance: मािक दवचलिाच्या (S.D.) वगावला प्रसरण(Variance) असे म्हणतात आदण ते “σ2” िे 

िशवदवले जाते. दभन्नता हे पररवतविशीलतेचे एक माप आहे जे सवव डेटा वापरते. प्रसरण हा प्रते्यक डेटा मूल्य आदण 

सरासरीमधील वगव िरकाांची प्रमादणत दवचलि सरासरी आहे.  

मािक दवचलि =√दभन्नता   

Standard deviation =√𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑐𝑒 

Variance = (S.D.)² दकां वा σ²  

डेटा सेटचे मािक दवचलि हे दवचरणाचे धिात्मक वगवमूळ आहे. हे डेटाच्या समाि युदिट्समधे्य मोजले जाते, 

ज्यामुळे ते दभन्नतेपेक्षा अदधक सहजपणे स्पष्ट होते. 
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σ² = 
∑𝑓𝑖𝑥𝑖2

𝑁
 -   𝑥̅2 

σ = S.D. = √𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑐𝑒   

Coefficient of Variance दभन्नतेचे गुणाांक= 
𝑆.𝐷.

𝑀𝑒𝑎𝑛
 𝑋 100 = =

σ

𝑥
 X 100 

उदाहरण-1.26: खालील डेटासाठी मािक दवचलिाची गणिा करा 

1,2,3,4,5,6,7,8,9 

उत्तर: 

σ = S.D. = √
∑𝑑𝑖2

𝑁
   where di= xi −  𝑥 

𝑥=
∑𝑥𝑖

𝑁
 

 

Xi |𝒅𝒊|=|𝐱𝐢 −  𝒙| 𝒅𝒊𝟐 

1 4 16 

2 3 9 

3 2 4 

4 1 1 

5 0 0 

6 1 1 

7 2 4 

8 3 9 

9 4 16 

∑𝑥𝑖 = 45 
 ∑𝑑𝑖2 = 60 

𝑥=
∑𝑥𝑖

𝑁
 

𝑥=
45

9
 

𝑥=5 

Now S.D. = √
60

9
    

             = √
20

3
   

 σ = 2.58 

 σ = S.D. =2.58 

उदाहरण-1.27:  खालील डेिासाठी मानक शवचलनाची गणना करा 

साप्तादहक खचव रु. च्या खाली 5 10 15 25 

दवद्यार्थ्ाांची सांिा 6 16 20 46 

उत्तर: 

𝑥= mean  =
∑𝑓𝑖𝑥𝑖

𝑁
 

दिलेल्या डेटावरूि सारणी दमळवा: 

साप्ताशहक खचग रु. 

च्या खाली(xi) 

शवद्यार्थ्ािंची 

संख्या  (fi) 

fi xi |𝒅𝒊|=|𝐱𝐢 −  𝒙| 

𝒙 = 𝟏𝟖. 𝟔𝟒 

𝒅𝒊
𝟐
 𝐟𝐢𝒅𝒊

𝟐
 

05 06 30 13.64 186.05 1116.3 

10 16 160 8.64 74.65 1194.4 
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साप्ताशहक खचग रु. 

च्या खाली(xi) 

शवद्यार्थ्ािंची 

संख्या  (fi) 

fi xi |𝒅𝒊|=|𝐱𝐢 −  𝒙| 

𝒙 = 𝟏𝟖. 𝟔𝟒 

𝒅𝒊
𝟐
 𝐟𝐢𝒅𝒊

𝟐
 

15 20 300 3.64 13.25 265 

25 46 1150 6.36 40.45 1860.7 

 ∑𝑓𝑖 = 𝑁=88 

 

∑𝑓𝑖xi=1640   ∑𝑓𝑖𝑑𝑖2

= 4436.4 

𝑥= mean  =
∑𝑓𝑖𝑥𝑖

𝑁
 = 

1640

88
 =18.64 

σ = S.D. = √
∑𝑓𝑖𝑑𝑖2

𝑁
 

           =√
4436.4

88
    

             =√50.4136   

σ = 7.1 

S.D. =7.1 

उदाहरण-1.28:  खालील डेटासाठी मािक दवचलिाची गणिा करा 

वगग मध्यांतर 0-10 10-20 20-30 30-40 40-50 

फे्रकें व्सी 3 5 8 3 1 

उत्तर: 

σ = S.D. = √
∑𝑑𝑖2

𝑁
   where di= xi −  𝑥 

𝑥=
∑𝑥𝑖

𝑁
 

दिलेल्या डेटावरूि सारणी दमळवा: 

 

वगग 

मध्यांतर 

मीशडयन 

मूल्य (xi) 

फे्रकें व्सी 

(fi) 

fixi |𝒅𝒊|= 

|𝐱𝐢 −  𝒙| 

 

𝒅𝒊
𝟐
 𝐟𝐢𝒅𝒊

𝟐
 

0-10 5 3 15 17 289 867 

10-20 15 5 75 7 49 245 

20-30 25 8 200 3 9 72 

30-40 35 3 105 13 169 507 

40-50 45 1 45 23 529 529 

  N=20 ∑𝑓𝑖xi = 440 
  ∑𝑓𝑖𝑑𝑖2

= 2220 

𝑥= mean  =
∑𝑓𝑖𝑥𝑖

𝑁
 = 

440

20
 =22 

σ = S.D. = √
∑𝑓𝑖𝑑𝑖2

𝑁
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             =√
2220

20
    

             =√111   

σ = 10.54 

S.D. =10.54 

सराव-Practice Questions 

प्रश्न 1. खालील डेटामधूि सरासरी दवचलि आदण सरासरी दवचलिाच्या सह-कायवक्षमतेची गणिा करा:  

Marks of the students: 86, 25, 87, 65, 58, 45, 12, 71, 35. 

प्रश्न 2. खालील डेटासाठी सरासरी दवचलिाची गणिा करा. 

X 12 9 6 18 10 

f 7 3 8 1 2 

प्रश्न 3. खालील डेटासाठी सरासरी दवचलिाची गणिा करा 

वगव मध्याांतर 0-2 2-4 4-6 6-8 

फे्रकें व्सी 4 2 5 3 

प्रश्न 4. खालील डेटासाठी सरासरी, दभन्नता आदण मािक दवचलिाची गणिा करा 

वगव मध्याांतर 0-10 10-20 20-30 30-40 40-50 50-60 

फे्रकें व्सी 27 10 7 5 4 2 

प्रश्न 5. खालील मूल्याांच्या मािक दवचलिाची गणिा करा: 

5, 10, 25, 30, 50 

प्रश्न 6. खालील डेटासाठी सरासरी आदण मािक दवचलि शोधा 

X 60 61 62 63 64 65 66 67 68 

f 2 1 12 29 25 12 10 4 5 

प्रश्न 7. दडझाइिमधे्य काढलेल्या वतुवळाांचे व्यास (दममीमधे्य) खाली दिले आहेत: 

व्यास 33-36 37-40 41-44 45-48 49-52 

वतुवळची सांिा 15 17 21 22 25 

मािक दवचलिाची गणिा करा 

1.8 शतरकसपणा- से्कवणेस (Skewness) 

 शतरकसपणाचे उपाय: मध्यवती प्रवृत्ती आदण िैलाव याांचे समाि माप असलेली िोि दवतरणे समदमतीच्या 

दृष्टीिे दभन्न असू शकतात. हे अपररहायवपणे महत्ाचे आहे कारण ते सांिात्मक दृष्टीिे डेटाचे दृश्यमाि अर्व 

िेते. तसेच या सांिाांमुळे आम्हाला हे सूदचत करण्यात मित होते की दवतरणामधे्य जास्त दफ्रके्वन्सी 

(दिरीक्षणाांशी सांबांदधत) डावीकडे दकां वा अक्षाच्या उजव्या टोकाकडे जमा होतात; हे समदमतीचे एक माप 

आहे ज्याला Skewness म्हणतात. 

 शतरकसपणा (Skewness): दतरकसपणा हे सूदचत करते की दवतरण समदमतीय दकां वा असमदमत आहे 

आदण असमदमत असल्यास, ते दिशासह असमदमतीची व्याप्ती िेखील िशववते. 

 शझरो स्कु्यनेस: उिाहरणार्व, असे दफ्रके्वन्सी दडख्यस्ट्र बु्यशि असते की, सरासरीपासूि समाि अांतरावर 

असलेल्या वे्हररएबल्सची वॅ्हलू्य समाि दफ्रके्वन्सी असतात. या प्रकरणात, दवतरण समदमतीय (शून्य स्क्युिेस) 

असल्याचे म्हटले जाते 
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X(चल) 14 16 18 20 22 24 26 

f(फे्रकें व्सी) 2 5 10 14 10 5 2 

वरील टेबल मधे्य मीि 20 आहे. लक्षात घ्या की x ची मूले्य सरासरीपासूि समिुष्टी आहेत. 

समाि दफ्रके्वन्सी आहेत. उिा. 18 आदण 22, 20 (मध्य) पासूि 2 च्या अांतरावर आहेत आदण अिुक्रमे 10 आदण 

10 च्या समाि फे्रकें व्सी आहेत. 

हे समदमतीय दवतरणाचे सांकेत आहे. 

 
समदमतीय दवतरणाला मीि = मीदडयि= मोड आहे 

उिाहरणार्व रॉडची लाांबी, व्यक्ती ांचे वजि साधारणतः  समदमतीय असते. 

 असमशमत शवतरण (सकारात्मक शवकृती):(Positive Skewness): ज्या प्रकरणाांमधे्य x ची मूले्य जी 

मध्यापासूि समाि अांतरावर असतात त्याांची फे्रकें व्सी असमाि असते, दवतरण असमदमत असल्याचे म्हटले 

जाते. असमदमत दवतरणास सकारात्मक दतरकस म्हटले जाते जर वे्हररएबलच्या वॅ्हलू्यजमधे्य मीिपेक्षा कमी 

असलेल्या वे्हररएबल्सच्या वॅ्हलू्यशी सांबांदधत दफ्रके्वन्सीच्या तुलिेत जास्त दफ्रके्वन्सी असेल. ख्यव्हजु्यअल 

आलेखामधे्य, अशा दवतरणाची उजवी शेपटी लाांब असते आदण शेपटी x अक्षाच्या सकारात्मक टोकाकडे 

(उच्च बाजू) दििेदशत करते म्हणूि त्याला सकारात्मक दतरकस दवतरण म्हणतात. हे अगिी तादकव क आहे 

की अशा दवतरणाचा अर्व > मध्यक> मोड आहे.  खूप कमी लोकाांिा जास्त पगार दमळत असल्यामुळे 

कमवचाऱ्याांच्या पगारात अिेकिा सकारात्मक बिल होतो. x च्या खालच्या मूल्याांशी सांबांदधत उच्च दफ्रके्वन्सी 

x च्या उच्च मूल्याांच्या सांगत दफ्रके्वन्सीिारे ऑिसेट केल्या जात िाहीत. 

सकारात्मक दतरकस दवतरणाचे उिाहरण आदण आलेख: 

X(चल) 14 16 18 20 22 24 26 

f(फे्रकें व्सी) 2 8 17 10 7 4 2 
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 असमशमत (नकारात्मक शतरकसपणा):(Negative Skewness): असमदमत दवतरणाला 

िकारात्मक दतरकस म्हटले जाते जर वे्हररएबल्सच्या वॅ्हलू्यजच्या वे्हररएबल्समधे्य सरासरीपेक्षा कमी 

असलेल्या वे्हररएबल्सशी सांबांदधत दफ्रके्वन्सीच्या तुलिेत जास्त दफ्रके्वन्सी असेल. अशा दवतरणाची डावी 

शेपूट उजव्या शेपटापेक्षा लाांब असते (म्हणूि िकारात्मक दतरकस) कारण शेपूट x अक्षाच्या ऋण 

टोकाकडे दििेदशत करते.  अशा दडख्यस्ट्र बु्यशिमधे्य मोड > मीदडयि> मीि व्यक्ती ांचे आयुष्य अिेकिा 

िकारात्मकररत्या दतरपे असते कारण x च्या उच्च मूल्याांशी सांबांदधत दफ्रके्वन्सी x च्या कमी मूल्याांशी 

सांबांदधत दफ्रके्वन्सीच्या तुलिेत जास्त असते. 

 
 शतरकसपणाचे पररपूणग उपाय (Absolute Measures of Skewness): 

खाली दतरपेपणाचे पररपूणव उपाय आहेत: 

1. Skewness (Sk) = mean– median 

2. Skewness (Sk) = mean – mode 

3. Skewness (Sk) = (Q3 - Q2) - (Q2 - Q1) 

मादलकेशी तुलिा करण्यासाठी, आम्ही या दिरपेक्ष मोजमापची गणिा करत िाही सापेक्ष मापाांची गणिा करा 

ज्याला स्क्युिेसचे गुणाांक(coefficient of skewness) म्हणतात. स्क्युिेसचे गुणाांक हे एककाांपासूि स्वतांि 

असलेल्या शुद्धमोजमाप सांिा आहेत 

 शतरकसपणाचे सापेक्ष उपाय (Relative measure of Skewness): िोि दकां वा अदधकच्या दवकृती 

िरम्याि वैध तुलिा करण्यासाठी दवतरण आम्हाला दभन्नतेचा दवतरण प्रभाव िूर करावा लागेल. अशादिरपेक्ष 

दवकृती मािकािुसार दवभादजत करूि दिमूवलि केले जाऊ शकते.दवचलि सापेक्ष मोजण्यासाठी खालील 

महत्त्वाच्या पद्धती आहेत. 

1. बीिा β आशण गॅमा ƴ  स्कु्यनेसचे गुणांक (β & ƴ Coefficient of Skewness) 

Karl Pearson’s आदण skewness च्या गुणाांकाांची व्यािा 

िुसऱ्या आदण दतसऱ्या मध्यवती क्षणाांवर आधाररत खाली केली आहे: 

β1= 
𝜇3

2

𝜇2
3 

हे दतरपेपणाचे मोजमाप म्हणूि वापरले जाते. β1 समदमतीय दवतरणासाठी शून्य असेल.  β1 दतरकसपणाचे उपाय 

असल्यामुळे दतरपेपणाची दिशा, म्हणजे सकारात्मक दकां वा िकारात्मक बद्दल साांगत िाही. कारण μ3 सरासरी 

पासूि दवचलिाच्या घिाांची बेरीज असल्यािे सकारात्मक दकां वा ऋण असू शकते पण 𝜇2
3
िेहमी सकारात्मक 

असतो. तसेच, μ2 हा िरक िेहमीच सकारात्मक असतो. म्हणूि,β1 िेहमी सकारात्मक असेल. हा िोष िूर केला 

जातो जर आपण 

कालव दपयसविच्या गामा ƴ1 गुणाांकाची गणिा करतो जे β1 चे वगवमूळ आहे 

ƴ1 =  ± √𝛽1 

मग दवकृतीचे दचन्ह μ3 च्या मूल्यावर अवलांबूि असेल की  ते सकारात्मक दकां वा िकारात्मक आहे. ƴ1 चे मोजमाप 

म्हणूि वापरणे उदचत आहे. 

शतरकसपणा 

कालव दपयसविचा स्क्युिेस गुणाांक (स्क्युिेसचे दपअसोदियि गुणाांक) 
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मध्य आदण मोडमधील दचन्हासह अांतर (+ दकां वा - िारे िशवदवलेले) हे दतरपेपणाचे सूचक मािले जाऊ शकते. 

तर्ादप अशा मापािे म्हणजे मीि – मोड, दभन्न दिसगावच्या दवतरणाांची तुलिा करणे शय िाही. 

उदाहरणाथग: आपण िवीि जन्मलेल्या मािवी बाळाांचे वजि आदण िवीि जन्मलेल्या दसांहाच्या दपल्ाांच्या 

वजिाची तुलिा करू शकत िाही. या िोि दभन्न गोष्टी आहेत आदण त्यामुळे त्याांची तुलिा होऊ शकत िाही. 

 अशा पररख्यस्क्र्तीत तुलिा करणे शय करण्यासाठी, आम्ही सरासरी आदण मोडमधील िरक मािक दवचलिािे 

दवभादजत करतो. कालव दपयसवििे ही पद्धत सुचवली आदण म्हणूि त्याला दपअसोदियि गुणाांक skewness म्हणूि 

ओळखले जाते. 

Skp = 
𝑀𝑒𝑎𝑛− 𝑀𝑜𝑑𝑒

𝑆.𝐷.
 

Mode = (3Median-2 Mean)  येरे्, −3 ≤ 𝑆𝑘 ≤ 3 व्यवहारात ते क्वदचतच दमळते. 

शपअसोशनयन गुणांकाची वैशशष्ट्ये: Skp डेटा मूल्याांच्या युदिट्सपासूि मुक्त आहे आदण मूल्याांच्या 

आकारापासूि िेखील मुक्त आहे. म्हणूि, दभन्न आकाराच्या दवदवध दवतरणाांमधे्य तुलिा करणे शय आहे. 

 समदमतीय दवतरणासाठी, Skp = 0  

 सकारात्मक दतरकस दवतरणासाठी Skp>0  

 िकारात्मक दतरकस दवतरणासाठी Skp < 0  

 बहुतेक Skp मूले्य -1 आदण 1 िरम्याि असतात; सवव Skp मूल्य -3 आदण 3 च्या िरम्याि आहेत. 

मोड अदिदित असल्यास आम्ही खालील वापरू शकतो: 

मीि − मोड = 3(मीि- मीदडयि); 

Skpम्हणूि पररभादषत केले जाऊ शकते    SKp = 3 (
𝑀𝑒𝑎𝑛− 𝑀𝑜𝑑𝑒

𝑆.𝐷.
) 

सोडवलेली उदाहरणे (Solved Problems) 

उदाहरण-1.29: शवतरणासाठी खालील डेिा आहे कंपन्ांचा नफा (लाख रुपयांत) Skp. शोिा. 

ििा 10-20 20-30 30-40 40-50 50-60 

िमवचे क्र 12 18 25 10 7 

(दिलेले = 11.7554) 

उत्तर: 30-40 िे िशवदवलेला वगव हा मोडल क्लास आहे कारण त्याची कमाल फे्रकें व्सी आहे 

fm ही मोडल वगव = 25 ची फे्रकें व्सी आहे 

f1 ही प्री-मॉडल वगावची फे्रकें व्सी आहे = 18 

f2 ही पोस्ट् मोडल वगावची फे्रकें व्सी आहे = 10 

h = वगव-रुां िी = 10 

L = मोडल वगव दिम्न मयाविा = 30 

Mode     = 𝐿 + 
𝑓𝑚−𝑓1

2𝑓𝑚−𝑓1−𝑓2
× ℎ 

             = 30 + 
25−18

2(25)−18−10
× 10   = 30 + 

70

22
  = 33.18 

 

वगग फ्री-प्रमाण फे्रकें व्सी ui=(xi-35)/10 fiui Fiui2 

10-20 12 15 -2 -24 48 

20-30 18 25 -1 -18 18 

30-40 25 35 0 0 0 

40-50 10 45 1 10 10 

50-60 7 55 2 14 28 

 M=72   -18 104 
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𝑢̅ =
∑𝑓𝑖𝑢𝑖

𝑁
=

−18

72
= −0.25 

𝑥̅ = 35 + 10𝑢̅ = 35 − 2.5 = 32.5 

𝜎2 =
∑𝑓𝑖𝑢𝑖

2

𝑁
− (𝑢̅)2 =

104

72
− (−0.25)2 

= 1.4444 − 0.0625 =  1.3819 

𝜎𝑥
2 = (102)𝜎𝑢

2 = (100)(1.3819) = 138.19 

𝜎𝑥 = √138.19 = 11.7554 

𝑆𝑘𝑝 =
𝑀𝑒𝑎𝑛 − 𝑀𝑜𝑑𝑒

𝑆. 𝐷.
 

=
32.5 − 33.18

11.7554
 

=
−0.68

11.7554
 

= −0.0578 ; 𝑆𝑘𝑝 < 0 

िकारात्मक दवकृती सूदचत करते 

बाउलीचे स्कु्यनेसचे गुणांक: प्रो. बाउली याांिी दवकृतीचे हे सापेक्ष उपाय दवकदसत केले. ज्यासाठी सूि दिले 

आहे: 

Skb = 
( 𝑄3 − 𝑄2) −( 𝑄2 − 𝑄1) 

( 𝑄3 − 𝑄1)
           

Skb = 
( 𝑄3 − 2𝑄2 + 𝑄1) 

( 𝑄3 − 𝑄1)
 

 याचा आणखी उलगडा करूया; समदमतीय दवतरणासाठी, Skb हे 0 असे मािेल ते Q1, Q2 आदण Q3 समाि 

अांतरावर आहेत (कारण Q3-Q2=Q2-Q1 या प्रकरणात).  सकारात्मक दतरकस दवतरणासाठी Q1, Q3 च्या 

तुलिेत Q2 च्या जवळ आहे कारण मूले्य दवतरणाच्या खालच्या भागाकडे (डावीकडे) जमा होतात.  म्हणूि ते 

त्याचे अिुसरण करते (Q3-Q2)>(Q2-Q1). हे सूदचत करते की अांश सकारात्मक आहे आदण भाजक मूळतः  

सकारात्मक आहे, SKb सकारात्मक आहे. याउलट, ऋणात्मक दतरकस दवतरणासाठी, Q3, Q1 पेक्षा Q2 च्या 

जवळ आहे, म्हणूि Q3-Q2< Q2-Q1, म्हणूि Skb चे मूल्य ऋण आहे (कारण अांश ऋणात्मक मूल्य गृहीत धरतो). 

Q1, Q2 आदण Q3 ची सापेक्ष ख्यस्क्र्ती सकारात्मक आदण िकारात्मक दतरकस दवतरणासाठी खालील आकृतीमधे्य 

िशवदवल्याप्रमाणे आहे: 

सकारात्मक दतरकस (Positive skewness)                      िकारात्मक दतरकस (Negative skewness) 

  (Q3-Q2) > (Q2-Q1)                                                                ((Q3-Q2)< (Q2-Q1) 
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शिप्पणी (Remarks): 

1. Skb >0 हे सकारात्मक दतरकस दवतरणाचे सूचक(Positively skewed distribution)  आहे. 

त्याचप्रमाणे, Skb < 0 हे िकारात्मक दतरकस दवतरणाचे सूचक (Negatively skewed distribution) 

आहे. Skb =0 सूदचत समदमतीय (symmetric) दवतरण. 

2. Skb -1 आदण 1 च्या िरम्याि आहे. 

3. Skb ची गणिा अगिी टोकावरील खुल्या वगाांसह दवतरणासाठी िेखील केली जाऊ शकते. कारण हे खुले 

वगव Skb आधाररत असलेल्या चतुर्ाांशाांवर पररणाम करत िाहीत. हे स्पष्ट करण्यासाठी पुढील उिाहरण 

पाहू. 

सोडवलेली उदाहरणे (solved Problems) 

उदाहरण-1.30: जर Q1 = 80, Q2 = 100, Q3 = 120, बाउलीचे दतरपेपणाचे गुणाांक शोधा. 

उत्तर: 

Skb =
𝑄3+𝑄1−2𝑄2

𝑄3−𝑄1
 

Skb =
120+80−2(100)

120−80
 

 

 Skb =
200−(200)

40
 = 

0

40
 = 0 

Bowley’s coefficient skewness गुणाांक 0 आहे, म्हणूि डेटा समदमत आहे. 

उदाहरण-1.31:  कामगारांच्या साप्ताशहक वेतनाच्या खालील शवतरणासाठी बाउलीचे स्कु्यनेसच्या 

 गुणांकाची गणना करा. 

मजुरी खाली 300 च्या खाली 300-400 400-500 500-600 600-700 700 च्या वर 

कामगार ची सांिा 5 8 18 35 27 7 

उत्तर: 

वगग फे्रकें व्सी प्रकारापेक्षा कमी वगग फे्रकें व्सी संचयी फे्रकें व्सी (less than 

cumulative frequency) 

300 च्या खाली 5 5 

300-400 8 13 

400-500 18 31 

500-600 35 66 

600-700 27 93 

700 च्या वर 7 100 

एकूण N=100  

Q1 = चे मूल्य 
𝑁

4
 th दिरीक्षण 

= २५ व्या दिरीक्षणाचे मूल्य. 

25 वे वगावचे दिरीक्षण 400-500 आहे- 

त्याची फे्रकें व्सी (f) 18 च्या बरोबरीची आहे आदण मागील वगावची सांचयी फे्रकें व्सी 13 च्या बरोबरीची आहे. 

Q1 = L   + 
ℎ (

𝑁

4
−𝑐.𝑓.)

𝑓
 

Q1 = 400   + 
100 (

100

4
−13)

18
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Q1 = 466.67 

Q2 = चे मूल्य 
𝑁

2
 th दिरीक्षण 

= 50 दिरीक्षणाचे मूल्य. 

50 वे वगावचे दिरीक्षण वगव 500 – 600 

f=35 आदण C.F. = 31 आहे 

Q2 = L   + 
ℎ (

𝑁

2
−𝑐.𝑓.)

𝑓
 

Q2 = 500   + 
100 (

100

2
−31)

35
 

Q2 = 554.28 

Q3 = चे मूल्य
   3𝑁

4
 th दिरीक्षण  

75 व्या वगावचे दिरीक्षण वगव 600 – 700 

f = 27, C.F.= 66 चे आहे. 

Q3 = L   + 
ℎ (

3𝑁

4
−𝑐.𝑓.)

𝑓
 

Q3 =600   + 
100 (

3(100)

4
−66)

27
 

Q3 =600   + 
100 (75−66)

27
 

Q3 =663.33 

Bowley ‘s coefficient of skewness दिलेला आहे 

Skb =
𝑄3+𝑄1−2𝑄2

𝑄3−𝑄1
 

Skb =
633.33+466.67−2(554.28)

633.33−466.67
 

 

Skb = 
1100−1108.56

166.66
 = −0.05 

उदाहरण-1.32:  दतरकस दवतरणासाठी मीि = 100, मीदडयि= 98.5 आदण SD = 9., दवतरणाचा मोड आदण 

दपअरसोदियि गुणाांक (Skp) शोधा. 

मीि – मोड = 3 (मीि - मीदडयि) 

100-मोड = 3(100-98.5) 

मोड = 100 - 4.5  = 95.5 

𝑆𝑘𝑝 =
(𝑀𝑒𝑎𝑛 − 𝑀𝑜𝑑𝑒)

𝑆. 𝐷.
 

                                                              =
100−95.5

9
 

                                                              =
4.5

9
 

                                                              = 0.5 

 

Skp>0, दवतरण सकारात्मक दतरकस  (Positvely skewed )आहे. 

 

उदाहरण-1.33:  मोड 7 िे सरासरीपेक्षा मोठा आहे आदण दभन्नता 100 आहे. स्क्युिेसच्या गुणाांकाची गणिा 

करा. डेटा सकारात्मक दकां वा िकारात्मक आहे का? 
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उत्तर: 

मोड − मीि = 7 

मध्य – मोड = −7 

दभन्नता = 100 ---- दिल्याप्रमाणे. 

एस.डी. = 10 

𝑆𝑘𝑝 =
(𝑀𝑒𝑎𝑛 − 𝑀𝑜𝑑𝑒)

𝑆. 𝐷.
 

                                                              =
−7

10
 

                                                                                   

                                                              = −0.7 

Skp < 0, दवतरण ऋणात्मक दतरकस (Negatively skewed) आहे. 

 

उदाहरण-1.34: जर अांकगदणताचा मीि = 214, मोड = 218, दभन्नता = 196, कालव दपयसविचे दवकृतीचे गुणाांक 

आदण दवतरणाचे स्वरूप शोधा. 

उत्तर: 

𝑆𝑘𝑝 =
(𝑀𝑒𝑎𝑛 − 𝑀𝑜𝑑𝑒)

𝑆. 𝐷.
 

                                                               =
214−218

√196
 

                                                               =
−4

14
 

                                                               = 0.2857 < 0 

 

∴ दवतरण ऋणात्मक दतरकस (Negatively skewed) आहे. 

 

उदाहरण-1.35: फे्रकें व्सी दवतरणासाठी, कमी चतुर्वक lower quartile35 आदण मध्यक( median )40 आहे. 

दवतरण समदमत असल्यास, वरचा चतुर्वक (upper quartile) शोधा. 

 

 

उत्तर: 

कमी चतुर्वक (lower quartile) = Q1 = 35  

मीदडयि(median)= 40 = Q2 

Skb= 0 ---------- दवतरण समदमत आहे. 

Skb =
𝑄3+𝑄1−2𝑄2

𝑄3−𝑄1
 

0  = 
𝑄3+𝑄1−2𝑄2

𝑄3−𝑄1
 

0   = 𝑄3 + 𝑄1−2𝑄2      

𝑄3 = 2𝑄2 − 𝑄1 

     = 2(40)-35 

     =80-35 

      =45 

वरचा चतुर्ाांश (upper quartile) (Q3) = 45. 
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उदाहरण-1.36: जर Q1= 15,  Q2= 21,  Q3= 29 िांतर Bowley च्या skewnes च्या गुणाांकाची गणिा करा 

उत्तर: 

Skb =
𝑄3+𝑄1−2𝑄2

𝑄3−𝑄1
 

Skb = 
29+15−2(21)

29−15
 

Skb = 
2

14
 

Skb = 0.143 

      = 0.143 > 0, म्हणूि दवतरण धिात्मक दतरकस (Positively skewed) आहे. 

उदाहरण-1.37: दवतरणासाठी कालव दपयसविचे स्क्युिेस गुणाांक 0.64 आहे,मािक दवचलि 13 आहे आदण 

सरासरी आहे 59.2 मोड आदण मध्य शोधा. 

उत्तर: आम्ही दिले आहे Sk = 0.64, σ = 13 आदण mean = 59.2 

म्हणूि सूिे वापरूि 

Skp = 
𝑀𝑒𝑎𝑛− 𝑀𝑜𝑑𝑒

𝑆.𝐷.
 

0.64 = 
59.2−𝑀𝑜𝑑𝑒

13
 

Mode = 59.20 – 8.32 = 50.88 

Mode = 3 Median – 2 Mean 

50.88 = 3 Median – 2 (59.2) 

Median = 
50.88 +118.4

3
 = 

169.28

3
 = 56.42 

सराव उदाहरणे 

1. दवतरणासाठी, सरासरी = 100 मोड = 127 आदण SD = 60. स्क्युिेस Skp चे पीअरसि गुणाांक शोधा 

2. दवतरणाचा मध्य आदण दभन्नता अिुक्रमे 60 आदण 100 आहे. Skp असल्यास दवतरणाचा मोड आदण 

मीदडयिशोधा Skp= −0.3 

3. डेटा सेटसाठी, वरच्या आदण खालच्या चतुर्वकाांची बेरीज 100 आहे, वरच्या आदण खालच्या चतुर्वकाांमधील 

िरक 40 आहे आदण मीदडयि30 आहे. स्क्यूिेसचे गुणाांक शोधा 

4. 55 च्या बरोबरीच्या वरच्या चतुर्वक आदण 42 च्या मीदडयिअसलेल्या डेटा सेटसाठी. दवतरण समदमत 

असल्यास, खालच्या चतुर्वकचे मूल्य शोधा 

5. सूिािारे स्क्युिेसचे गुणाांक दमळवा आदण दवतरणाच्या स्वरूपावर दटप्पणी करा. 

इांच मधे्य उांची मदहलाांची सांिा 

60 पेक्षा कमी 10 

60-64 20 

64-68 40 

68-72 10 

72-76 2 

6. खालील दिरीक्षणाांच्या सांचासाठी Skp शोधा. 

7. 17,17,21,14, 15, 20, 19, 16, 13, 17, 18 

8. तेरा (13) प्लॉट्समधूि दकलोमधे्य गव्हाच्या उत्पाििाच्या खालील दिरीक्षणासाठी Skb ची गणिा करा: 

9. 5.24.6,3.5,4.8,5.5,4.7,3.6,3.5,4.2,3.5,3.6 
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10. फे्रकें व्सी दवतरणासाठी Q3 − Q2= 90 आदण Q2 − Q1=120 Skb शोधा. 

11. कालव दपयसविचे स्क्युिेसचे गुणाांक 1.28 आहे, त्याची सरासरी 164 आदण मोड 100 आहे ,SD शोधा. 

1.9 मीन आशण मोडच्या दृष्ट्ीने स्कु्यनेसचे प्रकार (Types of Skewness in terms of Mean and 

Mode) 

1. सकारात्मक शतरकसपणा- पॉशसिीव्ह  से्कवणेस (Positive Skewness): 

जर दिलेले दवतरण डावीकडे हलवले आदण त्याची शेपटी उजवीकडे असेल, तर ते सकारात्मक दतरकस दवतरण 

आहे. त्याला उजवे-दतरकस दवतरण िेखील म्हणतात. शेपटीला िुसऱ्या बाजूच्या डेटा दबांिूां पेक्षा वेगळ्ा पद्धतीिे 

वक्र दिमुळता होणे म्हणूि सांबोधले जाते. 

िावाप्रमाणेच, एक सकारात्मक दतरकस दवतरण शून्यापेक्षा जास्त दतरकस मूल्य गृहीत धरते. दिलेल्या दवतरणाचा 

दतरकसपणा उजवीकडे असल्यािे, सरासरी मूल्य मध्यापेक्षा मोठे आहे आदण उजवीकडे हलते आदण मोड 

दवतरणाच्या सवोच्च वारांवारतेवर येतो. 

2. नकारात्मक शतरकसपणा- नेगेशिव्ह  से्कवणेस (Negative Skewness):  

दिलेले दवतरण उजवीकडे आदण त्याची शेपटी डाव्या बाजूला हलवल्यास, ते ऋणात्मक दतरकस दवतरण आहे. 

त्याला डावे-दतरकस दवतरण िेखील म्हणतात. ऋण दतरकस िशवदवणाऱ्या कोणत्याही दवतरणाचे दतरकस मूल्य 

िेहमी शून्यापेक्षा कमी असते. दिलेल्या दवतरणाचा दतरकसपणा डावीकडे आहे; म्हणूि, सरासरी मूल्य मध्यापेक्षा 

कमी आहे आदण डावीकडे हलते आदण मोड दवतरणाच्या सवोच्च वारांवारतेवर होतो. 

3. स्कु्यनेस मोजणे (Measuring Skewness): अिेक पद्धती वापरूि स्क्युिेस मोजता येतो; तर्ादप, दपअसवि 

मोड स्क्युिेस आदण पीअरसि मेदडयि स्क्युिेस या िोि वारांवार वापरल्या जाणाऱ्या पद्धती आहेत. जेव्हा िमुिा 

डेटािारे मजबूत मोड प्रिदशवत केला जातो तेव्हा दपअरसि मोड स्क्युिेस वापरला जातो. डेटामधे्य एकादधक 

मोड दकां वा कमकुवत मोड समादवष्ट असल्यास, Pearson's Median skewness वापरले जाते. 

दपअसवि मोड स्क्युिेसचे सूि: 

स्क्युिेस (Skewness) = 
𝑥−𝑀0

𝑠
 

येरे्  

 𝑥= मध्य  

 Md = मोड 

 s = मािक दवचलि 

दपअरसि मोड स्क्युिेसचे सूि: 

Skewness=
3𝑥−𝑀𝑑

𝑠
 

1.10 कुतोशससची संकल्पना ( Conept Of Kurtosis): आपल्याला कें द्रीय प्रवृत्ती, िैलाव आदण skewness 

मादहत असल्यास, तरीही आपण दवतरणाची सांपूणव कल्पिा दमळवू शकत िाही. यामधे्य उपायाांव्यदतररक्त, 

आम्हाला प्राप्त करण्यासाठी आणखी एक उपाय मादहत असणे आवश्यक आहे. कुतोदससची सांकलपिेची मित 

घेऊि दवतरणाच्या आकाराबद्दल सांपूणव कल्पिा ज्याचा अभ्यास केला जाऊ शकतो. कटोदसस दवतरणाच्या 

सपाटपणाचे मोजमाप िेते. दवतरणाच्या कटोदससची दडग्री सामान्यच्या तुलिेत मोजली जाते. वक्र सामान्य वक्र 

पेक्षा जास्त दशखर असलेल्या वक्राांिा "लेप्टोकदटवक" “Leptokurtic”.म्हणतात. 

जे वक्र सामान्य वक्राांपेक्षा अदधक सपाट असतात"पॅ्लदटकुदटवक"“Platykurtic” म्हणतात.  

सामान्य वक्रला "मेसोकदटवक" “Mesokurtic” म्हणतात.  
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किोशससचे उपाय( Measure of Kurtosis) 

1. कालग शपयसगनचे किोशससचे उपाय (Karl Pearson’s Measures of Kurtosis) 

कटोदससची गणिा करण्यासाठी, वे्हररएबलचे िुसरे आदण चौरे् मध्यवती क्षण वापरले जातात. यासाठी कालव 

दपयसवििे दिलेले खालील सूि वापरले आहे. 

β1= 
𝜇3

2

𝜇2
3 

β2 = 
𝜇4

𝜇2
2 

Ƴ2 = β2- 3 

येरे्,  

 μ2 = Second order central moment of distribution  

 μ4 = Fourth order central moment of distribution 

1. If β2 = 3 or Ƴ2 = 0, then curve is said to be mesokurtic 

2. If β2 < 3 or Ƴ2< 0, then curve is said to be platykurtic 

3. If β2 > 3 or Ƴ2 > 0, then curve is said to be leptokurtic 

उदाहरण 1.38: दवतरणाच्या सरासरीबद्दल पदहले चार क्षण 0, 2.5, 0.7 आहेत.आदण 18.75. स्क्युिेस आदण 

कटोदससचे गुणाांक शोधा. 

उत्तर: आमच्याकडे μ1 = 0, μ2 = 2.5, μ3 = 0.7 आदण μ4 = 18.75 आहेत. 

पररमाणवाचक डेटाचे दवशे्लषण 

Skewness β1= 
𝜇3

2

𝜇2
3 = 

(0.7)2

(2.5)3
 = 0.031 

Kurtosis   β2 = 
𝜇4

𝜇2
2 = 

18.75

(2.5)2
 = 3 

 β2 = 3 curve is said to be mesokurtic 

 

 

संदभग (References): 
1. https://www.coursera.org/learn/stanford-statistics 

2. https://www.mathworks.com/ 

3. https://brilliant.org/ 

4. https://onlinecourses.nptel.ac.in/noc24_ma30/preview 
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युशनि - 2 

सॅ्टशिस्तस्टकल मेथोड्स 

(Statistical Methods) 

अभ्यासक्रम शनष्पत्ती (Course Outcome): 

CO2: आर-प्रोग्रादमांग वापरूि साांख्यिकी पद्धती लागू करा 

घिक शनष्पत्ती (Theory Learning Outcome): 

1. दकमाि चौरस पद्धत वापरूि सरळ रेषा आदण दितीय अांश बहुपिी दिट करा 

2. कालव-पीअसवन्स आदण स्पीयरमॅिच्या रँक पद्धती वापरूि सहसांबांधाच्या सह-कायवक्षमतेची गणिा करा 

3. दिलेल्या डेटासाठी ररगे्रशि रेषेचे समीकरण दमळवा. 

2.1 सवागत कमी चौरसांची पद्धत- मेथोड  ऑफ  लीस्ट Square (Method of Least Square): कमीत कमी 

चौरस पद्धत म्हणजे वक्रातूि दबांिूांच्या ऑिसेट (अवदशष्ट भाग) च्या वगाांची बेरीज कमी करूि डेटा दबांिूांच्या 

सांचासाठी सवोतृ्कष्ट-दिदटांग वक्र दकां वा सवोत्तम दिटची रेषा शोधण्याची प्रदक्रया आहे. ॲदडर ि-मायरे लॅजेंडर े  

आदण कालव फे्रडररक याांिी गॉस एकमेकाांपासूि स्वतांिपणे कमीत कमी चौरसाांची पद्धत दवकदसत केली. चला 

दकमाि चौरसाांची मध्यवती तत्त्वामागील कल्पिा समजूि घेऊया. 

समजा मूले्य (x1 , y1 ), (x2, y2), …, (xn, yn) डेटामधे्य n जोड्याांचा समावेश आहे आदण समजा की दिलेल्या 

डेटाशी उत्तम बसणारी ओळ आहे खालीलप्रमाणे दलदहले आहे.  

Ŷ = a + b X (येरे्, Ŷ आहे Y कॅप म्हणूि वादचचे.) या समीकरणाला अांिाज समीकरण म्हणतात  

अांिाज समीकरण ख्यस्क्र्राांकाांची मूले्य a आदण b वापरत आहे, अांिादजत मूल्य Y चे Ŷi =a + bXi िारे दिलेले 

आहेत  , जेरे् xi  आहे स्वतांि वे्हररएबलचे मूल्य आदण Yi  आहे Y चे सांबांदधत अांिादजत मूल्य आहेत.  

लक्षात ठेवा स्वतांि वे्हररएबलचे दिरीक्षण केलेले मूल्य yi हे अांिादजत मूल्यापेक्षा वेगळे आहे. 

दिरीक्षण मूल्यवाि (yi ) आदण अांिाज  मूले्य Y  पूणवपणे जुळत िाही कारण दिरीक्षणे सरळ रेषेवर पडत िाहीत. 

दिरीक्षण मूले्य आदण अांिादजत मूल्य मधे्य असलेल्या  िरकास  िुटी दकां वा अवशेष म्हणतात. 

दिलेले मूल्य y1 − (a + bx1 ), y2 − (a + bx2 ), ......, yn - (a + bxn) हे सांबांदधत अांिादजत मूल्याांमधूि Y चे 

दिरीक्षण केलेल्या मूल्याांचे दवचलि आहे म्हणूि त्याांिा िुटी दकां वा अवशेष म्हणतात. आपण दलदहतो  

ei= yi − Y1 = yi - (a + bxi), i = 1, 2, ...., n. 

भौदमदतकदृष्ट्या, अवदशष्ट ei, जे yi − (a + bxi ), अिुलांब सूदचत करते. दिरीक्षण मूल्य  (yi ) आदण अांिाज मूल्य 

(Yi ) िरम्यािचे अांतर (जे सकारात्मक दकां वा िकारात्मक असू शकते) दकमाि वगावच्या पद्धतीचे  खालील तत्त्व 

प्रमाणे साांदगतले जाऊ शकते. सवोतृ्कष्ट व्यािा अशी आहे की अवशेषाांच्या वगाांची बेरीज, म्हणजेच अांिादजत 

y-मूल्याांचे दिरीक्षण केलेल्या y-मूल्याांमधूि दवचलिाांच्या वगाांची बेरीज आहे. िुसऱ्या शब्दाांत, The line of best 

fit दिधावररत करण्यासाठी ख्यस्क्र्र a आदण b प्राप्त केली जाते जेणेकरूि दकमाि आहे. 

∑𝑒𝑖
2 = ∑(𝑦𝑖 − 𝑦𝑖̂)

2 = ∑[𝑦𝑖 − (𝑎 + 𝑏𝑥𝑖)]
2

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

 

 हे वापरूि प्राप्त केलेली सरळ रेषा तत्त्वाला सवावत कमी ररगे्रशि रेषा म्हणतात.  लाक्षदणकररत्या, आपण दलदहतो 

𝑆2 = ∑(𝑦𝑖 − 𝑦𝑖̂)
2

𝑛

𝑖=1

 

चौरस िुटी ांची बेरीज म्हणूि हे िेखील असू शकते म्हणूि दलदहले 

𝑆2 = ∑[𝑦𝑖 − (𝑎 + 𝑏𝑥𝑖)]
2

𝑛

𝑖=1
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S2 दकमाि असण्यासाठी आपल्याला a आदण b ख्यस्क्र्राांक ठरवायचे आहेत. लक्षा त घ्या की S2 हे a आदण b 

िोन्हीचे एक सतत आदण दभन्न कायव आहे.  

आपण  S2 मधे्य a च्या सांिभावत  (ब हे ख्यस्क्र्र आहे गृहीत धरा ) आदण b च्या सांिभावत (अ ख्यस्क्र्र गृहीत धरूि 

)िरक करा. त्यािांतर आपण S2 शून्यावर कमी करण्यासाठी या िोन्ही वु्यत्पन्नाांची समािता करतो . 

पररणामी,आपल्याला खालील िोि रेषीय समीकरणे िोि अज्ञात a आदण b मधे्य दमळतात . 

∑ 𝑦𝑖 = 𝑛𝑎 + 𝑏

𝑛

1=1

∑𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

∑𝑥𝑖𝑦𝑖 = 𝑎 ∑𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

+ 𝑏

𝑛

1=1

∑𝑥𝑖
2

𝑛

𝑖=1

 

जेव्हा आपण S2 िारे ही िोि रेखीय समीकरणे सोडवतो, तेंव्हा a आदण b ची मूले्य खालील प्रमाणे  दिली 

जातात. 

𝑎 = 𝑦̅ − 𝑏𝑥̅ , 𝑏 =
𝑐𝑜𝑣(𝑋, 𝑌)

𝜎𝑥
2

 

Where  

 𝑐𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) =
1

𝑛
 ∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖 − 𝑥̅𝑦̅𝑛

𝑖=1  

 𝜎𝑥
2 =

1

𝑛
 ∑ 𝑥𝑖

2 − 𝑥̅2𝑛
𝑖=1  

प्राप्त केलेल्या a आदण b ची मूले्य ररगे्रशि समीकरणात वर िशवदवल्याप्रमाणे 

Y = a + bX घालावीत तर आपणाांस पुढील समीकरण दमळते. 

𝑦 − 𝑦̅ = 𝑏(𝑋 − 𝑥̅) 
सवावत कमी चौरसाांचे तत्त्व (Principle of least square): ग्रादिकल पद्धतीचा िोष आहे की काढलेली सरळ 

रेषा अिन्य असू शकत िाही परां तु कमीत कमी चौरसाांचे तत्त्व ख्यस्क्र्राांकाांिा मूल्याांचा एक अदितीय सांच प्रिाि 

करते आदण म्हणूि दिलेल्या डेटासाठी सवोत्तम दिट असलेली वक्र सुचवते. कमीत कमी चौरसाची पद्धत ही 

दिलेल्या डेटा पॉइांट्सिारे अदितीय वक्र बसवण्याची सवावत पद्धतशीर प्रदक्रया आहे. 

आपण काही सवोत्तम दिदटांग वक्राांचा दवचार करू:  

1. एक सरळ रेषा (A straight line)  

2. िुसरा अांश वक्र( A second degree curve)  

3. घाताांक वक्र (The exponential curve) y = aebx. 

4. वक्र y = a xn 

उदाहरण 2.1: कमीत कमी वगाांच्या पद्धतीिुसार खाली दिलेल्या डेटाची सरळ रेषा शोधा:  

X 5 10 15 20 25 

Y 16 19 23 26 30 

उत्तर: 

सरळ रेषा y=ax+b आहे असे मािू 

सामान्य समीकरणे आहेत 
∑𝑥+5b = ∑𝑦    

 𝑎 ∑𝑥2 + 𝑏 ∑𝑥 = ∑𝑥 𝑦 

∑𝑥 , ∑𝑦 ∑𝑥y, ∑ 𝑥2 मोजणे 
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 x y x2 xy 

 5 16 25 80 

 10 19 100 190 

 15 23 225 345 

 20 26 400 520 

 25 30 625 750 

Total 75 114 1375 1885 

सामान्य समीकरणे आहेत 

75a+5b=114 .....(eq.l)  

1375a+75b=1885 ..... (eq.2) 

b काढूि टाकण्यासाठी, (1) 15 िे गुणा 

1125a+75b=1710 …..(eq.3) 

eq.2) - (eq.3) िेते, 250 a=175 or a=0.7, hence b= 12.3 

म्हणूि, सवोत्तम दिदटांग लाइि आहे y=0.7x+12.3 

 

 उदाहरण 2.2: खाली दिलेल्या डेटाला सरळ रेषा बसवा. तसेच y चे मूल्य x=2.5 वर काढा 

X 0 1 2 3 4 

Y 1 1.8 3.3 4.5 6.3 

उत्तर:  

सरळ रेषा y=ax+b आहे असे मािू 

सामान्य समीकरणे आहेत 

   ∑𝑥+5b = ∑𝑦    

   𝑎 ∑𝑥2 + 𝑏 ∑𝑥 = ∑𝑥 𝑦 

∑𝑥 , ∑𝑦 ∑𝑥y, ∑ 𝑥2 मोजणे 

 x y x2 xy 

 0 1 0 0 

 1 1.8 1 1.8 

 2 3.3 4 6.6 

 3 4.5 9 13.5 

 4 6.3 16 25.5 

Total 10 16.9 30 47.1 

(eq.2) आदण (eq.3) मधे्य बिलूि, आपल्याला दमळते, 

10a+5b=16.9.....(eq.l)  

30a+10b=47.1 .....(eq.2)  

b काढूि टाकण्यासाठी, (1)  2िे गुणा 

सोडवुि eq.(2)-eq.(l), आपणास दमळते,a=l .33, b= 0.72  

त्यामुळे समीकरण आहे y =1.33x+0.72 

y (at x=2.5) =1.33 (2.5) +0.72 = 4.045 
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उदाहरण 2.3: योग्य पररवतवि करूि, सांबांध y=a + bx एका रेखीय िॉमवमधे्य रूपाांतररत करा आदण डेटा 

दिट करण्यासाठी समीकरण शोधा.  

X  -4 1 2 3 

Y  4 6 10 8 

उत्तर:  सरळ रेषा y=ax+b आहे असे मािू 

सामान्य समीकरणे आहेत 

   ∑𝑥+5b = ∑𝑦    

   𝑎 ∑𝑥2 + 𝑏 ∑𝑥 = ∑𝑥 𝑦 

∑𝑥 , ∑𝑦 ∑𝑥y, ∑ 𝑥2 मोजणे. 

 x y x x2 xy 

 -4 4 -16 256 -64 

 1 6 6 36 36 

 2 10 20 400 200 

 3 8 24 576 192 

Total  28 34 1268 364 

सामान्य समीकरणे आहेत 

34a+1268b=364 

4a+34b=28  

सोडवुि eq.(2)-eq.(l), आपणास  दमळते, a=5.90605, b= 0.12870 

त्यामुळे समीकरण आहे y =5.90605 + 0.12870X 

i.e. y= 5.90605 + 0.12870Xy  

हे समीकरण वापरूि आपल्याला दमळते  y-0.12870 x=5.90605  

2.2 कमीत कमी चौरस पद्धतीची पद्धत वापरून सरळ रेिेच्या दुसऱ्या बहुपदी y=a+bx+cx2 चे 

शफशिंग (fitting of straight line second polynomial y=a+bx+cx2 using method of least 

squares):  

काहीवेळा डेटाच्या सांचामधे्य दितीय अांश बहुपिी E(y∣ x) = α + β x + γ x2 बसवण्याची इच्छा असते जेणेकरूि 

त्याचा ख्यस्क्र्र दबांिू दिलेल्या प्रिेशात येईल. a, b, c, ररगे्रशि गुणाांक α, β, आदण γ चे दकमाि चौरस अांिाज 

मोजण्यासाठी पद्धती िशवदवल्या जातात. एक उिाहरण दिले आहे ज्यामधे्य हा दसद्धाांत डेटाच्या सांचामधे्य 

पॅराबॉदलक ररगे्रशि दिट करण्यासाठी लागू केला जातो जेणेकरूि स्वतांि वे्हररएबलच्या दिलेल्या सांलग्न आदण 

मयावदित प्रिेशात, ररगे्रशि कायव काटेकोरपणे वाढते आदण वरच्या दिशेिे अवतल होते. 

y=a+bx+cx2 हा दबांिूांच्या (xi,yi) i=1,2,3..n च्या समुच्चयासाठी सवोत्तम दिट होणारा दितीय पिवी बहुपिी 

असू द्या ते आम्हाला कॉस्ट्ांट a, b आदण c ठरवावे लागेल अांशतः  E च्या सांिभावत वु्यत्पन्न केल्यािे आदण त्याांचे 

शून्यावर समीकरण केल्यािे आपल्याला तीि सामान्य समीकरण दमळते. िांतर a,b आदण c चे मूल्य सोडवूि 

∑ 𝑑𝑖2𝑛
𝑖=1 = ∑ (yi − (axi + b))

2𝑛
𝑖=1  

 By the principle of least squares, E is minimum 
𝜕𝐸

𝜕𝑎
 = 0  

𝜕𝐸

𝜕𝑏
 = 0 

i.e.2 ∑(𝑦𝑖 − (𝑎𝑥𝑖 + 𝑐))(−𝑥𝑖) = 0 &2∑(𝑦𝑖 − (𝑎𝑥𝑖 + 𝑐))(−1) = 0 
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∑ (𝑥𝑖𝑦𝑖 − 𝑎𝑥𝑖2 − 𝑏𝑥𝑖) = 0 & 𝑛
𝑖=1   ∑ (𝑦𝑖 − 𝑎𝑥𝑖 − 𝑏) = 0𝑛

𝑖=1  

i.e. a∑ 𝑥𝑖2𝑛
𝑖=1  +b∑ 𝑥𝑖 =  ∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖𝑛

𝑖=1
𝑛
𝑖=1    ……(eq1) 

and  a∑ 𝑥𝑖 + 𝑛𝑏 =  ∑ 𝑦𝑖𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1  

∑y=an+b∑x+c∑x2 

उदाहरण 2.4: Calculate Fitting second degree parabola - Curve fitting using Least square 

method 

X 1 2 3 4 5 6 7 

Y -5 -2 5 16 31 50 73 

उत्तर: 

The equation is y=a+bx+cx2 and the normal equations are 

∑y=an+b∑x+c∑x2 

∑xy=a∑x+b∑x2+c∑x3 

∑x2y=a∑x2+b∑x3+c∑x4 

खालील सारणी वापरूि मूल्याांची गणिा केली जाते 

x y x2 x3 x4 xy x2y 

1 -5 1 1 1 -5 -5 

2 -2 4 8 16 -4 -8 

3 5 9 27 81 15 45 

4 16 16 64 256 64 256 

5 31 25 125 625 155 775 

6 50 36 216 1296 300 1800 

7 73 49 343 2401 511 3577 

--- --- --- --- --- --- --- 

∑x=28 ∑y=168 ∑x2=140 ∑x3=784 ∑x4=4676 ∑xy=1036 ∑x2y=644 

ही मूले्य समीकरणाांमधे्य ठेवा 

7a+28b+140c=168 

28a+140b+784c=1036 

140a+784b+4676c=6440 

ही ३ समीकरणे सोडवा, 

7a+28b+140c=168……………..(1) 

28a+140b+784c=1036…………….(2) 

140a+784b+4676c=6440…………(3) 

समीकरणे (1) आदण (2) दिवडा आदण वे्हररएबल a काढूि टाका 
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7a+28b+140c=16×4 

28a+112b+560c=672 …………….. (4) 

28a+140b+784c=1036×1 

28a+140b+784c=1036 …….......... (5) 

 eq 4 –eq 5 आम्हाला दमळते  -28b-224c=364 

समीकरणे (1) आदण (3) दिवडा आदण वे्हररएबल a काढूि टाका. 

7a+28b+140c=168 x 20 

140a+560b+2800c=3360   …......(6) 

140a+784b+4676c=6440 x 1 

140a+784b+4676c=6440  ………(7) 

eq 6 –eq 7 आम्हाला दमळते -224b-1876c= -3080 

28b-224c=364x 

224b-179c=-2912  …….(8) 

792c=2912 

224b-1876c= - 3080 ……..(9) 

eq (8) –eq (9) we get 

84c=168 

C=2 

Now From (6) 

eq (1) X 4 

From (4) 

-28b-224c=-364 

⇒-28b-224(2)=-364 

⇒-28b-448=-364 

⇒-28b=-364+448=84 

⇒b=84/-28=-3 

From (1) 

7a+28b+140c=168 

⇒7a+28(-3)+140(2)=168 

⇒7a+196=168 

⇒7a=168-196=-28 

⇒a=-28/7=-4 

Solution. 

a=-4,b=-3,c=2 

आता ही मूले्य समीकरणात ठेवा y=a+bx+cx2, 

y=-4-3x+2x2 
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उदाहरण 2.5: Calculate Fitting second degree parabola - Curve fitting using Least square method 

X 1996 1997 1998 1999 

Y 40 50 62 58 

उत्तर: 
The equation is y=a+bx+cx2 and the normal equations are 

∑y=an+b∑x+c∑x2 

∑xy=a∑x+b∑x2+c∑x3 

∑x2y=a∑x2+b∑x3+c∑x4 

 

x y x=X-1998 x2 x3 x4 xy x2y 

1996 40 -2 4 -8 16 -80 160 

1997 50 -1 1 -1 1 -50 50 

1998 62 0 0 0 0 0 0 

1999 58 1 1 1 1 58 58 

2000 60 2 4 8 16 120 240 

--- --- --- --- --- --- --- --- 

9990 270 0 10 0 34 48 508 

 

ही मूले्य समीकरणाांमधे्य ठेवा 
270=5a+0b+10c 

48=0a+10b+0c 

508=10a+0b+34c 

ही 3 समीकरणे सोडवा, 
5a+10c=270 

10b=48 

10a+34c=508 

आता दिलेल्या समीकरणांच ेमॅदिक्स फॉमगमध्ये रूपांतर करा 

[
5 0 10
0 10 0
10 0 34

] [
𝑎
𝑏
𝑐
] =[

270
18
508

] 

Now A =[
5 0 10
0 10 0
10 0 34

] , 𝑋 = [
𝑎
𝑏
𝑐
] and B = [

270
18
508

] 

∴AX=B 

∴X=A-1B 

|𝐴| = 700 

Here,|A|=700≠0 

∴A-1is possible. 
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Adj(A)  =  Adj 

[
5 0 10
0 10 0
10 0 34

]     

= [
340 0 −100
0 70 0

−100 0 50
]     

 

 

Now,A-1=
1

|𝐴|
Adj(A) 

Here,X=A-1×B 

∴X=
1

|𝐴|
Adj(A))×B 

[
𝑎
𝑏
𝑐
]= 

[
 
 
 
 
410

7
24

5
−16

7 ]
 
 
 
 

                            a = 
410

7
     b = 

24

5
     c = 

−16

7
 

वरील समीकरणे सोडवूि, 

a = 58.5             b = 4.8     c = −2.28 

𝑦 = 58.5 + 4.8𝑥 − 2.28𝑥2 

सराव उदाहरणे 

 1. Fit a straight line y = a + bx using the following data 

x 5 4 3 2 1 

y 1 2 3 4 5 

2. Fit a straight line y = a + bx using the following data 

x 3 5 7 9 11 

y 2.3 2.6 2.8 3.2 3.5 

 3. Fit a straight line to the following data on production. 

Year 1996 1997 1998 1999 2000 

Production 40 50 62 58 60 

 4. Fit a straight line to the following data on profit. 

Year 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 

Profit 38 40 65 72 69 60 87 95 

 5. Fit second degree parabola equation y=a+bx+cx2 using the following data. 

x 12 10 8 6 4 2 

y 6 5 4 3 2 1 

2.3 कोव्यररअन्स (Covariance): कोव्यररअन्स हे िोि यादृख्यच्छक चलाांमधील सांबांधाांचे मोजमाप आहे आदण 

ते एकि दकती प्रमाणात बिलतात. दकां वा आपण असे म्हणू शकतो की, िुसऱ्या शब्दाांत, ते िोि वे्हररएबलमधील 

बिल पररभादषत करते, जसे की एका वे्हररएबलमधील बिल िुसऱ्या वे्हररएबलमधील बिलाप्रमाणे असतो. जेव्हा 
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वे्हररएबल्सचे रेखीय रूपाांतर होते तेव्हा त्याचे स्वरूप राखण्याच्या िां क्शिचा हा गुणधमव असतो. सहप्रसरण 

एककाांमधे्य मोजले जाते, जे िोि चलाांच्या एककाांचा गुणाकार करूि मोजले जाते 

 कोव्यररअन्सचे प्रकार (Types of Covariance):  

कोव्यररअन्समधे्य सकारात्मक आदण िकारात्मक िोन्ही मूले्य असू शकतात. यावर आधाररत, त्याचे िोि प्रकार 

आहेत: 

1. Positive covariance सकारात्मक कोव्यररअन्स 

2. Negative covariance िकारात्मक कोव्यररअन्स 

 सकारात्मक कोव्यररअन्स (Positive covariance): कोणत्याही िोि वे्हररएबल्ससाठी सहप्रसरण 

सकारात्मक असल्यास, याचा अर्व, िोन्ही चल एकाच दिशेिे जातात. येरे्, वे्हररएबल्स समाि वतवि िशववतात. 

याचा अर्व, जर एका वे्हररएबलची मूले्य (मोठे दकां वा कमी) िुसऱ्या वे्हररएबलच्या मूल्याांशी जुळत असतील, 

तर ती सकारात्मक सहप्रसरणात आहेत असे म्हटले जाते. 

 नकारात्मक कोव्यररअन्स (Negative covariance): कोणत्याही िोि चलाांसाठी सहप्रसरण ऋण असेल 

तर, याचा अर्व, िोन्ही चल दवरुद्ध दिशेिे जातात. हे सकारात्मक सहप्रवतविाचे दवरुद्ध प्रकरण आहे, जेरे् 

एका वे्हररएबलची मोठी मूले्य िुसऱ्या वे्हररएबलच्या कमी मूल्याांशी सांबांदधत असतात आदण त्याउलट. 

 कोव्यररअन्स सूि (Covariance Formula): Covariance सूि हे साांख्यिकीय सूि आहे, िोि चलाांमधील 

सांबांधाांचे मूल्याांकि करण्यासाठी वापरले जाते. िोि चलाांमधील िरकाांमधील सांबांध जाणूि घेण्यासाठी हे 

एक साांख्यिकीय मोजमाप आहे. X आदण Y हे कोणतेही िोि वे्हररएबल्स आहेत, ज्याांचा सांबांध मोजावा लागेल 

असे समजू. अशा प्रकारे या िोि वे्हररएबल्सचे सहप्रसरण Cov(X,Y) िारे िशवदवले जाते. लोकसांिेतील 

सहप्रवाह आदण िमुिा सहप्रवाह या िोन्हीसाठी सूि खाली दिले आहे. 

 Cov ( x,y) = 
∑(𝑥𝑖−𝑥)(𝑦𝑖−𝑦)

𝑁
 

Where, 

 xi = data value of x 

 yi = data value of y 

 x̄ = mean of x 

 ȳ = mean of y 

 N = number of data values. 

  

Covariance of X and Y 

1. जर cov(X, Y) शून्यापेक्षा जास्त असेल, तर आपण असे म्हणू शकतो की कोणत्याही िोि 

वे्हररएबल्ससाठी सहप्रसरण धिात्मक आहे आदण िोन्ही चल एकाच दिशेिे जातात. 

2. जर cov(X, Y) शून्यापेक्षा कमी असेल, तर आपण असे म्हणू शकतो की कोणत्याही िोि वे्हररएबल्ससाठी 

सहप्रसरण ऋण आहे आदण िोन्ही चल दवरुद्ध दिशेिे जातात. 

3. जर cov(X, Y) शून्य असेल, तर आपण असे म्हणू शकतो की िोि चलाांमधे्य कोणताही सांबांध िाही. 

कोव्हररअन्सचे उदाहरण - (Covariance Example): 

Below example helps in better understanding of the covariance of among two variables. 
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उदाहरण 2.6: Calculate the coefficient of covariance for the following data: 

X 2 8 18 20 28 30 

y 5 12 18 23 45 50 

 

उत्तर: 

दिरीक्षणाांची सांिा = 6 

X चा मीि = 17.67 

Y चा मीि = 25.5 

Cov(X, Y) = (⅙) [(2 – 17.67)(5 – 25.5) + (8 – 17.67)(12 – 25.5) + (18 – 17.67)(18 – 25.5) + (20 – 

17.67)(23 – 25.5) + (28 – 17.67)(45 – 25.5) + (30 – 17.67)(50 – 25.5)] 

= 157.83 

2.4 Concept of correlation, Types of Correlation 

Concept of correlation: िोि चलाांमधील काही सांबांध दकां वा सांघटिा आहे का ते शोधणे. “एक सहसांबांध 

म्हणजे  सहवास दकां वा िातेसांबांधाचे मोजमाप”. जर आपण दिरीक्षण केले Bivariate डेटामधे्य एका 

वे्हररएबलमधील बिल इतर वे्हररएबलमधील बिलाांसह आहेत मग िोि वे्हररएबल्स परस्परसांबांदधत असल्याचे 

म्हटले जाते.या प्रकरणात आम्ही म्हणतो की िोि अांतदिवदहत चलाांमधील परस्परसांबांध आहे 

 उिाहरणार्व, 

1. बुख्यद्धमत्ता भाग (IQ) आदण दवद्यार्ी चे गुण  

2. वसू्तची मागणी आदण दकां मत 

Covarince: सहदवभाजि हे सांयुक्त दभन्नतेचे एक माप आहे िोि वे्हररएबल्स िरम्याि. जर (x1, y1), (x2, 

y2),) x आदण y च्या मूल्याांच्या n क्रमबद्ध जोड्या आहेत,िांतर X आदण Y मधील सहप्रसरण िारे पररभादषत 

केले जाते 

2.4 कोररलेशन (Correlation): कोररलेशि जोडणीचा सांिभव िेते, कोररलेशि दवशे्लषणामधे्य आम्ही 

किेक्शि दकां वा सांबांधाचा अभ्यास करतो िोि दकां वा अदधक वे्हररएबल्स िरम्याि. जर िोि वे्हररएबल अशा प्रकारे 

बिलत असतील तर एका वे्हररएबलमधील बिल इतर वे्हररएबलमधील बिलाांसह, हे चल परस्परसांबांदधत 

असल्याचे म्हटले जाते.  

उिाहरणार्व,वगावतील दवद्यार्थ्ाांची उांची आदण वजि याांच्यात काही सांबांध असतो.कुटुांबाची कमाई आदण 

आदलशाि वसू्तांवर खचव केलेली रक्कम, इनु्सदलिचा डोस आदण डोस याांच्यातील सांबांध रक्तातील साखर, इ. 

वे्हररएबल्सची सांिा 'n' असू शकते जी एकमेकाांवर आदण िातेसांबांधाांवर पररणाम करू शकतात त्या सवाांमधे्य 

अख्यस्तत्ात असू शकते उिाहरणार्व X, Y आदण Z हे तीि वे्हररएबल्स आहेत, X Z शी सांबांदधत असू शकता आदण 

Y आदण Z िोन्ही Y शी सांबांदधत असू शकतात, म्हणूि आम्ही साांगू शकतो की कोररलेशि हे िोि दकां वा अदधक 

चलाांमधील सांबांध शोधण्यासाठी एक साांख्यिकी साधि आहे. 

 कोररलेशनची वैशशष्ट्ये (Characteristics Corrrlation) 

1. जरी कोररलेशि दवशे्लषण वे्हररएबल्समधील सांबांधाांची दडग्री स्क्र्ादपत करते परां तु ते अयशस्वी होते. कारण-

प्रभाव सांबांधाांवर प्रकाश टाका. 

2. वे्हररएबल्समधील परस्परसांबांधाचे अख्यस्तत् सांयोगामुळे असू शकते, दवशेषतः  जेव्हा िमुिा घेतलेला असतो 

सांिेिे लहाि. जर आपण काही डेटा पॉइांट्स दकां वा दवदशष्ट वे्हररएबलमधील बिलाचे काही दिरीक्षण दलदहतो 

दिरीक्षणामधे्य काही िमुिा दकां वा सांबांध असण्याची शयता आहे जी किादचत हेतुपुरस्सर िसेल त्याचप्रमाणे 

दभन्न डेटा सांच दकां वा दभन्न वे्हररएबल्सच्या दिरीक्षणाांमधे्य िेखील हे शय आहे वास्तदवक पररख्यस्क्र्तीत खरे िाही. 



सॅ्टशिस्तस्टकल मॉडेशलन्ग फॉर मशीन लशनिंग-313307                         Statistical Modelling for Machine Learning-313307 

  

Maharashtra State Board of Technical Education     54 
 

उिाहरणार्व, आम्ही एिसीआरमधे्य दवकल्या गेलेल्या बाईकच्या सांिेचा डेटा सांच आदण पावसाचे प्रमाण गोळा 

करतो. 

 

Year 

Number of Bikes sold in NCR (In lakhs) 

NCR मधे्य शवकल्या गेलेल्या बाईकची विािंची संख्या 

Total Rainfall in NCR (MM) 

NCR मधे्य एकूण पाऊस (MM) 

2001 25 120 

2002 35 140 

2003 45 160 

2004 55 180 

2005 65 200 

2006 75 220 

2007 85 240 

2008 95 260 

2.4.1 कोररलेशनचे प्रकार (Types of Correlation): दविािाांिी दवदवध प्रकाराांमधे्य कोररलेशि पररभादषत 

केले आहेत. मुळात ते सवव तीि प्रकारात पररभादषत केले जाऊ शकतात- 

प्रकार 1: ह्या प्रकारा मधे्य दिरीक्षणातील बिलाची कोररलेशि दिशा महत्त्वाची आहे, ती अदधक एकिा समजू 

शकतेआम्ही सकारात्मक आदण िकारात्मक कोररलेशिमधे्य िरक करतो. 

1.सकारात्मक कोररलेशन (Positive Correlation): X आदण Y ही िोि वे्हररएबल्स घेऊ या िोन्ही 

वे्हररएबल्समधील बिलाची दिशा अशा प्रकारे असेल की जर X सरासरीिे कमी झाले तर Y सुद्धा कमी होते 

आदण X वाढल्यास Y ची सरासरी िेखील वाढते. या परस्परसांबांधाला सकारात्मक कोररलेशि म्हणतात. 

उिाहरणार्व: 

उदाहरण 1          

X 10 12 11 18 20 

y 15 20 22 25 37 

उदाहरण 2 

X 80 70 60 40 30 

Y 50 45 30 20 10 

िोन्ही प्रकरणाांमधे्य आपण पाहतो की X आदण Y मधील बिल एकाच दिशेिे आहे. सकारात्मक कोररलेशिची 

उिाहरणे उांची आदण वजि, पाण्याचा वापर आदण तापमाि इत्यािी असू शकतात. 

2. नकारात्मक कोररलेशन (Negative Correlation): त्याचप्रमाणे िकारात्मक कोररलेशित सकारात्मक 

कोररलेशि बिलाची दिशा महत्त्वाची असते परां तु दवरुद्ध असते दिशा. जर आपण X आदण Y वे्हररएबल्सचे समाि 

उिाहरण घेतले आदण पादहले की X वाढत आहे का आदण वर Y जर सरासरी कमी होत असेल दकां वा X कमी 

होत असेल आदण Y सरासरीिे वाढत असेल, तर यासह चल कोररलेशि िकारात्मक कोररलेशि म्हणतात,  

उदाहरणाथग- 

पररख्यस्क्र्ती 1                                                                                         

X 20 30 40 60 80 

y 40 30 22 15 16 

पररख्यस्क्र्ती 2 

X 100 90 60 40 30 

y 10 20 30 40 50 
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वरील िोन्ही प्रकरणाांमधे्य आपण पाहतो की X आदण Y मधील बिल दवरुद्ध दिशेिे आहे. मागणीचा कायिा आहे 

िकारात्मक कोररलेशिचे उिाहरण. 

प्रकार 2: ह्या प्रकारा मधे्य अभ्यास केलेल्या चलाांची कोररलेशि सांिा महत्ाची आहे. चल सांिा ठरवतात की 

ते साधे दकां वा अिेक आहेत, हे समजूि घेण्यासाठी आपण एकामागूि एक चचाव करूया- 

1. सािा कोररलेशन (Simple Correlation): 

जेव्हा एखाद्या समसे्मधे्य आपण िक्त िोि चलाांचा अभ्यास करतो, तेव्हा समसे्ला एक साधी कोररलेशि 

समस्ा म्हटले जाते. च्या साठी  उिाहरणार्व, जर आपण एखाद्या के्षिातील गव्हाचे उत्पािि आदण त्याच के्षिातील 

पावसाचे प्रमाण अभ्यासले तर ते होईल साध्या सहसांबांधाचे उिाहरण मािले जाते. 

2. एकाशिक कोररलेशन (Multiple Correlation): 

जेव्हा िोिपेक्षा जास्त चलाांचा अभ्यास केला जातो तेव्हा समस्ा अिेक कोररलेशिची असते. उिाहरणार्व जर 

आम्ही एखाद्या भागातील भाताचे उत्पािि, पावसाचे प्रमाण आदण वापरल्या जाणाऱ्या खताांचे प्रमाण याांचा अभ्यास 

करा. समाि के्षि, ते या सहसांबांधाची समस्ा म्हणूि मािले जाईल. 

वे्हररएबल्सच्या प्रभावशाली स्वरूपािुसार ते िोि प्रकारचे असते- 

3. आंशशक कोररलेशन ( Partial Correlation): आांदशक कोररलेशि येतो जेरे् समसे्मधे्य आपण िोिपेक्षा 

जास्त चल ओळखतो परां तु केवळ दवचारात घेतो.इतर वे्हररएबल्स ख्यस्क्र्र मािूि, एकमेकाांवर प्रभाव टाकणारे िोि 

चल.उिा. गहू उत्पाििाच्या समसे्त, पजवन्यमाि आदण तापमाि याांचे परस्परसांबांध दवशे्लषण केले तर गहू 

उत्पािि आदण पजवन्यमाि याांच्या िरम्याि आदण ठरादवक सरासरी िररोजच्या कालावधीपयांत मयावदित आहे 

तापमाि अख्यस्तत्ात होते. 

4. एकूण कोररलेशन (Total Correlation): जेव्हा आपण सवव दवद्यमाि वे्हररएबल्सचा अभ्यास करतो तेव्हा 

ही सांपूणव परस्परसांबांधाची समस्ा असते. तर्ादप ते सामान्यपणे आहे अशय दकां वा अशय जवळ. 

प्रकार 3: कोररलेशिमधे्य आपण बिलाच्या गुणोत्तरावर आधाररत वे्हररएबलमधील सांबांध वेगळे करतो. चे प्रमाण 

िोि वे्हररएबल्स ठरवतात की िोन्ही वे्हररएबल्स रेखीय सहसांबांदधत आहेत की िॉि-रेखीय. 

1. रेखीय कोररलेशन (Linear Correlation): रेखीय कोररलेशि बिलाच्या गुणोत्तरावर आदण अभ्यासाधीि 

चलाांमधील सातत्य यावर आधाररत आहे. गुणोत्तर ख्यस्क्र्र असतािा वे्हररएबल्स रेखीय सहसांबांदधत असल्याचे म्हटले 

जाते. िुसऱ्या शब्दाांत जर ची पिवी एका वे्हररएबलमधील बिल आदण इतर वे्हररएबलमधील बिलाचे प्रमाण 

समाि गुणोत्तरात पररणाम करतात, िांतर कोररलेशि रेखीय असल्याचे म्हटले जाते. 

जर आपण आलेख काढला तर रेखीय सांबांध असलेल्या चलाांची िेहमी सरळ रेषा तयार होईल. 

उदाहरणाथग: खाली रेखीय कोररलेशिची उिाहरणे दिली आहेत- 

X = 10     20       30         40      50      60       70        80 

Y = 70      140    210      280    350    420     490        560 

2. नॉन-रेखीय कोररलेशन (Non-Linear Correlation): जेव्हा एका वे्हररएबलमधील बिलाचे प्रमाण 

मधील बिलाच्या प्रमाणाशी ख्यस्क्र्र गुणोत्तर धरत िाही इतर चल, ते िॉिलाइिर कोररलेशि असल्याचे म्हटले 

जाते.  कोररलेशि  रेखीय िॉि-रेखीय उिा.- पाऊस िुप्पट झाल्यािे ताांिूळ गव्हाचे उत्पािि िुप्पट वाढणार 

िाही. या कोररलेशि हा चलाांमधील वक्र सांबांध म्हणूि िेखील ओळखला जातो. 

कोररलेशनचा अभ्यास करण्याच्या शवशवि पद्धती (Various techniques of studying Correlation) 

कोररलेशिचा अभ्यास करण्यासाठी खालील तांिे वापरली जातात: 

1. कोररलेशिचे सॅ्कटर डायग्राम तांि (Scatter diagram technique of correlation) 

2. कालव दपयसविचा कोररलेशि गुणाांक (Karl Pearson’s Coefficient of correlation) 
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3. ख्यस्पअरमॅिचा रँक कोररलेशि (Spearman’s Rank Correlation) 

2.5 सॅ्किर शकंवा डॉि डायग्राम पद्धतीची व्याख्या (Scatter or Dot Diagram Method Definition): 

सॅ्कटर डायग्राम पद्धत ही िोि वे्हररएबल्समधील परस्परसांबांधाचा अभ्यास करण्याची सवावत सोपी पद्धत आहे 

ज्यामधे्य वे्हररएबलच्या प्रते्यक जोडीची मूले्य एका आलेखावर दठपयाांच्या स्वरूपात प्लॉट केली जातात आदण 

त्यािारे त्याांच्या सांिेइतके दबांिू प्राप्त होतात. दिरीक्षणे मग अिेक दबांिूां चे दवखुरलेले प्रमाण पाहूि, 

परस्परसांबांधाची दडग्री दिदित केली जाते. ज्या प्रमाणात वे्हररएबल्स एकमेकाांशी सांबांदधत आहेत ते दबांिू चाटववर 

दवखुरलेल्या पद्धतीवर अवलांबूि असतात. प्लॉट केलेले पॉइांट्स चाटववर दजतके जास्त दवखुरले जातील दततके 

वे्हररएबल्समधील परस्परसांबांधाचे प्रमाण कमी असेल. प्लॉट केलेले दबांिू रेषेच्या दजतके अदधक जवळ असतील, 

दततकी कोररलेशिची दडग्री जास्त असेल. कोररलेशिची दडग्री "r" िारे िशवदवली जाते. खालील प्रकारचे सॅ्कटर 

डायग्राम वे्हररएबल X आदण वे्हररएबल Y याांच्यातील कोररलेशिच्या दडग्रीबद्दल साांगतात. 

1. Perfect positive corelation परफेक्ट पॉशझशिव्ह सहसंबंि (r=+1): जेव्हा सवव दबांिू खालच्या डाव्या 

कोपऱ्यापासूि वरच्या उजव्या कोपऱ्यापयांत जाणाऱ्या सरळ रेषेवर असतात तेव्हा कोररलेशि पूणवपणे 

सकारात्मक असल्याचे म्हटले जाते. 

 
2. Perfect negative corelation परफेक्ट नकारात्मक कोररलेशन (r=-1): जेव्हा सवव दबांिू वरच्या 

डाव्या कोपऱ्यापासूि खालच्या उजव्या कोपयावत पडणाऱ्या सरळ रेषेवर असतात, तेव्हा वे्हररएबल्सला ऋणात्मक 

कोररलेशि असल्याचे म्हटले जाते. 

 
3. High Degree of +Ve Correlation (r= + High): +Ve कोररलेशिची उच्च पिवी (r= + उच्च): जेव्हा 

प्लॉट केलेले दबांिू अरुां ि पट्ट्याखाली येतात तेव्हा कोररलेशिची दडग्री जास्त असते आदण जेव्हा ते खालच्या डाव्या 

कोपऱ्यापासूि वरच्या बाजूस वाढणारी प्रवृत्ती िशववतात तेव्हा ते सकारात्मक असल्याचे म्हटले जाते. उजव्या 

हाताचा कोपरा. 

 
4.High Degree of –Ve Correlation (r= – High): –Ve कोररलेशिची उच्च पिवी (r= – उच्च): जेव्हा 

प्लॉट केलेला दबांिू अरुां ि बँडमधे्य पडतो आदण वरच्या डाव्या-कोपऱ्यापासूि खालच्या उजव्या कोपयावपयांत 

घसरणारी प्रवृत्ती िशववतो तेव्हा िकारात्मक सहसांबांधाची दडग्री जास्त असते. 
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5. Low degree of +Ve Correlation (r= + Low): +Ve सहसांबांधाची कमी पिवी (r= + Low): जेव्हा 

दबांिू आलेखावर जास्त प्रमाणात दवखुरलेले असतात आदण वरच्या उजव्या हाताच्या कोपऱ्यात डाव्या हाताच्या 

कोपऱ्यात वाढणारी प्रवृत्ती िशववतात तेव्हा वे्हररएबल्समधील कोररलेशि कमी असतो परां तु सकारात्मक 

असल्याचे म्हटले जाते.  

 

6. Low Degree of –Ve Correlation (r= + Low): -Ve सहसांबांधाची दिम्न पिवी (r= + Low): जेव्हा 

दबांिू आलेखावर दवखुरलेले असतात आदण वरच्या डाव्या कोपऱ्यापासूि खालच्या उजव्या कोपऱ्यापयांत 

घसरण्याची प्रवृत्ती िशववते तेव्हा कोररलेशिची दडग्री कमी आदण ऋण असते. 

 

7. No Correlation (r= 0): कोणताही कोररलेशि िाही (r= 0): जेव्हा दबांिू आलेखावर अव्यवख्यस्क्र्तपणे 

दवखुरलेले असतात आदण कोणताही दवदशष्ट िमुिा िशववत िाहीत तेव्हा वे्हररएबल असांबांदधत असल्याचे म्हटले 

जाते. येरे् कोररलेशि अिुपख्यस्क्र्त आहे आदण म्हणूि r = 0. 

 

अशाप्रकारे, दिलेल्या वे्हररएबल वॅ्हलू्यच्या प्रते्यक जोडीसाठी दठपके प्लॉट करूि वे्हररएबल्समधील िातेसांबांधाचा 

अभ्यास करण्यासाठी सॅ्कटर डायग्राम पद्धत ही सवावत सोपी उपकरण आहे. ज्या तक्त्यावर दठपके असतात 

त्याला डॉटोग्राम असेही म्हणतात 

2.6 कोररलेशन संकल्पना (Concept of Correlation):  

आपण आधीच दशकलो आहोत की िोि चलाांमधील सांबांधाांची ताकि आदण दिशा मोजण्यासाठी सहसांबांध 

वापरला जातो. साांख्यिकीमधे्य, सहसांबांध िोि पररमाणवाचक चलाांमधील सांबांध िशववतो. असे गृहीत धरले जाते 

की हा सांबांध रेखीय आहे. म्हणजेच, एक वे्हररएबल इतर वे्हररएबलमधे्य वाढ दकां वा घटण्याच्या प्रते्यक युदिटसाठी 

एका दिदित रकमेिे वाढतो दकां वा कमी होतो. खालील प्रते्यक उिाहरणातील िोि वे्हररएबल्समधील सांबांध 

दवचारात घ्या. 
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1. उत्पाििाची जादहरात आदण दवक्री. (सकारात्मक कोररलेशि) 

2. प्रार्दमक शाळेतील दवद्यार्थ्ावची उांची आदण वजि. (सकारात्मक कोररलेशि) 

3. खताची मािा आदण पीक उत्पाििाची रक्कम. (सकारात्मक कोररलेशि) 

4. व्यायाम आदण वजि कमी करण्याचा कालावधी. (सकारात्मक कोररलेशि) 

5. वसू्तची मागणी आदण दकां मत. (सकारात्मक कोररलेशि) 

7. वसू्तचा पुरवठा आदण दकां मत. (िकारात्मक कोररलेशि) 

8. गैरहजेरीचे दिवस (शाळेत) आदण परीके्षतील कामदगरी. (िकारात्मक कोररलेशि) 

9. दजतके जास्त जीविसते्त्व वापरतात, दततकी त्याची कमतरता असते. (िकारात्मक कोररलेशि) 

कोररलेशि गुणाांक िोि वे्हररएबल्समधील सांबांध मोजतात परां तु जेव्हा िुसऱ्या वे्हररएबलचे मूल्य ओळखले जाते 

दकां वा दिले जाते तेव्हा ते एका वे्हररएबलचे मूल्य दिधावररत करू शकत िाही. 

एका वे्हररएबलच्या मूल्याचा अांिाज लावण्यासाठी इतर वे्हररएबलच्या दिलेल्या मूल्याला ररगे्रशि म्हणतात. 

रीगे्रशि हे वे्हररएबल्समधील सांबांध तपासण्यासाठी साांख्यिकीय साधि आहे. मूल्याचा अांिाज लावण्यासाठी आदण 

पररणामास कारणीभूत घटक ओळखण्यासाठी हे वारांवार वापरले जाते. कालव पीअरसि कोररलेशिची गुणाांक 

पररभादषत करतात ज्याला Pearson's Product Moment सहसांबांध गुणाांक म्हणूि ओळखले जाते कालव 

फे्रडररक गॉस याांिी िोि दकां वा अदधक चलाांमधील सांबांधाांचे सवोत्तम वणवि करणारी रेषीय समीकरण 

शोधण्यासाठी Least Squares Method म्हणूि ओळखली जाणारी पद्धत दवकदसत केली. आर.ए. दिशरिे 

गॉस आदण दपयसवि याांच्या कायावला एकदित करूि रेखीय प्रदतगमिातील दकमाि चौरस अिुमािाचा सांपूणव 

दसद्धाांत दवकदसत केला. दिशरच्या कायावमुळे, रेखीय प्रदतगमिाचा वापर अांिाज आदण परस्परसांबांध समजूि 

घेण्यासाठी केला जातो. 

टीप: काही साांख्यिकीय पद्धती प्रयत्न करतात 

अज्ञात प्रमाणाचे मूल्य दिधावररत करण्यासाठी, जे पॅरामीटर दकां वा यादृख्यच्छक वे्हररएबल असू शकते. या 

उदे्दशासाठी वापरल्या जाणाऱ्या पद्धतीला जर अज्ञात पररमाण हे पॅरामीटर असेल तर अांिाज म्हणतात आदण 

अज्ञात पररमाण वे्हररएबल असल्यास अांिाज म्हणतात. 
 

कालग शपयसगनचा कोररलेशन गुणांक (Karl Pearson’s Coefficient of correlation): 

जेव्हा आपण िोि वे्हररएबल्सचा अभ्यास करतो तेव्हा काही तात्काळ प्रश्न मिात येतात, प्रर्म काही सांबांध आहे 

का जर वे्हररएबल्समधे्य काही सांबांध असेल तर या िोि वे्हररएबल्सच्या वतविामधे्य िुसरा हे साांख्यिकीयदृष्ट्या 

पुरेसे महत्त्वाचे आहे की िाही हे दतसरे सांबांध (+ve दकां वा –ve) कोणत्या प्रकारचे आहे.वे्हररएबल्स आदण चौर्ा 

म्हणजे एका वे्हररएबलच्या मूल्याचा िुसऱ्या वे्हररएबलमधील बिलाच्या आधारे अांिाज लावला जाऊ शकतो.चल? 

जर या प्रश्नाांची उत्तरे अचूक दिली गेली तर आपण िोघाांच्या वतविाचे मोजमाप आदण अांिाज लावू शकतो.चल 

सहसांबांध दवशे्लषण पदहल्या तीि प्रश्नाांची उत्तरे िेते आदण शेवटच्या प्रश्नाचे उत्तर दिले जाते ररगे्रशि दवशे्लषण. हे 

केवळ िोि चलाांमधील िातेसांबांधाच्या सामर्थ्ावबद्दलच िाही बिलाची दिशात्याांच्याबद्दल िेखील साांगते . हे सराव 

मधे्य मोठ्या प्रमाणावर वापरले जाते आदण Pearson’s coefficient of Corelation म्हणूि प्रदसद्ध आहे .ते 

िशवदवले जाते 'r' िारे. ही एक गदणतीय पद्धत आहे जी चलाांमधील रेखीय सांबांधाांची दडग्री मोजण्यासाठी वापरली 

जाते.हे एक सांिा िेते जी चलाांमधील सांबांधाांची ताकि आदण दिशा िशववते. 

कालव दपयसविचे सहसांबांधाचे गुणाांक िोि प्रकारे मोजले जाऊ शकते: 

1. जेव्हा वास्तदवक मध्यापासूि दवचलि घेतले जाते, तेव्हा सूि आहे- 

r = r(x, y)= Σxy / √Σ𝑋2Σ𝑌2  
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उदाहरण 2.7: खाली दिलेल्या डेटावरूि दवक्री आदण खचव याांच्यातील गुणाांक शोधा- 

Roll No Marks in Subject A Marks in Subject B 

1 48 45 

2 35 20 

3 17 40 

4 23 25 

5 47 45 

उत्तर: 

A दवषयातील गुण X िे आदण B दवषयातील गुण Y िे िशववू द्या. 

X (X-

34)=x 

X2 Y (Y-35)=y Y2 xy 

48 14 196 45 10 100 140 

35 1 1 20 -15 225 -15 

17 -17 289 40 5 25 -85 

23 -11 121 25 -10 100 110 

47 13 169 45 10 100 130 

ΣX=170 Σx=0 Σx2=776 ΣY=175 Σy=0 Σy2=550 Σxy=280 

सरासरीची र्णना  केली जाऊ शकते ΣX

5
 

r = 
Σxy

√Σ𝑋2Σ𝑌2 
 =

280

√776 𝑋 550
 = 

280

653.3
 = 0.429 

r = 0.429 असल्यािे याचा अर्व A आदण B या िोन्ही दवषयाांमधे्य मध्यम सकारात्मक सहसांबांध आहे. 

2. जेव्हा गृहीत मध्यापासूि दवचलि घेतले जाते, तेव्हा सूि आहे- 
r =r(x,y)= (N Σdxdy - Σdx Σdy) /(√N Σdx2-( Σdx)2 √N Σdy2-( Σdy)2) 

"r" हा सहसांबांध गुणाांक म्हणूि ओळखला जातो. 

उदाहरण 2.8: वरील समस्ा (वरील उिाहरण :1) गृहीत धरूि िेखील सोडवता येते-दवषय A मधील गुण X िे 

िशववू द्या आदण B दवषयातील Y िे िशववू द्या आदण त्यातील दवषय A आदण B गुणाांचा मीि अिुक्रमे 35 आदण 

40 गृहीत धरा- 

X (X-35) = 

dx 

dx2 Y (Y-40) = 

dy 

dy2 dxdy 

48 13 169 45 5 25 65 

35 0 0 20 -20 400 0 

17 -18 324 40 5 0 0 

23 -12 144 25 -15 225 180 

47 12 144 45 5 25 60 

ΣX=17

0 

Σdx=-5 Σdx2=781 ΣY=17

5 

Σdy=-25 Σdy2=675 Σdxdy=305 

 

  r = (5𝑋 305−9−5)9−25)

√(5𝑋781−25)(5𝑋675−625)
 = 1525−125)

√(3905−25)(3375−625)
=

1400

√3880𝑋2750
 = 1400

3266.50
      

r=429 
कोररलेशन गुणांक: (Coefficient of Correlation): कालव दपयसविच्या कोररलेशिच्या गुणाांकात खालील 

दिरीक्षण गुणधमव आहेत जसे- 

1. r चे मूल्य िेहमी -1 ते +1 दकां वा -1 ≤ r ≥ +1 िरम्याि असते. 
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2. सहसांबांधाची दडग्री r च्या मूल्यािे व्यक्त केली जाते उिाहरणार्व r चे मूल्य +1 वे्हररएबल्स आहे उच्च 

सकारात्मक सहसांबांदधत दकां वा पररपूणव सकारात्मक सहसांबांध आहेत, जर ते -1 वे्हररएबल्स जास्त 

असतील कारात्मक सहसांबांदधत दकां वा पररपूणव िकारात्मक सहसांबांध आदण जर ते 0 असेल तर त्याांच्यात 

कोणताही सांबांध िाहीचल. 

3. बिलाची दिशा दचन्ह (+ve) दकां वा (-ve) िारे िशवदवली जाते. 

4. हे िोि ररगे्रशि गुणाांक r = √bxy ∗  byx चे भौदमतीय मध्य म्हणूि व्यक्त केले जाते.कालव दपयसविच्या 

सहसांबांधाच्या गुणाांकाच्या मयाविा. 

Karl Pearson’s Coefficient of correlation & Spearman’s rank Coefficient of correlation 

कालव दपयसविच्या सहसांबांधाच्या गुणाांकाच्या काही मयाविा आहेत- (Limitations of  Karl Pearson’s 

Coefficient of correlation) 

1. हे केवळ चलाांमधील रेखीय सांबांध पररभादषत करते. 

2. िोि वे्हररएबल वॅ्हलू्यजच्या चरम मूल्याांमुळे त्याचा अवाजवी पररणाम होतो. 

3. दपअसविच्या गुणाांकाची गणिा काही वेळा िासिायक असते. 

शनिागराचे गुणांक (Coefficient of determination): दिधावराचा गुणाांक 'r2' िे िशवदवला जातो ’. आर2 एका 

वे्हररएबलमधील दभन्नतेचे प्रमाण मोजते िुसऱ्यािारे स्पष्ट केले आहे. r आदण r2 िोन्ही असोदसएशिचे समदमत 

उपाय आहेत. िुसऱ्या शब्दाांत, ि X आदण Y चा सहसांबांध Y आदण X च्या सहसांबांधाप्रमाणे वेगळा असणार िाही. 

याचा अर्व X िोन्ही वे्हररएबल्समधे्य आहे आदण Y यापैकी जे दडपेंडांट वे्हररएबल म्हणूि घेतले आदण स्वतांि 

वे्हररएबल म्हणूि घेतले तर िरक पडत िाही, काय महत्त्वाचे म्हणजे त्या िोघाांमधील सांबांध. 

दिधावराची पिवी स्पष्ट केलेल्या दभन्नता आदण एकूण दभन्नतेचे गुणोत्तर म्हणूि व्यक्त केली जाऊ शकते- 

r 2 = स्पष्टीकरण केलेले दभन्नता / एकूण दभन्नता 

r2 चे कमाल मूल्य 1 आहे कारण Y मधील सवव दभन्नता स्पष्ट करणे शय आहे परां तु ते िाही या सवाांपेक्षा 

अदधक स्पष्ट करणे शय आहे. 

शनिागराच्या गुणांकाचा अथग ( Interpreation of Coefficient of determination): 

दिधावराचा गुणाांक टके्कवारीच्या दृष्टीिे िोि चलाांमधील सांबांध मोजतो. हे आहे प्रदतसाि वे्हररएबल्सच्या मूल्यामधे्य 

स्पष्ट केलेल्या दभन्नतेचे प्रमाण. उिाहरणार्व जर r2 चे मूल्य आहे 0.82 म्हणजे ररस्पॉन्स वे्हररएबलमधील 82 टके्क 

िरक स्पष्टीकरणात्मक वे्हररएबलिारे स्पष्ट करता येण्याजोगा आहे आदण ते बाकीच्या 18 टके्क िरकाांबद्दल 

काहीही िमूि करत िाही जे इतर कोणत्याही घटकामुळे असू शकते दकां वा चल 

1. जर r2 = 0 असे िमूि केले असेल तर िोि चलाांमधे्य कोणताही सांबांध िाही. 

2. जर r2= 1 हा चलाांमधील पररपूणव सांबांध असेल. 

3. जर 0 ≤ r2 ≤1 असेल तर प्रदतसाि वे्हररएबलमधील दभन्नतेची दडग्री मूल्याांमधील िरकामुळे आहे 

स्पष्टीकरणात्मक चल. r2 मूल्य शून्याच्या जवळ प्रदतसािातील िरकाचे कमी प्रमाण िाखवते स्पष्टीकरणात्मक 

वे्हररएबलच्या मूल्याांमधील िरकामुळे चल. r2 चे मूल्य असतािा जवळपास 1 शो ररस्पॉन्स वे्हररएबलमधील 

सांपूणव िरक स्पष्टीकरणात्मक वे्हररएबलच्या मूल्याांमधील िरकामुळे आहे 

 स्तस्पअरमॅनचा रँक कोररलेशन गुणांक:(Spearman’s  rank Coefficient of correlation): जर, 

वे्हररएबल्सचे पररमाणवाचकपणे मोजमाप करणे शय िसेल परां तु िांतर क्रमवारीत माांडले जाऊ शकते.कालव 

दपयसविचा सहसांबांधाचा गुणाांक लागू िाही. या पररख्यस्क्र्ती ांसाठी, च्या गुणाांक दिटीश मािसशास्त्रज्ञ चाल्सव, एडवडव 

ख्यस्पअरमि याांिी परस्परसांबांध दिले होते. या पद्धतीत ि गटातील व्यक्ती अशा क्रमािे माांडल्या जातात ज्यायोगे 

प्रते्यक व्यक्तीला सूदचत सांिा प्राप्त होते गटात त्याची रँक. या प्रकारच्या सहसांबांधाांिा सहसा िॉि-मेदटर क 
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सहसांबांध म्हटले जाते कारण ते एक माप आहे िोि िॉि-मेदटर क वे्हररएबल्ससाठी सहसांबांध जे सहसांबांध 

मोजण्यासाठी रँदकां गवर अवलांबूि असतात. 

गुण (Merits): 

 ही पद्धत अगिी सोपी आहे आदण तुलिेिे सांबांध प्रस्क्र्ादपत करण्याचा सोपा मागव आहे  

 ख्यस्पअरमॅिचा रँक सहसांबांध गुणाांक गैर-पररमाणवाचक दकां वा गुणात्मक. 

 या पद्धतीिारे िोघाांमधील सांबांध प्रस्क्र्ादपत करण्यासाठी क्रमवार क्रमवारी सहज दिली जाऊ शकते 

गुणात्मक . 

अवगुण (Demerits): 

 असे गृहीत धरले जाते की िोन्ही वे्हररएबल्स सामान्यपणे दवतरीत केले जातात जे िेहमी खरे िसतात. 

 हे केवळ वे्हररएबल्समधील रेखीय सांबांधाांचे वणवि करते, त्याबद्दल काहीही अर्व लावत िाही 

िॉिलाइिर सांबांध. 

 मोठ्या डेटाच्या बाबतीत, रँक िेणे र्ोडे कठीण आहे. 

 गटबद्ध डेटा उपलब्ध असतािा ही पद्धत लागू केली जाऊ शकत िाही. 

स्तस्पअरमॅनच्या रँक कोररलेशनची गणना (Calculation of Spearman’s Rank Correlation): 

सहसांबांधाचा रँक गुणाांक तीि पररख्यस्क्र्ती ांिुसार मोजला जातो- 

a) जेव्हा वािशवक रँक शदले जातात तेव्हा सूि आहे- 

  R =  1 −
(6∑𝐷2)

(𝑁 (𝑁2−1)
  

जेरे् R = रँक सहसांबांध गुणाांक  D = िोि मादलकेतील जोडलेल्या आयटममधील रँकमधील िरक. N= एकूण 

दिरीक्षण सांिा. 

गणना पद्धत (Calculation Method): जेरे् वास्तदवक रँक दिलेली आहेत तेरे् या चरणाांचे अिुसरण 

करूि गणिा केली जाऊ शकते- 

 िोि शे्रणीतील िरक घ्या (R1-R2) हा िरक D िारे िशवदवला जातो. 

 िरकाांचे वगीकरण करूि ∑D2 ची गणिा करा आदण त्याांची एकूण सांिा घ्या. 

 सूि लागू करा-   

  R =  1 −
(6∑𝐷2)

𝑁 (𝑁2−1)
 

उदाहरण 2.9: A आदण B या िोि दवषयाांतील िहा दवद्यार्थ्ाांचे गुण खालील तक्त्यामधे्य दिले आहेत- 

Ranks in Subject A Ranks in Subject B 

3 4 

5 6 

4 3 

8 9 

9 10 

7 77 

1 2 

2 1 

6 5 

10 8 

ख्यस्पअरमॅिचे रँक सहसांबांध सूि वापरूि सहसांबांध गुणाांक शोधा- 
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उत्तर: 

पायरी 1: िोि रँकमधील िरक घ्या आदण त्याचे वगव करा- 

Ranks in Subject A(R1) Ranks in Subject B(R2) D2  =(R1-R2)2 

3 4 1 

5 6 1 

4 3 1 

8 9 1 

9 10 1 

7 77 0 

1 2 1 

2 1 1 

6 5 1 

10 8 4 

  ∑D2 = 12 

 

पायरी 2: एकूण D2 घ्या म्हणजे ∑D2 = 12 

पायरी 3: ख्यस्पअरमॅिचे रँक गुणाांक सूि वापरूि गणिा करा- 

   R =  1 −
(6∑𝐷2)

(𝑁 (𝑁2−1)
  

        =  1 −
6 𝑋 12

 (103−10)
   

   =  1 −
72

990
 

   = 0.927 

b) जेव्हा रँक शदले जात नाहीत 

रँक ि दिल्यास उपलब्ध दिरीक्षणाांिा रँक दियुक्त करणे आवश्यक आहे. आपण िेणे सुरू करू शकतो.प्रर्म 

दकां वा शेवटचे ते सवोच्च दकां वा सवावत कमी िेऊि रँक िेतात परां तु आम्ही इतर सवव उपलब्धाांसाठी समाि दियम 

पाळला पादहजे (R1-R2)2 

उदाहरण 2.10: िोि दवषयाांच्या खालील दिलेल्या गुणाांसाठी रँक सहसांबांध गुणाांकाची गणिा करा A आदण B. 

Marks of Subject A 92 89 87 86 83 77 71 63 53 50 

Marks of  Subject B 86 83 91 77 68 85 52 82 37 57 

उत्तर: रँक सहसांबांध गुणाांकाची गणिा- 

Marks of Subject A R1 Marks of Subject B R2 (R1-R2)2=D2 

92 10 86 9 1 

89 9 83 7 4 

87 8 91 10 4 

86 7 77 5 4 

83 6 68 4 4 

77 5 85 8 9 

71 4 52 2 4 

63 3 82 6 9 

53 2 37 1 1 

50 17 57 3 4 

    ∑𝐷2  
=   44 
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R =  1 −
(6∑𝐷2)

(𝑁 (𝑁2−1)
  

 =  1 −
6 𝑋 44

 (103−10)
    

=  1 −
264

990
 = 0.733 

क) जेव्हा रँक समाि असतात 

काही प्रकरणाांमधे्य िोि दकां वा अदधक डेटा समाि असू शकतात म्हणूि समाि शे्रणी दिली जातात, त्या 

प्रकरणाांमधे्य आम्ही दियुक्त करतो त्या प्रते्यकाला सरासरी रँक उिाहरणार्व जर िोि व्यक्ती चौर्थ्ा स्क्र्ािावर 

समाि असतील तर प्रते्यकाला दिलेले सरासरी रँक   
4+5

2
= 4.5 त्याचप्रमाणे चौर्थ्ा स्क्र्ािावर तीि समाि 

असल्यास, त्याांिा सरासरी शे्रणी दिली जाते 
4+5 +6

3
= 5 

स्पीयरमॅिच्या सहसांबांधाच्या गुणाांकाची गणिा करण्यासाठी समाि शे्रणीचे सूि आहे – 

R = 1-   
𝟔{∑𝑫𝟐+

𝟏

𝟏𝟐
 (𝒎𝟏

𝟑−𝒎𝟏)+
𝟏

𝟏𝟐
 (𝒎𝟐

𝟑−𝒎𝟐)……..}

𝑵𝟑−𝑵
                    

जेरे् m ही वसू्तांची सांिा आहे ज्याांची शे्रणी सामान्य आहे.                   

उदाहरण 2.11: आठ अजविाराांचे X आदण Y या िोि दवषयाांतील गुण खाली िशवदवले आहेत. च्या रँक गुणाांकाची 

गणिा करा.  

Applicants A B C D E F G H 

Subject X 15 20 28 12 40 60 20 80 

Subject Y 40 30 50 30 20 10 30 60 

 

Applicants Marks in 

Subject X 

Rank 

Assigned 

Marks in 

Subject Y 

Rank 

Assigned 

(R1-R2)2=D2 

A 15 2 40 6 16 

B 20 3.5 30 4 0.25 

C 28 5 50 7 4 

D 12 1 30 4 9 

E 40 6 20 2 16 

F 60 7 10 1 36 

G 20 3.5 30 4 0.25 

H 80 8 60 8 0 

     ∑𝐷2=81.5 

 

उत्तर:  

R = 1 − 
𝟔{∑𝑫𝟐+

𝟏

𝟏𝟐
 (𝒎𝟏

𝟑−𝒎𝟏)+
𝟏

𝟏𝟐
 (𝒎𝟐

𝟑−𝒎𝟐)……..}

𝑵𝟑−𝑵
                    

 

दवषय X मधे्य 20 िोि वेळा पुिरावृत्ती होते म्हणूि m1 = 2 आदण दवषय Y 30 मधे्य तीि वेळा पुिरावृत्ती होते 

m2= 3, ही मूले्य सूिात टाकणे- 

R =  1 −
6{81.5+

1

12
(23−2) +

1

12
(33−3)}

(83−8)
 

  =  1 −
6 (81.5+0.5+2)

 (504)
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 =  1 −
6 𝑋 84

504
  

= 0 

R= 0 असल्यािे याचा अर्व िोि दवषयाांमधे्य दमळालेल्या गुणाांमधे्य कोणताही सांबांध िाही. 

सारांश 

 जेव्हा िोि वे्हररएबल्स अशा प्रकारे बिलतात की कोणत्याही क्षणी एका वे्हररएबलचे मूल्य शी सांबांदधत 

असते 

 िुसऱ्या वे्हररएबलच्या िोन्ही मूल्याांिा सहसांबांदधत चल म्हणतात. सहसांबांध दवशे्लषण ही साांख्यिकीय 

पद्धत आहे 

 िोि दकां वा अदधक चलाांमधील सांबांधाांची दडग्री मोजण्यासाठी. परस्परसांबांध दवशे्लषण स्क्र्ादपत करते 

 वे्हररएबल्समधील सांबांध पण कोणते वे्हररएबल हे कारण आहे आदण कोणते वे्हररएबल आहे हे साांगत 

िाही 

 पररणाम दकां वा िुसऱ्या शब्दाांत, चलाांमधील कायवकारण सांबांध परस्परसांबांधािे स्क्र्ादपत केला जाऊ शकत 

िाही 

शवशे्लिण   

परस्परसांबांध वेगवेगळ्ा प्रकारचे असू शकतात- 

1. सकारात्मक दकां वा िकारात्मक 

2. साधे दकां वा अिेक 

3. रेखीय दकां वा िॉिलाइिर 

कोररलेशिचा अभ्यास करण्याच्या दवदवध पद्धती आहेत, खाली िमूि केल्या आहेत- 

1. सॅ्कटर डायग्राम पद्धत 

2. कालव दपयसविचा कोररलेशि गुणाांक 

3. ख्यस्पयरमॅिचा रँक कोररलेशि 

कोररलेशि दवशे्लषणामधे्य एक अदतशय महत्त्वाची सांज्ञा ' कोररलेशिचे गुणाांक' मोजली जाते आदण िारे िशवदवली 

जाते'आर' 'r' चे मूल्य वे्हररएबल्समधील सांबांधाांची ताकि पररभादषत करते. च्या गुणाांकाचे मूल्यसहसांबांध 0 आदण 

1 िरम्याि असू शकतो. r 1 च्या जवळ जेवढा असेल दततकाच चल सांबांध अदधक मजबूत असेलr च्या सांिात्मक 

मूल्याचे दचन्ह िेखील सांबांधाांची सकारात्मक दकां वा िकारात्मक दिशा िशववते. कोररलेशिचा गुणाांक िेखील िक्त 

'दिधावररत गुणाांक' चे मूल्य दिधावररत करण्यासाठी वापरला जातोत्याचे वगीकरण करतो आदण r2 िारे िशवदवला 

जातो. दिधावराचे गुणाांक r2 एकामधे्य िरकाची टके्कवारी साांगते. 

2.7 Regression equation of line in two variable 

ररगे्रशिचा अर्व आदण प्रकार (Meaning and Types of Regression ) 

- कमीत कमी चौरस पद्धत (Least Square Method) 

- X वर Y चे ररगे्रशि (Regression of Y on X) 

- Y वर X चे ररगे्रशि (Regression of X on Y) 

ररगे्रशि गुणाांकाचे गुणधमव (Properties of Regression Coefficient) 

ररगे्रशनचा अथग आशण प्रकार (Meaning and Types of Regression): 

 ररगे्रशनचा अथग(Meaning of Regression) 

रेखीय ररगे्रशि ही एका वे्हररएबलच्या मूल्याचा अांिाज लावण्याची एक पद्धत आहे जेव्हा इतर सवव चलाांची मूले्य 

ज्ञात दकां वा दिदिवष्ट केली जातात.ज्या वे्हररएबलचा अांिाज लावला जातो त्याला ररस्पॉन्स दकां वा दडपेंडेंट वे्हररएबल 

म्हणतात. प्रदतसािाचा अांिाज लावण्यासाठी वापरल्या जाणाऱ्या चलिा दकां वा अवलांदबत चलिा पे्रदडक्टर दकां वा 

स्वतांि चल म्हणतात. रेखीय ररगे्रशि हे प्रस्तादवत करते की रेखीय समीकरणािारे वणवि केलेल्या िोि दकां वा 
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अदधक चलाांमधील सांबांध. या उदे्दशासाठी वापरल्या जाणाऱ्या रेखीय समीकरणाला रेखीय आवतवि मॉडेल 

म्हणतात. रेखीय ररगे्रशि मॉडेलमधे्य अज्ञात गुणाांक असलेले रेखीय समीकरण असते. रेखीय ररगे्रशि 

मॉडेलमधील अज्ञात गुणाांकाांिा रेखीय ररगे्रशि मॉडेलचे पॅरामीटसव म्हणतात. मॉडेलच्या अज्ञात पॅरामीटसवचा 

अांिाज घेण्यासाठी वे्हररएबल्सची दिरीक्षण केलेली मूले्य वापरली जातात. उपलब्ध िमुिा डेटा वापरूि िोि 

दकां वा अदधक चलाांमधील सांबांध िशववण्यासाठी एक रेखीय समीकरण दवकदसत करण्याची प्रदक्रया म्हणूि 

ओळखली जाते 

 रेखीय ररगे्रशनचे प्रकार(Types of Linear Regression) 

रेखीय रीगे्रशिचे प्रार्दमक उदद्दष्ट िोि दकां वा अदधक चलाांमधील सांबांध व्यक्त करण्यासाठी दकां वा प्रदतदिदधत् 

करण्यासाठी एक रेखीय समीकरण दवकदसत करणे आहे. ररगे्रशि समीकरण हे गदणतीय समीकरण आहे . 

 समपगक सािे रेखीय ररगे्रशन (Fitting Simple Linear Regression) 

एक उिाहरण दवचारात घ्या दजरे् आपल्याला पादहजे आहे दपकाच्या उत्पन्नाचा अांिाज लावा (दकलो. प्रदत 

एकर)खताच्या प्रमाणात एक रेषीय कायव म्हणूि लागू (दकलो. प्रदत एकर). या उिाहरणात, ि पीक उत्पन्नाचा 

अांिाज लावायचा आहे. म्हणूि, ते आहे अवलांबूि वे्हररएबल आदण Y. ि िारे िशवदवले जाते लागू केलेल्या खताची 

मािा बिलते अांिाज बाांधण्याच्या उदे्दशािे वापरले जाते.म्हणूि, हे स्वतांि चल आहे आदण आहे X  िारे िशवदवले 

जाते. 

Table2.1 

खत ची शकंमत(X)(शकलो. प्रशत एकर ) (Fertilizer) उत्पन्न (Y)  (00 शकलो मधे्य) (Yield) 

30 43 

40 45 

50 54 

60 53 

70 56 

80 63 

 

Table 2.1 खताची मािा िशववते आदण सहा प्रकरणाांसाठी पीक उत्पन्न. या जोड्या दिररक्षणाांचा वापर सॅ्कटर 

दमळदवण्यासाठी केला जातो 

Fig 2.1 मधे्य िशवदवल्याप्रमाणे आकृती (Scatter Diagram) 

 
Fig 2.1: िान्ाच्या उत्पन्नाचा सॅ्किर आकृती आशण वापरलेल्या खताची मािा. 

आम्हाला सरळ रेषा काढायची आहे सॅ्कटर डायग्राममधील दबांिूांच्या सवावत जवळ (Fig 3.1). जर सवव दबांिू 

समरेख्यखत असतील (ते आहे, सरळ रेषेवर), तेरे् असती अशी रेषा काढायला हरकत िाही. आहे एक समस्ा 
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कारण सवव दबांिू a वर िाहीत सरळ रेषा.सॅ्कटर डायग्राममधील दबांिू हे करतात notforma सरळ रेषा, आम्हाला 

सरळ काढायची आहे रेषा जी या दबांिूांच्या सवावत जवळ आहे. सैद्धाांदतकदृष्ट्या,सांभाव्य रेषेची सांिा अमयावदित 

आहे. हे आहे म्हणूि काही अट दिदिवष्ट करणे आवश्यक आहे आम्ही सरळ रेषा काढतो याची खािी करण्यासाठी 

ते सॅ्कटरमधील सवव डेटा पॉइांट्सच्या सवावत जवळ आहे आकृती कमीतकमी चौरसाांची पद्धत प्रिाि करते 

सवोत्तम दिटची ओळ कारण ती डेटाच्या सवावत जवळ आहे िुसार सॅ्कटर डायग्राममधील दबांिू दकमाि चौरस 

तत्त्व. 

 सवागत कमी चौरसांची पद्धत ( Method of Least Square): सवोतृ्कष्ट दिटची ओळ दमळदवण्यासाठी 

वापरलेले तत् ला दकमाि चौरसाांची पद्धत म्हणतात.कमीत कमी चौरसाांची पद्धत दवकदसत झाली ॲदडर ि-

मायरे लॅजेंडर े  आदण कालव फे्रडररक याांिी गॉस एकमेकाांपासूि स्वतांिपणे. चला तत्त्वामागील मध्यवती कल्पिा 

समजूि घ्या दकमाि चौरसाांची. समजा डेटामधे्य n च्या जोड्याांचा समावेश आहे मूले्य (x1 , y1 ), (x2, y2), 

…, (xn, yn) आदण समजा की दिलेल्या डेटाशी उत्तम बसणारी ओळ आहे खालीलप्रमाणे दलदहले आहे. Ŷ 

=a + bX    (येरे्, Ŷ  आहे Y कॅप म्हणूि वादचचे.) या समीकरणाला म्हणतात अांिाज समीकरण. तेच वापरत 

आहे ख्यस्क्र्राांकाांची मूले्य a आदण b, अांिादजत मूल्य Y चे Ŷi =a + bXi िारे दिलेले आहेत  , जेरे् xi  आहे 

स्वतांि वे्हररएबलचे मूल्य आदण Yi  आहे Y चे सांबांदधत अांिादजत मूल्य. लक्षात ठेवा स्वतांि वे्हररएबलचे 

दिरीक्षण केलेले मूल्य yi Y हे अांिादजत मूल्यापेक्षा वेगळे आहे Yi . 

दिरीक्षण मूल्यवाि (yi ) आदण अांिाज  मूले्य Yi Y पैकी ( ) पूणवपणे जुळत िाही कारण दिरीक्षणे सरळ रेषेवर 

पडत िाहीत. िदिरीक्षण मूले्य आदण मधे्य िरक अांिादजत मूल्याांिा िुटी दकां वा अवशेष म्हणतात.^Ŷ गदणती 

बोलणे प्रमाण y1 − Y1, y2 − Y2 -------- yn − Yn दकां वा समतुल्य, 

प्रमाण y1 − (a + bx1 ), y2 − (a + bx2 ), ......, yn - (a + bxn) हे दिरीक्षण केलेल्या मूल्याांचे दवचलि आहे 

सांबांदधत अांिादजत मूल्याांमधूि Y चा आदण म्हणूि त्याांिा िुटी दकां वा अवशेष म्हणतात. आम्ही  दलहा ei= yi − 

Y1 = yi - (a + bxi), i = 1, 2, ...., n साठी. भौदमदतकदृष्ट्या, अवदशष्ट ei, जे yi − (a + bxi ), अिुलांब सूदचत 

करते. अांतर (जे सकारात्मक दकां वा िकारात्मक असू शकते) दिरीक्षण मूल्य िरम्याि (yi ) आदण अांिाज मूल्य 

(Yi ). 

दकमाि वगावच्या पद्धतीचे तत्त्व खालील प्रमाणे साांदगतले जाऊ शकते. 

सवव शय सरळ रेषाांमधे्य की सॅ्कटर आकृतीवर, ची रेषा काढली जाऊ शकते. सवोतृ्कष्ट तांिुरुस्त ची व्यािा 

अशी आहे जी कमी करते. अवशेषाांच्या वगाांची बेरीज, म्हणजेच बेरीज अांिादजत y-मूल्याांच्या दवचलिाांचे वगव 

दिरीक्षण केलेल्या y-मूल्याांमधूि. िुसऱ्या शब्दाांत, ि सवोत्तम दिटची ओळ दिधावररत करूि प्राप्त केली जाते 

ख्यस्क्र्र a आदण b जेणेकरूि दकमाि आहे. 

∑ 𝒆𝒊
𝟐𝒏

𝒊=𝟏 =  ∑ (𝑦𝑖 − 𝑦𝑖̂)
2 =𝑛

𝑖=1 ∑ [𝑦𝑖 − (𝑎 + 𝑏𝒙𝒊)]
2𝑛

𝑖=1  

हे वापरूि प्राप्त केलेली सरळ रेषा तत्त्वाला सवावत कमी ररगे्रशि रेषा म्हणतात.  लाक्षदणकररत्या, आम्ही 

दलदहतो 

𝑆2 = ∑ (𝑦𝑖 − 𝑦𝑖̂)
2

𝑛

𝑖=1
 

चौरस िुटी ांची बेरीज म्हणूि. हे िेखील असू शकते म्हणूि दलदहले 

𝑆2 = ∑[𝑦𝑖 − (𝑎 + 𝑏𝒙𝒊)]
2

𝑛

𝑖=1

 

आम्हाला a आदण b ख्यस्क्र्राांक ठरवायचे आहेत अशा प्रकारे की S2 दकमाि आहे.लक्षात घ्या की S2 एक सतत 

आदण आहे a आदण b िोन्हीचे दभन्न कायव. आम्ही a च्या सांिभावत S2 मधे्य िरक करा (ब ते गृहीत धरूि ख्यस्क्र्र 

रहा) आदण b च्या सांिभावत (अ गृहीत धरूि ख्यस्क्र्र) आदण b च्या सांिभावत ( a आहे असे गृहीत धरूि  ख्यस्क्र्र). 
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त्यािांतर आम्ही या िोन्ही वु्यत्पन्नाांची समािता करतो S2 कमी करण्यासाठी शून्यावर. पररणामी,आपल्याला 

खालील िोि रेषीय समीकरणे िोि मधे्य दमळतात अज्ञात a आदण b. 

∑ 𝒚𝒊
𝒏
𝒊=𝟏  =na+𝒃∑ 𝒙𝒊

𝒏
𝒊=𝟏      

∑ 𝒙𝒊𝒚𝒊
𝒏
𝒊=𝟏  = 𝒂∑ 𝒙𝒊

𝒏
𝒊=𝟏  +𝒃∑ 𝒙𝒊

𝟐𝒏
𝒊=𝟏  

जेव्हा आपण ही िोि रेखीय समीकरणे सोडवतो, a आदण b ची मूले्य  कमी करतात जी S2दिले िारे जातात 

a=𝒚  -b𝒙 

b = 
𝒄𝒐𝒗  (𝒙,𝒚)

𝝈𝒙
𝟐 , 

cov(x.y) = 
𝟏

𝒏
∑ 𝒙𝒊𝒚𝒊

𝒏
𝒊=𝟏  -𝒙𝒚  and 

𝝈𝒙
𝟐= 

𝟏

𝒏
∑ 𝒙𝒊

𝟐 − 𝒙
𝟐
      𝒏

𝒊=𝟏  

प्राप्त केलेल्या a आदण b ची मूले्य बिलणे ररगे्रशि समीकरणात वर िशवदवल्याप्रमाणे 

Y = a + bX, 

आम्हाला समीकरण दमळते 

𝑌 −  𝒚     =b (X- x  ) 

X वर Y चे ररगे्रशि (Regression of Y on X) 

आम्ही आता b साठी bYX िोटेशि सािर करतो.जेव्हा Y हे अवलांबूि चल असते आदण X असते स्वतांि  चल. 

X वर Y चे रेखीय ररगे्रशि असे गृहीत धरते वे्हररएबल X हे स्वतांि वे्हररएबल आहे आदण वे्हररएबल Y हे अवलांबूि 

वे्हररएबल आहे. क्रमािे हे स्पष्ट करण्यासाठी, आम्ही रेखीय व्यक्त करतो खालीलप्रमाणे ररगे्रशि मॉडेल.  

𝑌 −  𝒚     =𝑏𝑥𝑦 (X- x  ) 

or 
Y=𝑏𝑥𝑦X 

येरे्, b ची जागा bYX िे घेतली आहे हे लक्षात घ्या 

𝑏𝑦𝑥=  
𝑐𝑜𝑣(𝑋,𝑌)

𝑉𝑎𝑟(𝑋)
 

      = 
∑(𝑥𝑖−𝑥 )(𝑦𝑖−𝑦 )

∑( 𝑥𝑖−𝑥)2
 

        = 
∑𝑥𝑖𝑦𝑖−𝑛𝑥𝑦

∑𝑥𝑖
2−𝑛(𝑥)

2 

Y वर X चे ररगे्रशि. (Regression of X on Y) 

िोटेशि bXY म्हणजे b जेव्हा X असतो अवलांबूि चल आदण Y स्वतांि आहे चल 

 Y वर X चे रेखीय ररगे्रशि असे गृहीत धरते वे्हररएबल Y हे स्वतांि वे्हररएबल आहे आदण वे्हररएबल X हे 

अवलांबूि वे्हररएबल आहे. क्रमािे हे मॉडेल वेगळे आहे हे स्पष्ट करण्यासाठी X वर Y चे रेखीय ररगे्रशि, आपण 

व्यक्त करतो खालीलप्रमाणे रेखीय ररगे्रशि मॉडेल. 

X = a′ + b′Y. 

दकमाि चौरसाांची पद्धत, लागू केल्यावर या मॉडेलमधे्य खालील अदभव्यक्ती होतात ख्यस्क्र्र a′ आदण b′ साठी. 

𝑎′ = 𝑥 − 𝑏′𝑦            आणण 
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               𝑏′=  
𝑐𝑜𝑣(𝑋,𝑌)

𝑉𝑎𝑟(𝑋)
 

मधे्य a′ आदण b′ ची मूले्य बिलणे  रेखीय ररगे्रशि मॉडेल, आम्हाला दमळते 

X=a’+b’y 

X=𝑥 − 𝑏′𝑦 + 𝑏′𝑦 

𝑋 −  𝒙     =b (Y- y  ) 

िीप: वरील समीकरणातील ख्यस्क्र्र b′Y. In वर X चा ररगे्रशि गुणाांक म्हणतात हे स्पष्ट करण्यासाठी, यापुढे ते 

होईल.   

b′ ऐवजी bXY असे दलदहले आहे. सवावत कमी चौरस म्हणूि Y वर X चे ररगे्रशि असे दलदहले जाईल. 

(𝑋 −  𝒙 )    =b YX (Y- y  ) 

लक्षात घ्या की Y वर X चे रेखीय ररगे्रशि आहे म्हणूि व्यक्त केले. 

 येरे् लक्षात घ्या की b च्या जागी bXY िे घेतले आहे. हे करू शकता म्हणूि दलहावे 

 𝑏𝑥𝑦=  
𝑐𝑜𝑣(𝑋,𝑌)

𝑉𝑎𝑟(𝑌)
 

      = 
1

𝑛
∑(𝑥𝑖−𝑥 )(𝑦𝑖−𝑦 )

1

𝑛
∑( 𝑦𝑖−𝑦)2

 

िाखवत आहे की ख्यस्क्र्राांक 1 

 

उदाहरण 2.12: खत वापराच्या डेटासाठी आदणधान्याचे उत्पन्न तक्ता 3.2 मधे्य दिले आहे. 

1. उत्पन्नाच्या ररगे्रशिची रेषा दमळवा खताच्या प्रमाणात धान्य   वापरले. 

2. कमीत कमी चौरस ररगे्रशि रेषा काढा. 

3. धान्याच्या उत्पन्नाचा अांिाज केव्हा 90 दकलो च्या खताचा वापर केला जातो. 

उत्तर: 

खतची शकंमत   X = xi उत्पन्न    Y = yi Xi2 xiyi 

30 43 900 1290 

40 45 1600 1800 

50 54 2500 2700 

60 53 3600 3180 

70 56 4900 3920 

80 63 6400 5040 

330 314 19900 17930 

उत्तर: 

        Since  n=6                ∑ 𝑥𝑖 = 330  6
𝑖=1                 ∑ 𝑦𝑖 = 3146

𝑖=1    

∑𝑥𝑖2 = 19900

𝑛

𝑖=1

  ∑𝑥𝑖𝑦𝑖 = 17930

𝑛

𝑖=1
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                                            𝑥 =∑
𝑥𝑖

𝑛
 =55          𝑦 =∑

𝑦𝑖

𝑛
 =52.3 

                                            𝑏𝑥𝑦=   
∑𝑥𝑖𝑦𝑖−𝑛𝑥𝑦

∑𝑥𝑖
2−𝑛𝑥

2  

                                          = 
17930−6𝑋55𝑋52.3

19900−6𝑋3025
 

                                                 =
671

1750
  =0.38 

                                                 a = 𝒚 -𝒃𝒙𝒚 . 𝒙 

.शेवटी x वरील y च्या ररगे्रशिची रेषा आहे                    

                  Y=31.4+ 0.38 X 

 
2. कमीत कमी चौरस ररगे्रशि रेषा काढण्यासाठी, आम्ही X ची कोणतीही िोि सोयीस्कर मूले्य दिवडतो आदण 

Y ची सांबांदधत मूले्य शोधा 

x = 35. y = 44.7 साठी 

x = 45, y = 48.5 

िोि गुण जोडणे (35,44.8) आदण (45,48.6), आम्हाला Fig 3.2 मधे्य ओळ दमळते 

3. ररगे्रशि समीकरणात x = 90 टाकणे 

Ŷ= 31.4 + 0.38 × 90 = 65.6 

उदाहरण 2.13: दडपाटवमेंटल स्ट्ोअर सेल्समििा प्रदशक्षण आदण त्यािांतर चाचणी सेवेत िेते. कोणत्याही 

सेल्समिची सांबांदधत कामदगरीचा अिुभव ते त्यािे दमळवलेले दवक्री गुण रेखीयररत्या सांबांदधत आहे. खालील डेटा 

चाचणी गुण आदण िऊ सेल्समििी केलेली दवक्री दिदित कालावधी िेतो. 

चाचणी गुण (X) 16 22 28 24 29 25 16 23 24 

दवक्री ('00 Rs.) (Y) 35 42 57 40 54 51 34 47 45 

1. X वर Y ची ररगे्रशि रेषा दमळवा. 

2. X = 17 असतािा Y चा अांिाज लावा. 

उत्तर: गदणते स्पष्टपणे िशवदवण्यासाठी, खालील तक्ता तयार आहे 

X=xi Y=yi xi− x yi−y (xi− x )2 (xi− x )(yi−y ) 

16 35 -7 -10 49 70 

22 42 -1 -3 1 3 

28 57 5 12 25 60 

24 40 1 -5 1 -5 
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n=9 and                 ∑ 𝑥𝑖 = 207  9
𝑖=1              ∑ 𝑦𝑖 = 4059

𝑖=1    
 

                                            𝑥 =∑
𝑥𝑖

𝑛
 =23          𝑦 =∑

𝑦𝑖

𝑛
 =45 

 

कारण X आदण Y ची साधिे सांपूणव आहेत सांिा, सूि वापरणे शे्रयस्कर आहे 

∑(𝑥𝑖−𝑥 )(𝑦𝑖−𝑦 )

∑( 𝑥𝑖 − 𝑥)2
 

for calculation of byx 

Line of regression of Y  on X 

Y=a+bxy X 

𝑏𝑥𝑦 =
𝐶𝑜𝑣(𝑋,𝑌)

𝜎𝑥
2   

=

∑(𝑥𝑖−𝑥 )(𝑦𝑖−𝑦 )

𝑛
∑( 𝑥𝑖−𝑥)2

𝑛

  

=
∑(𝑥𝑖−𝑥 )(𝑦𝑖−𝑦 )

∑( 𝑥𝑖−𝑥)2
 

=
271

166
= 1.6325   

 And  a = 𝒚 -𝒃𝒙𝒚 . 𝒙 = 7.4525 

येरे्, X वर Y च्या ररगे्रशि रेषा आहे(Line of Regression of Y on X) 

Y = 7.4525 + 1.6325X 

ii) X = 17 असतािा Y चा अांिाज(Estimate of Y when X=17) 

Y = 7.4525 + (1.6325) (17) 

   = 35.205 

उदाहरण 2.14: मोठ्या िदिवचर स्ट्ोअरचे व्यवस्क्र्ापि दवक्री(हजारो मधे्य रु.) (X) सांिेच्या आधारावर दिलेल्या 

दिवशी त्या दिवशी स्ट्ोअरला भेट दिलेल्या लोकाांची (Y) सांिा दिदित करू इख्यच्छतो . आवश्यक िोांिी ठेवल्या 

गेल्या, आदण एक यादृख्यच्छक िहा दिवसाांचा िमुिा अभ्यासासाठी दिवडण्यात आला.साराांश पररणाम 

खालीलप्रमाणे होते . 

∑𝑥𝑖 = 370, ∑ 𝑦𝑖 = 580  ∑ 𝑥𝑖
2 = 17200 

∑ 𝑦𝑖
2 = 41640, ∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖 = 11500  ,n=10  

x वरील y च्या ररगे्रशिची रेषा शोधा.                 

उत्तर: x वरील y च्या ररगे्रशिची रेषा 

X=a’+bxyY 

𝑏𝑥𝑦 =
𝐶𝑜𝑣(𝑋,𝑌)

𝜎𝑦
2          𝑥 =∑

𝑥𝑖

𝑛
 =37          𝑦 =∑

𝑦𝑖

𝑛
 =58 

 

                                            𝑏𝑥𝑦=   
∑𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑛
− 𝑥𝑦

∑𝑦𝑖
2

𝑛
− 𝑦2

 

29 54 6 9 36 54 

25 51 2 6 4 12 

16 34 -7 -11 49 77 

23 47 0 2 00 00 

24 45 1 0 1 00 

207 405 00 00 166 271 
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                                        𝑏𝑥𝑦=   
11500  

10
 −( 

370

10
)(

580

10
)

[(
41640

10
)(

580

10
)]

2  

 

                                                 =
996

800
 

                                                     = 1.245 

𝑥 -𝑏𝑥𝑦 . 𝑦 

= 37- (-1.245)(58)= 109.21 

x वरील y च्या ररगे्रशिची रेषा 
X=109.21 – 1.245Y 
सराव उदाहरणे 

1. एखाद्या कां पिीच्या मिुष्यबळ दवकास व्यवस्क्र्ापकाला हवे आहे दक उत्पािि दवभागात िोकरी अजव करणाऱ्या 

व्यक्ती ांचे मादसक उत्पन्न दिराकरण करण्यासाठी एक उपाय शोधा. म्हणूि त्याांिी त्या दवभागातील व्यक्ती ांचा 

वषाांची सेवा आदण त्याांचे मादसक उत्पन्न 7 चा डेटा गोळा केला. 

व्यक्ती ांचा वषाांची सेवा 11 7 9 5 8 6 10 

सेवेचे (X) मादसक उत्पन्न  

(Rs. 1000) (Y) 

 

10 8 6 5 9 7 11 

वषाांच्या सेवेवर उत्पन्नचे ररगे्रशि समीकरण शोधा. 

2. खालील डेटावरूि X वर Y आदण Y वर X च्या ररगे्रशि समीकरणाांची गणिा करा  

X 10 12 13 17 18 

Y 5 6 7 9 13 

 

3. पाच (5) जोड्याांवर एका दवदशष्ट दिवेररएट डेटासाठी दिरीक्षणे दिली 

∑ x = 20, ∑ y = 20, ∑ x2 = 90, 

   ∑ y2 = 90, ∑ xy = 76 

 गणिा करा     (i) cov(x,y)  (ii) byx and bxy  (iii) r 

4. खालील डेटावरूि x = 125 असतािा y ची दकां मत काढा 

X 120 115 120 125 126 123 

Y 13 15 14 13 12 14 

5. खालील तक्ता यादृख्यच्छकपणे 10 दिवडलेले कामगार चाचणी गुण आदण उत्पािकता दििेशाांक योग्यता िेतो. 

चाचणी गुण (X) 60 62 65 70 72 48 53 73 65 82 

उत्पािकता दििेशाांक (Y) 68 60 62 80 85 40 52 62 60 81 

िोि ररगे्रशि समीकरणे दमळवा आदण  

a. ज्याचा चाचणी गुण 95 आहे त्या कामगाराचा उत्पािकता दििेशाांक काढा. 

b. जेव्हा उत्पािकता   दििेशाांक 75 आहे त्या कामगाराची चाचणी गुण काढा. 

6. खालील डेटासाठी योग्य ररगे्रशिची  गणिा करा: 

X (Independent variable) 2 4 5 6 8 11 

Y (Dependent variable) 18 12 10 8 7 5 
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7. अर्वशास्त्रातील दवद्यार्थ्ाांिारे (X) आदणगदणत (Y) दमळालेले गुण खालीलप्रमाणे आहेत  

X 59 60 61 62 63 

Y 78 82 82 79 81 

X वर Y चे ररगे्रशि समीकरण शोधा. 

8. खालील दिवैररएट डेटासाठी िोि ररगे्रशि समीकरणे प्राप्त करा: 

X 1 2 3 4 5 

Y 5 7 9 11 13 

 

9. खालील डेटावरूि समीकरण िोि ररगे्रशिओळी ांचे दमळवा: 

X 6 2 10 4 8 

Y 9 11 5 8 7 

 

10. खालील डेटासाठी ररगे्रशि X वर Y ची ओळ शोधा  

X 1 2 3 

Y 2 1 6 

  x = 4 तेव्हा y चे सांभाव्य मूल्य शोधा. 

11. खालील डेटावरूि, ररगे्रशि X वर Y चे समीकरण आदण X = 10 असतािा  Y ची दकां मत शोधा  

X 1 2 3 4 5 6 

Y 2 4 7 6 5 6 

12. खालील िमुिा 12 दवद्यार्ीच्या िररोज अभ्यासाचे तास (X) आदण गुण (Y)  दमळालेले क्रमाांक िेतो . 

X 3 3 3 4 4 5 5 5 6 6 7 8 

Y 45 60 55 60 75 70 80 75 90 80 75 85 

अभ्यासाचे तास वर मार्क्वची ररगे्रशि लाइि दमळवा. 

 

संदभग (References): 

1. http://www.purplemath.com/ 

2. https://www.khanacademy.org/ 

3. https://archive.nptel.ac.in/courses/111/105/111105077/ 
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युशनि - 3 

प्रोबॅशबशलिी ऑफ रँडम वे्हररएबल्स 

(Probability of Random Variable) 

अभ्यासक्रम शनष्पत्ती (Course Outcome): 

CO3: दिलेल्या समस्ाांचे दिराकरण करण्यासाठी सांभाव्यतेची तते्त्व वापरा 

घिक शनष्पत्ती  (Theory Learning Outcome): 

1. बेरीज आदण गुणाकार सांभाव्यता प्रमेय वापरूि समस्ा सोडवा. 

2. सशतव सांभाव्यता वापरूि समस्ा सोडवा 

3. बाईस' दसद्धाांत वापरूि समस्ा सोडवा. 

संभाव्यता ( Probability ) 

3.1 सांभाव्यता  - व्यािा ( Definition ) 

3.2 सांभाव्यतेचे बेरीज आदण गुणाकाराचे  प्रमेय 

       ( Theroem of Probability   - Addition  and  Multiplication  ) 

3.3 सशतव सांभाव्यता   ( Conditional  Probability ) 

3.4 बाईस' दसद्धाांत   ( Bayes ' Theorem  ) 

ओळख  (INTRODUCTION  ) 

खालील दवधािे काळजीपूववक वाचा 

i. बहुतेक आज पासूि पाऊस पडेल. 

ii. महागाई वाढण्याचा संभव खूप आहे. 

iii. शनशितच मला प्रर्म  शे्रणी दमळणार. 

बहुतेक , सांभव , दिदित यासारखे शब्द शयता िशववतात.  र्ोडयात िैिांदिि जीविात ( day -to-day life) 

शयताांचा दवचार आपण करत असतो.  

सांभाव्यता हा शब्द अदिदिततेच्या घटिेशी सांबांदधत आहे.  सांभाव्यता दसद्धाांत म्हणजे अदिदिततेचा अभ्यास.    

3.1 व्याख्या 

3.1.1 प्रयोग (Experiment): ज्या कृती दकां वा कामदगरीची पुिरावृत्ती कमी-अदधक समाि ख्यस्क्र्तीत केली 

जाऊ शकते आदण त्याचे काही दवदशष्ट पररणाम असतील त्याला प्रयोग (Experiment) असे म्हणतात. 

उिा.  

1. िाणे हवेत िेकणे आदण छापा ( H ) दकां वा काटा ( T )आहे की िाही हे तपासणे याला प्रयोग 

(Experiment)  म्हणतात. 

2. हायडर ोजि (H2 ) आदण ऑख्यर्क्जि ( O2 )  याांची रासायदिक अदभदक्रया करूि पाणी दमळवणे हा प्रयोग 

(Experiment )  आहे.  

3. 52 पे्लइांग काडवमधूि काडव काढणे आदण काडवचा प्रकार तपासणे हा िेखील प्रयोग आहे. 

प्रयोगाचे  दोन प्रकारचे आहेत.  

1. यादृस्तिक प्रयोग ( Random  Experiment ): एखाद्या प्रयोगाचे पररणाम समाि पररख्यस्क्र्तीत 

पुिरावृत्ती होत असतािाही सारखे िसतील तर त्याला  यादृख्यच्छक प्रयोग  ( Random  Experiment ) 

म्हणतात. उिा. िाणे िेकणे, िासे  टाकणे हे  यादृख्यच्छक प्रयोगाचे साधारण उिाहरण आहेत. 

2. शनिागरवादी प्रयोग ( Deterministic Experiment ):जर प्रयोगाचे पररणाम त्याच प्रारां दभक ख्यस्क्र्तीत 

पुिरावृत्ती केल्यावर बिलत िाहीत तर त्याला दिधावरात्मक प्रयोग ( Deterministic Experiment ) 
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म्हणतात. उिा. हायडर ोजि ( H2 ) आदण ऑख्यर्क्जि ( O2 ) पासूि पाणी ( Water – H2O ) तयार 

करणे. 

3.1.2 रँडम  एक्सपेररमेंि-यादृस्तिक प्रयोग (Random Experiment): या प्रयोगात सवव सांभाव्य िदलते 

अगोिरच मादहत असतात. पण त्यापैकी कोणत्याही िदलत बद्दल दिदित  भाकीत  आपण  करू  शकत  िाही  

. सवव  िदलते  सत्य  असण्याची  शयता  समाि  असते अशा प्रयोगाला यादृख्यच्छक प्रयोग ( Random  

Experiment ) असे म्हणतात. उिा.  िासा िेकणे आदण समोर दिसणाऱ्या िांबरचे दिरीक्षण करणे हा यादृख्यच्छक 

प्रयोग आहे कारण समोर दिसणारा क्रमाांक  {1, 2, 3, 4, 5, 6} या सांचातील असू शकतो, ज्याचा प्रयोग 

करण्यापूवी अांिाज लावता येत िाही. 

 वेगवेगळ्ा रांगाांचे बॉल असलेल्या बॉर्क्मधूि बॉल घेणे आदण दवदशष्ट रांगाच्या बॉलचे दिरीक्षण करणे हा    

  एक यादृख्यच्छक प्रयोग आहे. बल्बच्या गटातूि बल्बच्या आयुष्याची लाांबी तपासणे हा एक यादृख्यच्छक प्रयोग 

आहे.  सवव प्रकारच्या सांशोधि उपक्रमाांमधे्य यादृख्यच्छक प्रयोग सामान्य आहेत. 

उिाहरणार्व, 

1. लोकाांच्या गटावर िवीि औषध िेणे आदण त्याची प्रभावीता पाहणे. 

2. कारखान्यातूि उत्पािि घेणे आदण ते सिोष आहे की िाही याची पडताळणी करणे. 

3. उत्तम शैक्षदणक कामदगरीसाठी प्रदशक्षण िेणे आदण त्याची पररणामकारकता मोजणे. 

3.1.3  शनष्पत्ती  ( Outcomes):  यादृख्यच्छक प्रयोगाच्या िदलताला दिष्पत्ती ( Outcomes ) म्हणतात 

उिा.  

1. एक िाणे िेकणे या प्रयोगाच्या िोिच दिष्पत्ती आहेत. छापा ( H) दकां वा काटा  ( T ) 

2. एक िासा टाकणे  या   यादृख्यच्छक  प्रयोगात त्याच्या 6 पृष्टभागावर असणाऱ्या  दबांिूांच्या  सांिेवरूि 6 

दिष्पत्ती शय आहेत. 1 दकां वा  2  दकां वा 3 दकां वा 4 दकां वा 5 दकां वा 6. 

3.1.4 नमुना अवकाश (Sample Space): यादृख्यच्छक प्रयोगाच्या सवव साध्या पररणामाांच्या दकां वा िमुिा 

दबांिूांच्या सांचाला िमुिा अवकाश (Sample space) म्हणतात. िमुिा अवकाश ( Sample space) हे ‘S’  

आदण  ‘Ω’( Omega)  अक्षरािे िशवदवले जाते . 

उिा. 1) एक िाणे िेकणे            S={H , T }        n(S)= 2 

        2)  िोि िाणे िेकणे       S={HH ,HT, TH, TT }        n(S)= 4 

        3) तीि िाणे िेकणे       S={HHH , HHT, HTH, TTH, THT, HTT, THH ,TTT }   n(S)= 8 

        4) एक िासा टाकला          S={1, 2, 3, 4, 5, 6 }           n(S)= 6 

3.1.5   घिना (Events): दवदशष्ट अट पूणव  करणाऱ्या दिष्पत्तीला अपेदक्षत   दिष्पत्ती ( favourable outcome)  

म्हणतात.  िमुिा  अवकाश दिला असेल तर अपेदक्षत   दिष्पत्तीच्या सांचाला  'घटिा ' ( Events) म्हणतात. घटिा 

हा  िमुिा अवकाशाचा ( Sample space ) उपसांच  असतो. अशाप्रकारे घटिा हे िमुिा जागेचे उपसांच आहेत 

ज्यात सांभाव्यता दवचाराधीि  िां कशन्स (functions)  िारे सांभाव्यता दियुक्त केल्या जातात. 

3.1.6  घिना चे प्रकार ( Types of Events)  

1) एकघिकी घिना ( Simple events)  :  

ज्या घटिेला िक्त एक साधा घटक  असतो त्याला  एकघटकी घटिा ( Simple events)  म्हणतात. 

   उिा. िाणे िेकण्याच्या प्रयोगात छापा ( H )  दमळण्याची घटिा. 

2) संयुक् घिना (Compound events): एकापेक्षा जास्त  घटक असलेल्या घटिेला सांयुक्त घटिा ( 

Compound events)  म्हणतात. उिा. एक िासा टाकल्यािांतर सम ( even ) दकां वा   दवषम  ( odd) सांिा  

येणे.  
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3) अशक्य घिना ( Impossible Events): प्रयोगात कोणताही िमुिा दबांिू ररकाम्या सांचाचा ( Empty set  

denoted by Ø- phi) िसतो आदण त्यामुळे घटिा कधीही होऊ शकत िाही. अशा प्रकारे ररकाम्या सांच   

घटिेला अशय घटिा ( Impossible Events) म्हणतात. त्याची  सांभाव्यता ( Probability ) शून्य      

( Zero) असते.  

4) पूरक संच ( Complementary Events): पूरक घटिा अशा िोि घटिा आहेत की एक घटिा घडेल जर 

िुसरी घडली िाही. िोि घटिाांिा पूरक घटिा  म्हणूि वगीकृत करण्यासाठी ते परस्पर अपवजी आदण 

सववसमावेशक असले पादहजेत. उिाहरणार्व, परीक्षा उत्तीणव होणे दकां वा परीक्षा उत्तीणव ि होणे. एखाद्या घटिा ( 

Events)  वणवि प्रयोगाच्या पररणामाांचा सांच म्हणूि केले जाऊ शकते. अशा प्रकारे, घटिा ( Events) िेहमी 

िमुिा अवकाश ( Sample space)  जागेचा उपसांच असेल. एक कायवक्रम होऊ द्या. A ची पूरकता A' दकां वा 

Ac म्हणूि िशवदवली जाते. A आदण A' दमळूि पूरक घटिा तयार करतात.  

5) परस्पर अपवजी घिना ( Mutually exclusive Events): िोि दकां वा अदधक सांच परस्पर अपवजी 
आहेत असे म्हटले जाते, जर त्याांच्यात कोणताही साधा घटक सामाईक िसेल. िुसऱ्या शब्दाांत साांगायचे तर, 

कोणत्याही घटिेची घटिा इतर घटिा वगळते. उिा.  एक िासा  टाकल्यािांतर  

िमुिा अवकाश ( Sample space), S  = {1, 2, 3, 4, 5, 6} 

A आदण B या िोि घटिा अशा आहेत 

A={1, 3, 5}    ,  B= { 2, 4, 6} 

तर असे लक्षात येते की,  

B= A’= सांच A चा पूरक सांच (Complement of set A) 

 A= B’= सांच B चा पूरक सांच (Complement of set B) 

अशा प्रकारे A आदण B एकमेकाांच्या पूरक घटिा आहेत. A आदण B या िोि घटिा परस्पर अपवजी आहेत असे 

म्हटले जाते जर AꓵB=Ø, empty set. 

6) सवगसमावेशी घिना (Exhaustive events): िोि घटिाांिा परस्पर सववसमावेशी (Exhaustive) म्हटले 

जाते जर त्यापैकी दकमाि एक घटिा घडण्याची खािी असेल तर ती घटिा दिदितपणे घडेल. 

उिा.  छापा ( Head) दमळण्याच्या घटिा आदण काटा ( Tail) दमळदवण्याच्या घटिा, जेव्हा िाणे िेकले जाते 

तेव्हा एकमेकाांिा सववसमावेशी  असतात. 

7) समसंभाव्य घिना(Equally likely Events): घटिाांच्या समाि सांभाव्यतेसह िोि दकां वा अदधक घटिाांिा 

समाि सांभाव्य घटिा ( Equally likely Events)म्हणतात. ते साधे दकां वा दमदश्रत असू शकत िाहीत 

उिाहरण . एक िाणे िेकणे 

A= छापा (H) दमळवण्याची घटिा  

B= काटा (T) दमळवण्याची घटिा 

या प्रयोगात, A आदण B िोन्ही घटिा घडण्याची समाि शयता आहे. जेणेकरुि A आदण B सारिाच सांभाव्य 

घटिा आहेत. दततयाच समसांभाव्य घटिा  ( Equally likely Events)आदण परस्पर अपवजी घटिा ( 

Mutually exclusive Events)  एकमेकाांपासूि स्वतांि आहेत. 

सोडवलेली उदाहरणे (Solved Problems) 

उदाहरण-3.1:  

1. एक िासा (dice) िेकले असता. िमुिा अवकाश ( Sample space)  दलहा  

तसेच  खालील घटिा सांच ( Events) दलहा 

a) िासा वरील  सांिा सम (Even no ) आहे 
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b) िासा वरील सांिा दवषम ( Odd no) आहे 

या घटिा समसांभाव्य घटिा  ( Equally likely Events)आदण परस्पर अपवजी घटिा  (Mutually 

exclusive Events)  आहेत  का? 

उत्तर :   एक िासा िेकला असता  

S = { 1, 2, 3, 4, 5, 6 } 

घटिा  A =  िासा वरील सांिा सम आहे    

 = { 2, 4, 6 } 

घटिा  B =   िासा वरील सांिा दवषम  आहे 

= { 1, 3, 5 } 

दिरीक्षण  केले  असता असे  आढळते  की , AꓵB=Ø,  empty set. 

घटिा  A   आदण B  परस्पर अपवजी  घटिा (Mutually exclusive Events)  आहेत. ते एकाच वेळी घडू  

शकत  िाही. तसेच A आदण  B मधे्य प्रते्यकी 3 घटक आहेत. म्हणजेच ते समसांभाव्य घटिा ( Equally likely 

Events)आहेत कारण त्याची सांभाव्यता सारखी  आहे.  

2) िोि िाणे िेकले असता िमुिा अवकाश (Sample space) ललहा  
तसेच  खालील घटिा सांच ( Events) दलहा 

िक्त  िोि छापा  ( exactly 2 head ) 

कमीत  कमी   एक   छापा ( Atleast 1 head)  

एकही छापा िाही ( No head ) 

उत्तर :   िोि िाणे हवेत िेकले असता  

 िमुिा  अवकाश  , S= { HH , HT, TH , TT }                                                          

a )  घटिा  A =  िक्त  िोि छापा  ( exactly 2 head ) 

                      = { HH } 

b)    घटिा  B =   कमीत  कमी   एक   छापा ( Atleast 1 head)  

         = { HT, TH, HH } 

c)  घटिा  C =   एकही छापा िाही ( No head ) 

                       = { TT }                   

संभाव्यतेची शास्त्रीय शकंवा गशणतीय व्याख्या (Definition of Probability ) 

एक सोपा प्रयोग दवचारात  घेऊ. एका दपशवीत  समाि आकाराचे चार चेंडू आ्हेत. त्यातील  तीि  चेंडू पाांढरे व 

चौर्ा चेंडू काळा आ्हे. डोळे दमटूि त्यातील  एक चेंडू काढायचा आ्हे. काढलेला  चेंडू पाांढरा असण्याची  शयता   

जास्त  आ्हे, हे सहज  कळते. गशणती भािेत एखाद्या  अपेशक्षत  घिनेची शक्यता दशगवणाऱ्या   संखे्यला  

संभव्यता (Probability ) असे म्हणतात. 

एखाद्या  यादृख्यच्छक प्रयोगा साठी िमुिा अवकाश  S असेल  आदण  A ही त्या  प्रयोगासांबांधी  अपेदक्षत घटिा  

असेल तर त्या  घटिेची  सांभाव्यता  ‘P(A)’ अशी  िशववतात  आदण पुढील सूिािे  ठरवतात. 

𝑃(𝐴) =
𝑛(𝐴)

𝑛(𝑆)
=

घटिा  ′𝐴′ मधील  िमुिा घटकाांची सांिा

िमुिा अवकाशातील   ′𝑆′  एकूण घटकाांची सांिा 
 

वरील प्रयोगात, उचललेला चेंडू पाांढरा असणे’ ही घटिा A असेल, तर n(A) = 3, कारण पाांढरे चेंडू तीि 

आहेत आदण एकूण चेंडू चार असल्यािे   𝑛(𝑆)  =  4 

उचललेला चेंडू पाांढरा असणे, याची सांभाव्यता  P(A) =  
n(A)

n(S)
= 

3

4
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तसेच‘उचललेला चेंडू काळा असणे’ ही घटिा B असेल, तर 𝑛(𝐵) =  1  

P(A) =  
n(A)

n(S)
=  

1

4
 

सरावासाठी उदाहरणे (Excersice) 

1. िोि िाणी िेकली असता खालील घटिाांची सांभाव्यता काढा. 

a. कमीत कमी एक छापा  ( H)  दमळणे    

b. एकही छापा ( H) ि दमळणे. 

2. िोि िासे एकाच वेळी टाकले असता खालील घटिाांची सांभाव्यता काढा. 

a. पृष्ठभागावरील अांकाांची बेरीज कमीत कमी 10 असणे. 

b. पृष्ठभागावरील अांकाांची बेरीज 33 असणे. 

c. पाहील्या िाशावरील अांक िुसऱ्या िाशावरील अांकापेक्षा मोठा असणे. 

3. एका पेटीत 15 दतकटे आहेत. प्रते्यक दटकीटावर 1 ते 15 पैकी  एक सांिा दलहीलेली आहे. त्या पेटीतूि 

एक दतकीट या पद्धतीिे काढले तर दतकीटावरची सांिा ही 

a. सम सांिा असणे.  

b. सांिा 5 च्या पटीत असणे, या घटिेची सांभाव्यता काढा 

3.2 संभाव्यतेची प्रमेये- शथओरॅम्स  ऑफ  प्रोबॅशबशलिी   (Theorems of Probability) 

3.2.1 संभाव्यतेचे बेरजेचे शसद्धांत 

व्याख्या: जर A आदण B या मयावदित िमुिा अवकाश  S मधील िोि घटिा असतील, तर घटिाांपैकी दकमाि 

एक घडण्याची सांभाव्यता अशी पररभादषत केली जाते, 

𝑃( 𝐴 ∪ 𝐵) 𝑜𝑟 𝑃( 𝐴 + 𝐵 ) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃( 𝐴 ∩ 𝐵) 

Proof : घटिा अवकाश ( Sample space S) हा परस्पर अपवजी घटिा ( Mutually exclusive Events), 

सववसमावेशी घटिा ( Exhaustive events) , समसांभाव्य घटिा  ( Equally likely Events) याांचा सांचआ 

 

 

वरील वेि आकृतीवरूि ( Venn diagram) , सांच दसद्धाांताची सांकल्पिा वापरूि, 

  𝑛( 𝐴 ∪ 𝐵)  = 𝑛(𝐴) + 𝑛(𝐵) − 𝑛( 𝐴 ∩ 𝐵) 

म्हणूि  𝑛(𝑆) ≠ 0 , िोिी बाजूला 𝑛(𝑆) िे Divide करा 

                    
𝑛( 𝐴 ∪ 𝐵)

𝑛(𝑆)
=

𝑛(𝐴)

𝑛(𝑆)
+

𝑛(𝐵)

𝑛(𝑆)
−

𝑛( 𝐴 ∩ 𝐵)

𝑛(𝑆)
 

सांभाव्यतेच्या व्यािे िुसार, 

       𝑃( 𝐴 ∪ 𝐵) 𝑜𝑟 𝑃( 𝐴 + 𝐵 ) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃( 𝐴 ∩ 𝐵) ---------------------   (1) 

महत्वाचे शिप्स : जर A आदण B  परस्पर अपवजी घटिा असतील तर ते एकाच वेळी होऊ शकत िाहीत 

म्हणजेच ते  ररक्त सांच ( Empty sets or Disjoint sets) असतात . 
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     𝐴 ∩ 𝐵 = 0 
∴  𝑃( 𝐴 ∩ 𝐵) = 0 

म्हणूि दवधाि (1) कमी होऊि बिले, 

𝑃( 𝐴 ∪ 𝐵) 𝑜𝑟 𝑃( 𝐴 + 𝐵 ) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵)      ---------------------  (2) 

जर A , B  आदण C  परस्पर अपवजी घटिा  (mutually  exclusive ) आदण समसांभाव्य  (Equally likely 

events  )असतील तर 

𝑃( 𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶)  = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) + 𝑃(𝐶) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) − 𝑃(𝐵 ∩ 𝐶) 
                                            −  𝑃(𝐴 ∩ 𝐶) + 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶)    ----------------------(3) 
 

जर A , B आदण C  परस्पर अपवजी घटिा (mutually  exclusive  events )  असतील तर , 

              A ∩ 𝐵 = 𝐵 ∩ 𝐶 = 𝐴 ∩ 𝐶 = 𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶 = 0 
            ∴ 𝑃( A ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐵 ∩ 𝐶) = 𝑃(𝐴 ∩ 𝐶) = 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶) = 0 

 म्हणूि दवधाि (3) कमी होऊि बिले, 

 𝑃( 𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶)  = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) + 𝑃(𝐶)           --------------------- (4) 

 

3.2.2   ∅  हा जर ररक् संच (Empty set ) असेल तर 𝑷(∅) = 𝟎 

     जर ∅  हा जर ररक्त सांच ( Empty set )असेल तर   

                ∅ = empty set 
 = {    }                   ∴ 𝑛(∅) = 0 

       सांभाव्यतेच्या व्यािे िुसार,  

 P(∅) =
𝑛(∅)

𝑛(𝑆)
                    इरे्  𝑛(𝑆) ≠ 0 

  = 
0

𝑛(𝑆)
  = 0 

 ∴  𝑷(∅) = 𝟎 

3.2.3 कोणत्याही शून् नसलेल्या घिना A ( A≠ 𝟎) साठी, दाखवा 𝑷(𝑨′) = 𝟏 − 𝑷( 𝑨) 

सांच  𝑨′  हा सांच  A  चा पूरक सांच ( Complementary set )  आहे  

सांच दसद्धाांतािुसार,        n(A′ ∪ A) = n(S)  &  n( A′ ∩ A) = 0 

                         P(A′ ∪ A) =  
n(A′∪A)

𝑛(𝑆)
= 1       &        P(A′ ∩ A) = 0 

सांभाव्यतेच्या बेरजेच्या दसद्धाांतािुसार, 

 𝑃( 𝐴 ∪ A′)  = 𝑃(𝐴) + 𝑃(A′) − 𝑃( 𝐴 ∩ A′) 
∴       1       =       𝑃(𝐴) + 𝑃(A′) − 0 

                                     ∴   𝑃(𝐴) + 𝑃(A′) = 1              --------------------------------(5) 

दकां वा   𝑃(A′) = 1 − 𝑃(𝐴)                                              --- ---------- ------------------ (6) 

संभाव्यतेच्या समस्या सोडवण्यासाठी उपयुक् सूचना  (Useful Hints for solving examples    of 

probability) : 

डी मॉगविचा (De Morgan’s law) दियम सांभाव्यतेचे उिाहरणे सोडवण्यासाठी खूप उपयोगी आहे. 

(𝐴 ∪ 𝐵)′ = 𝐴′  ∩  𝐵′ 
(𝐴 ∩ 𝐵)′ = 𝐴′  ∪  𝐵′ 

कोणत्याही A  आदण B िोि घटकासाठी 

जर परस्पर  अपवजी असतील तर 𝑃( 𝐴 ∪ 𝐵) 𝑜 = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) 

जर सववसामावेशी असतील तर  𝑃( 𝐴 ∪ 𝐵) = 1 

जर परस्पर  अपवजी आदण सववसामावेशी असतील तर 𝑃( 𝐴 ∪ 𝐵)  = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) 

कोणत्याही A  आदण B िोि घटकासाठी 

𝑃(𝐴) = 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) + 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵′) 
𝑃(𝐵) = 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) + 𝑃(𝐴′ ∩ 𝐵) 

𝑃(𝐴 ∪ 𝐵)′ = 𝑃(𝐴′  ∩  𝐵′) 
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𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)′ = 𝑃(𝐴′  ∪  𝐵′) 

सांभाव्यतेमधे्य कमीत कमीचा अर्व ( Meaning of Atleast ) 

कमीत कमी एक घटक A  आदण B  मधील , म्हणजे  𝐴 ∪ 𝐵 

 𝐴 ∪ 𝐵 = 1 − (𝐴 ∪ 𝐵)′ 
 ∴ 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 1 − 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵)′ 
   = 1 − 𝑃( 𝐴′  ∩  𝐵′ ) 

सांभाव्यतेमधे्य जास्तीत जास्त चा अर्व ( Meaning of At most )   

जास्तीत जास्त एक घटक A  आदण B  मधील,  𝐴 ∩ 𝐵 

𝐴 ∩ 𝐵 चा पूरक सांच  (𝐴 ∩ 𝐵)′ 

(𝐴 ∩ 𝐵)′ = 𝐴′  ∪  𝐵′ 
∴ 𝑃 (𝐴 ∩ 𝐵)′ = 𝑃( 𝐴′  ∪  𝐵′) 

सांभाव्यतेमधे्य ‘ िक्त ‘ चा अर्व (meaning of only): 

P(A आदण B पैकी िक्त एक) = 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵′) +  𝑃(𝐴′ ∩ 𝐵) 

संयोजन/ कॉस्तिनेशन्स ( Combinations )आशण क्रमपररवतगन/ पेरमुिेशन्स ( Permutations) :  

संयोजन/ कॉस्तिनेशन्स ( Combination ) :   nCr=
𝒏!

𝒓!(𝒏−𝒓)!
  

उिा.  I) :   5C1=
5!

1!(5−1)!
= 5 

    II) 10C3=
10!

3!(10−3)!
=120 

Factorial n! = 𝒏 (𝒏 − 𝟏)(𝒏 − 𝟐)(𝒏 − 𝟑)……𝟑 × 𝟐 × 𝟏 

उिा.  I)  5! = 5 × 4 × 3 × 2 × 1 = 120 

     II) 3 ! = 3 × 2 × 1 = 6 

क्रमपररवतगन/ पेरमुिेशन्स ( Permutations) :   nPr=
𝒏!

(𝒏−𝒓)!
 

उिा.  I) :   5P1=
5!

(5−1)!
= 5 

52 पते्तची पािे (52 playing cards) बिल मादहती:  

 
एकूण पत्त्ाांची पािे = 52 playing cards 

 एकूण िांबर असणारे काडव = 4× 10 = 40  काडव 

एकूण दचि ( Face cards ) असणारे काडव = 4× 3 = 12   काडव 

एकूण राजा ( King) = 4 × 1 = 4   काडव 

एकूण राणी ( Queen) = 4 × 1 = 4   काडव 

एकूण जोकर ( Joker ) = 4 × 1 = 4   काडव 

सांभाव्यते मधे्य दकां वा ( OR)  म्हणजे बेरीज ( Adding the probability) 

𝑃(𝐴 𝑜𝑟 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) 

सांभाव्यते मधे्य आदण ( AND ) म्हणजे गुणाकार ( Multiplying the probability) 

            𝑃(𝐴 𝑎𝑛𝑑 𝐵) = 𝑃(𝐴) × 𝑃(𝐵) 
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सोडवलेली उदाहरणे (Solved Problems) 

उदाहरण 3.2: तीि िाणी ( coin )एकाच वेळी िेकली जातात. खालील घटकाांची सांभाव्यता  

( probability) काढा 

a. सवव छापा ( H ) 

b. अगिी 1 छापा ( H ) 

c. कमाि 1 छापा ( H ) 

उत्तर :  घटिा अवकाश  S={HHH , HHT, HTH, TTH, THT, HTT, THH ,TTT }     𝑛(𝑆) =  8 

A= सवव छापा ( All Head ) 

= { HHH }           𝑛(𝐴) = 1 

P(A)=P( All head)  =
𝑛(𝐴)

𝑛(𝑆)
= 

1

8
 

B= अगिी 1 छापा  ( exactly 1 head) 

= { HTT, THT, TTH }     𝑛(𝐵) = 3 

P(B)=P(exactly 1 head)  =
𝑛(𝐵)

𝑛(𝑆)
= 

3

8
 

C= कमाि 1 छापा ( atleast 1 head ) 

  = 1 छापा दकां वा 2 छापा दकां वा 3 छापा 

= { HHH, HHT, HTH, THH, HTT, THT, TTH}   𝑛(𝐶) = 7 

P(C)=P(Atleast  1 head)  =
𝑛(𝐶)

𝑛(𝑆)
= 

7

8
 

उदाहरण  3.3: एक िासा  टाकला  असता खालील प्रते्यक अट पूणव करणाऱ्या घटिेची सांभाव्यता काढा 

a. वरच्या पृष्टभागावर 5 

b. दवषम सांिा (odd no) 

c. सांिा 1 पेक्षा मोठी असणे (greater than 1) 

d. सांिा 4 च्या पटीत असणे (multiple of 4) 

उत्तर :  घटिा अवकाश   𝑆 =  {1, 2, 3, 4, 5, 6 }    𝑛(𝑆) =  6 

A= वरच्या पृष्टभागावर 5 

= { 5 }     𝑛(𝐴) = 1 

P(A)=P( 5)  =
𝑛(𝐴)

𝑛(𝑆)
= 

1

6
 

B= दवषम सांिा 

= { 1, 3, 5 }       𝑛(𝐵) = 3 

P(B)=P(odd no)  =
𝑛(𝐵)

𝑛(𝑆)
= 

3

6
 = 

1

2
 

C= सांिा 1 पेक्षा मोठी असणे 

    = { 2, 3, 4, 5, 6}     𝑛(𝐶) = 5 

P(C)=P(greater than  1)  =
𝑛(𝐶)

𝑛(𝑆)
= 

5

6
 

D = सांिा 4 च्या पटीत असणे 

= { 4 }        𝑛(𝐷) = 1 

P(C)=P(multiple of 4)  =
𝑛(𝐶)

𝑛(𝑆)
= 

1

6
 

उदाहरण 3.4: काडाांच्या पॅकमधूि एक काडव काढले जाते. काढलेले काडव एकतर चौकट ( diamond) दकां वा 

दकल्वर( Club ) एक्का आहे याची सांभाव्यता शोधा. 

उत्तर :   

A: चौकट काडव काढण्याची घटिा 

B : क्लबचा एक्का काढण्याची घटिा. 
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चौकट ( diamond) : P(A) चे काडव काढण्याची सांभाव्यता :  P(A) = 
13

52
 

दकल्वर( Club ) चा एक्का काढण्याची सांभाव्यता. P(B) = 
1

52
 

परस्पर अपवजी घटिा असल्यामुळे, चौकट ( diamond) दकां वा दकल्वर( Club) 

P(B) एक्का म्हणूि काडव काढण्याची शयता आहे. 

𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) =  𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵)  =  
13

52
+

1

52
 =  

14

52
 

उदाहरण 3.5: योग्य रीतीिे  दपसलेल्या ५२ पत्त्ाांच्या  कॅटमधूि एक पत्ता काढला तर खालील घटिाांची 

सांभाव्यता काढा . 

सात ( 7)       

लाल   पत्ता ( a red colour card) 

बदाम पत्ता  ( a heart)   

लाल सहा ( a red six) 

उत्तर :  योग्य रीतीिे  दपसलेल्या ५२ पत्त्ाांच्या  कॅटमधूि एक पत्ता काढला तर  𝑛(𝑆) = 52 

A = सात ( 7) 

    = {4  cards)     𝑛(𝐴) = 4 

𝑃(𝐴) =
𝑛(𝐴)

 𝑛(𝑆)
=  

4

52
 =  

1

13
 

B= बिाम पत्ता (a heart) 

   = {13  cards)     𝑛(𝐵) = 13 

𝑃(𝐵) =
𝑛(𝐵)

 𝑛(𝑆)
=  

13

52
 =  

1

4
 

C= लाल पत्ता (a red colour card) 

    = {26  cards)               𝑛(𝐶) = 26 

P(C)  =
𝑛(𝐶)

 𝑛(𝑆)
= 

26

52
 =  

1

2
  

D= लाल सहा ( a red six) 

   = {2  cards)                          𝑛(𝐷) = 2 

𝑃(𝐷) =
𝑛(𝐷)

 𝑛(𝑆)
=  

2

52
 =  

1

26
 

 

उदाहरण 3.6: एका वगावत 20 मुले आदण 15 मुली आहेत. या दवद्यार्थ्ाांपैकी एकाची वगावचे प्रदतदिदधत्  

करण्यासाठी यादृख्यच्छकपणे दिवड केली जाते. दवद्यार्ी मुलगी दिवडली जाण्याची सांभाव्यता दकती आहे ? 

उत्तर :  एका वगावत 20 मुले आदण 15 मुली आहेत. एकूण ( 20 मुले +15 मुली ) = 35 दवद्यार्ी 

35 दवद्यार्थ्ाांपैकी एक यादृख्यच्छकपणे दिवड केली जाते, 35C1  

A= दवद्यार्ी मुलगी   

    = {15C1 }         𝑛(𝐴) = 15 

𝑃(𝐴) =
𝑛(𝐴)

 𝑛(𝑆)
=  

15

35
 =  

3

7
 

 

उदाहरण  3.7: एका बॉर्क्मधे्य 8 दिळे, 7 दहरवे आदण 5 लाल बॉल असतात. बॉर्क्मधूि एक बॉल घेतला   

जातो. बॉल असण्याची सांभाव्यता काय आहे? 

a. लाल बॉल 

b. दिळा बॉल 

c. दहरवे बॉल 

d. दपवळा बॉल 
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उत्तर : एका बॉर्क्मधे्य एकूण (8 दिळे + 7 दहरवे +5 लाल बॉल )= 20 बॉल बॉर्क्   मधूि  एक बॉल  दिवडला 

तर तो २० पद्धतीिे दिवडता येईल.        𝑛(𝑠) = 20 

  a)  A   = लाल बॉल 

   = { 5 लाल बॉल} 

            𝑛 (𝐴) = 5          

                                         𝑃(𝐴)   =
𝑛(𝐴)

 𝑛(𝑆)
= 

5

20
 =  

1

4
 

  b)   B   = दिळा बॉल 

   = { 8 दिळा बॉल }   𝑛(𝐵) = 8          

                                           𝑃(𝐵) =
𝑛(𝐵)

 𝑛(𝑆)
= 

8

20
 =  

2

5
   

  c)  A   = दहरवे बॉल 

   = { 7 दहरवे बॉल ल}                                 𝑛 (𝐶) = 7 

           𝑃(𝐶)   =
𝑛(𝐶)

 𝑛(𝑆)
= 

7

20
  

  d)      D   = दपवळा बॉल 

   = { 0 दपवळा बॉल }          𝑛 (𝐷) = 0          

                                          𝑃(𝐷)  =
𝑛(𝐷)

 𝑛(𝑆)
= 

0

20
 =  0 

  

उदाहरण 3.8: एका बॅगमधे्य 1 ते 20 क्रमाांकाची 20 दतदकटे असतात. एक दतकीट यादृख्यच्छकपणे काढले जाते.    

सांभाव्यता शोधा की ती 3 दकां वा 5 च्या पटीिे क्रमाांदकत आहे. 

उत्तर : एका बॅगमधे्य 1 ते 20 क्रमाांकाची 20 दतदकटे आहेत. त्यापैकी एक दतकीट दसलेक्ट केले. 

 35C1 पद्धतीिे म्हणजेच २० ways. 

घटिा अवकाश   𝑆 =  {1, 2, 3, 4, . . . . . . , 19, 20 }                        𝑛(𝑆) =  20 

A= दतकीट वरील िांबर हा 3 दकां वा 5 च्या पटीत आहे( multiple of 3 or 5) 

= { 3, 5, 6, 9, 10, 12, 15, 18, 20 }  }                                           𝑛(𝐴) =  9 

𝑃(𝐴)   =
𝑛(𝐴)

 𝑛(𝑆)
=  

9

20
 

उदाहरण 3.9: योग्य रीतीिे  दपसलेल्या 52 पत्त्ाांच्या  कॅटमधूि यादृख्यच्छकपणे काढलेली िोि काडे काढली 

असता एकाच सूटच्या राजा ( king) आदण राणीच्या (queen ) जोडी दमळण्याची शयता शोधा. 

उत्तर : 52 पत्त्ाांच्या  कॅटमधूि 2 काडव बाहेर  52C2  ways िे काढता येते. 

𝑛(𝑆) = 52C2 = 
52×51

1×2
= 26 × 51 

घटिा A = एकाच सूटच्या राजा (king) आदण राणीच्या ( queen) जोडीतूि काढलेली िोि काडे 

= प्रते्यक सूट मधे्य राजा ( king )आदण राणी (queen)ची एक जोडी असते आदण असे 4 सूट  (pair) असतात. 

= { 4 pair } 

𝑛(𝐴) = 4  

𝑃(𝐴)  =
𝑛(𝐴)

 𝑛(𝑆)
=  

4

26 × 51
=  

2

663
 

उदाहरण 3.10: मुकेश आदण राकेश या िोि दवद्यार्थ्ाांिारे उिाहरणे सोडवण्याची सांभाव्यता  
𝟏

𝟐
  आदण  

𝟏

𝟑
  

आहे. समसे्चे दिराकरण होण्याची शयता काय आहे? 

उत्तर :       A = मुकेशिे समस्ा सोडवणे 

𝑃(𝐴) =   
1

2
 

 B = राकेशिे समस्ा सोडवणे 

𝑃(𝐵) =   
1

3
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समसे्चे दिराकरण होण्याची सांभाव्यता म्हणजेच 

समस्ा सोडवली जाते, जर ती त्यापैकी दकमाि एकािे सोडवली असेल 

समजा   E= घटिा “ समसे्चे दिराकरण होणे” 

   =  A दकां वा B दकां वा िोघे 

𝑃(𝐸) = 𝑃 ( A दकां वा B दकां वा िोघे) 

    =  𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) 
  = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃( 𝐴 ∩ 𝐵) 

 = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃( A आदण B) 

= 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃( 𝐴)  × (𝐵) 

                             = 
1

2
+

1

3
− (

1

2
×

1

3
) 

                             = 
4

6
   

                             = 
2

3
 

सरावसंच: 

1) एकाच वेळी तीि िाणी िेकली असता खालील घटिाांची सांभाव्यता शोधा 

a) 3 छापा (3 head) 

b) दकमाि 1 छापा (atleast 1 head) 

c)  दकमाि 2 छापा (atleast 2 head) 

2) िोि िाणी िेकली असता खालील घटिाांची सांभाव्यता काढा. 

a) कमीत कमी एक छापा  ( H)  दमळणे    

b ) एकही छापा ( H) ि दमळणे. 

3) 2 िासे एकाच वेळी िेकले असता पृष्ठभागावर दिसणाऱ्या खालील घटिाांची सांभाव्यता काढा.  

a) एकूण बेरीज 6 

b) एकूण बेरीज 9 पेक्षा जास्त  

c) एकूण बेरीज 7 पेक्षा कमी 

4) एका टेदिस क्लब मधे्य 16 मुली ( girls) आदण 8 मुले ( boys) आहेत. यापैकी एक यादृदचक पद्धतीिे        

दिवडला असता ती मुलगी असेल याची सांभाव्यता दकती असेल? 

5) एका बॉर्क्मधे्य 7 दिळे (blue) , 8 दहरवे ( green)  , 5 िारांगी ( orange) आदण 10 लाल (red)  बॉल 

असतात. बॉर्क्मधूि एक बॉल घेतला असता तो बॉल खालील पैकी असण्याची सांभाव्यता काय आहे? 

        a) लाल बॉल ( red ball) 

        b) िारांगी बॉल ( orange ball) 

        c) दहरवे दकां वा लाल बॉल  ( green or red ball ) 

        d) दिळा बॉल िाही ( not blue ball )  

6) 2 िासे एकाच वेळी िेकले असता पृष्ठभागावर दिसणाऱ्या सांिेची एकूण बेरीज 9 आहे त्याची सांभाव्यता     

काढा. 

7) एक िासा टाकला असता वरच्या पृष्टभागावरील सांिा 4 पेक्षा मोठी असण्याची सांभाव्यता काढा. 

8) योग्य रीतीिे दपसलेल्या ५२ पत्त्ाांच्या कॅटमधूि एक पत्ता काढला तर असता कलर काडव (Colour card) 

असण्याची सांभाव्यता काढा. 

9) एका वगवखोलीमधे्य 12 दवद्यार्ी आहेत त्या पैकी 5 मुले आदण बाकीचे मुली आहेत तर यापैकी एक यादृदचक 

पद्धतीिे दिवडला असता ती मुलगी असेल याची सांभाव्यता दकती असेल? 
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10) एका बॉर्क्मधे्य 5 पाांढरे (white) , 8 दहरवे ( green)  आदण 7 लाल (red)  बॉल असतात. बॉर्क्मधूि 

एक बॉल घेतला असता तो बॉल पाांढरा िसण्याची सांभाव्यता काय आहे? 

11) एका बॅग मधे्य 10 पाांढरे आदण 10 काळे बॉल्स (Balls) आहेत. त्यापैकी  2 बॉल्स ( Balls)  बाहेर काढले 

असता ते एकाच रांगाचे  ( same colour) असण्याची सांभाव्यता काढा . 

12) जर A आदण B या मयावदित िमुिा अवकाश  S मधील िोि घटिा असतील, 𝑃( 𝐴 ∪ 𝐵) =
5

6
    ,  

𝑃( 𝐴 ∩ 𝐵 ) =
1

3
  , 𝑃(𝐵′) =  

1

3
  , तर  𝑃(𝐴) दकां मत काढा 

13) जर 𝑃(𝐴) =
1

2
   ,  𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) =

1

6
  & 𝑃( 𝐴 ∪ 𝐵) =

7

12
  , तर  𝑃(𝐵) &  𝑃( 𝐴′  ∪ 𝐵′)दकां मत काढा. 

14) योग्य रीतीिे  दपसलेल्या ५२ पत्त्ाांच्या  कॅटमधूि एक पत्ता काढला तर काढलेला काडव  एक्का ( ace ) 

दकां वा राजा ( king) असण्याची सांभाव्यता दकती असेल? 

15) 2 िासे एकाच वेळी िेकले असता पृष्ठभागावर दिसणाऱ्या सांिेची एकूण बेरीज ७ दकां वा गुणाकार १२ 

असणाऱ्या घटिेची सांभाव्यता काढा. 

उत्तरे 

1)        a)       
1

8
                    b) 

7

8
                   c) 

1

2
                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                         

2)  a)       
3

4
  b)  

1

4
 

3)  a) 
5

36
  b)  

1

6
   c) 

5

12
    

4)     
2

3
 

5) a)  
1

3
   b)  

1

6
   c)  

3

5
   d)  

23

30
 

6)   
1

9
                7)  

1

3
   8)  1   9)      

7

12
 

10)      
3

4
   11)  

9

19
   12)  

1

2
    

13)   a)       
1

4
                      b)  

5

6
                         14)    

2

13
  15)  

2

9
 

3.3 सशतग संभाव्यता/ कंशडशनल  प्रोबॅशबशलिी (CONDITIONAL PROBABILITY): िैिांदिि 

व्यवहारात अगिी सहजपणे सांभाव्यतेदवषयी बोलले जाते. उिाहरणार्व, आज पाऊस पडण्याची शयता दकती 

आहे?, भारतीय सांघ उद्याच्या दक्रकेटच्या सामन्यात दजांकण्याची शयता दकती आहे? अशा स्वरूपाच्या चचाव या 

सांभाव्यतेदवषयी असतात. ‘सशतव सांभाव्यता’ हा सांभाव्यतेचाच एक प्रकार आहे. समजा आकाशात भरपूर काळे 

ढग दिसत असतील, तर पाऊस पडण्याची शयता जवळजवळ १००% आहे, असे म्हटले जाते. आकाशात 

काळे ढग दिसणे या घटिेमुळे पाऊस पडण्याच्या शयतेत वाढ होणे हे सशतव सांभाव्यतेचेच उिाहरण 

आहे. ‘A’ या घटिेची सांभाव्यता काढतािा, िुसरी  ‘B’  ही घटिा घडली असल्याची मादहती वापरूि काढलेल्या 

सांभाव्यतेस ‘A’ ची सशतव सांभाव्यता असे म्हणतात.  𝑃(𝐴\𝐵) या सांकेतिािे ही सशतव सांभाव्यता िशवदवली 

जाते.सशतव सांभाव्यता काढण्यासाठी िोि घटिाांच्या छेििाच्या (एकदितपणे घडूि येण्याच्या) सांभाव्यतेचा वापर 

केला जातो. सशतव सांभाव्यता काढण्याचे सूि पुढील प्रमाणे आहे. 

𝑃(𝐴\𝐵) = 𝑃 (
𝐴

𝐵
) =

𝑃( 𝐴∩𝐵)

𝑃(𝐵)
  ,  𝑃( 𝐵) ≠ 0 

वरील समीकरणात  ‘B’ ही अशय घटिा िाही, म्हणजेच 𝑃(𝐵) शून्य िाही असे मािले जाते.  

𝑃(𝐵\𝐴) = 𝑃 (
𝐵

𝐴
) =

𝑃( 𝐴∩𝐵)

𝑃(𝐴)
  ,  𝑃( 𝐴) ≠ 0 
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3.3.1 स्वतंि घिना  (INDEPENDENT EVENTS): िोि दकां वा अदधक घटिा स्वतांि आहेत असे म्हटले 

जाते, जर त्याांपैकी कोणत्याही एकाची सांभाव्यता इतर कोणत्याही घटिाांच्या घटिेमुळे प्रभादवत होत िसेल. 

𝑷( 
𝑨 

𝑩
) = 𝑷(𝑨)   आदण   𝑷( 

𝑩

𝑨
 ) = 𝑷(𝑩) 

        ∴  स्वातांत्र्य म्हणजे B चे दिरीक्षण केल्यािे A च्या सांभाव्यतेवर कोणताही पररणाम होत िाही. 

3.3.2  संभाव्यतेचे गुणाकाराचे शसद्धांत (MULTILICATION THEOREM OF PROBABILITY) 

जर A आदण B िोि स्वतांि घटिा असतील , तर  𝑷(𝑨 ∩ 𝑩) = 𝑷(𝑨) × 𝑷(𝑩)   ------------------- -  (1) 

याला सांभाव्यतेचे गुणाकार प्रमेय (Multiplication theorem of Probability) असे म्हणतात. 

दवधाि तीि स्वतांि घटिा A, B, C साठी वाढवले जाऊ शकते. 

                         𝑷(𝑨 ∩ 𝑩 ∩ 𝑪) = 𝑷(𝑨) × 𝑷(𝑩) × 𝑷(𝑪)                              --------------------  (2) 

शिप : 

1) जर A आदण B िोि स्वतांि घटिा असतील तर  

a) 𝐴 आदण 𝐵′  

b)  𝐴′ आदण 𝐵 

c) 𝐴′ आदण 𝐵′  िेखील स्वतांि घटिा आहेत. 

2) िोि घटिा A आदण B स्वतांि आहेत जर 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴) × 𝑃(𝐵) 

     अन्यर्ा ते एकमेकाांवर अवलांबूि आहेत. 

सोडवलेली उदाहरणे (Solved Problems) 
उदाहरण 3.11: जर 𝑷( 𝑨) =  

𝟐

𝟑
  , 𝑷(𝑩′) =

𝟑

𝟒
   आदण 𝑷(

𝑨

𝑩
) =

𝟒

𝟓
  , तर  𝑷 (𝑨 ∩ 𝑩)  आदण  𝑷 ( 

𝑩

𝑨
  ) 

सांभाव्यता काढा. 

 उत्तर:   𝑃( 𝐴) =  
2

3
  ,  𝑃(𝐵′) =

3

4
   

                   P(B) = 1 −  P(B′) = 1 − 
3

4
=

1

4
 

                   P (
A

B
) =

4

5
  

                  a)  सशतव सांभाव्यतेिुसार,  𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐵) ∙ 𝑃 (
𝐴

𝐵
) =

1

4
 ×

4

5
=

1

5
 

                  b)  𝐶 = 𝑃(𝐵) ∙ 𝑃 (
𝐵

𝐴
) 

                   𝑃 (
𝐵

𝐴
) =  

𝑃(𝐴∩𝐵)

𝑃(𝐴)
=

1

5
2

3

=
3

10
 

उदाहरण 3.12: बॉर्क् A मधे्य 2 दसल्वर (Silver )   आदण 4 कॉपर ( copper)िाणी आहेत. बॉर्क्  B मधे्य 4 

दसल्वर(Silver) आदण 3 कॉपर (copper) िाणी आहेत.  यादृख्यच्छकपणे एक बॉर्क् दिवडला जातो आदण 

यादृख्यच्छकपणे त्यातूि िाणे काढले जाते. ते कॉपरचे (copper) िाणे असण्याची शयता दकती आहे? 

 उत्तर:   समाज A = 1st  बॉर्क् दिवडला आदण त्यातील कॉपर िाणे  दिवडले 

 𝑃(𝐴) =
1

2
×

4

6
=

1

3
 

                     B =2nd  बॉर्क् दिवडला आदण त्यातील कॉपर िाणे  दिवडले 

                                      𝑃(𝐵) =
1

2
×

3

7
=

3

14
 

                    इरे्, A आदण B परस्पर अपवारजी घटिा आहेत, 

               ∴ 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) =  
1

3
+

3

14
=

23

42
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उदाहरण 3.13: िोि  दवद्यार्ी स्पधाव दजांकण्याचे शयता अिुक्रमे  
𝟏

𝟐
 आदण 

𝟏 

𝟑
.जर त्याांिी एकाच कां दडशि मधे्य 

स्पधे मधे्य सहभाग घेतला तर त्याांची दजांकण्याची सांभाव्यता काढा. 

 उत्तर:   𝑃(𝐴) =
1

2
                    𝑃(𝐵) =

1

3
 

                                P(A′) = 1 − P(A)       P(B′) = 1 − P(B) 

    = 1 −
1

2
=  

1

2
    = 1 −

1

3
=  

2

3
 

                 कोणतीही एक घटिा दजांकण्याची शयता 𝐴 ∪ 𝐵   

                 ∴   𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 1 − 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵)′ 
    = 𝑃(𝐴′ ∩ 𝐵′) 
    = 1 − 𝑃(𝐴′) ∙ 𝑃(𝐵′) 

    = 1 − (
1

2
×

2

3
) 

     = 
2

3
 

उदाहरण 3.14:   योग्य रीतीिे  दपसलेल्या 52 पत्त्ाांच्या  कॅटमधूि यादृख्यच्छकपणे काढलेली िोि काडे काढली 

असता पदहले काडव राजा (king) आदण िुसरे राणी (queen)असण्याची शयता शोधा.  

जर a) पदहले काडव बिलले असेल  

      b) बिलले िाही. 

 उत्तर:  a)  पदहले काडव बिलले असेल, 

52 पत्त्ाांच्या  कॅटमधे्य ४ राजा ( king) असता 

∴P( पदहले काडव राजा (king) ) = 
4

52
= 

1

13
 

काडव बिलले जाते आदण िांतर राणी (queen) काडव काढले जाते. 

∴ P(िुसरे काडव  राणी(queen) ) = 
4

52
= 

1

13
 

िोि घटिा सांभाव्यतेच्या सशतव आदण गुणाकार प्रमेयचे अिुसरण करतात 

∴ 𝑃( पदहले काडव राजा  आदण िुसरे काडव राणी )  

= P( पदहले काडव राजा ) × P(िुसरे काडव राणी ) 

                        =
1

13
 ×

1

13
 

                        =
1

169
 

                  b) पदहले काडव ि बिलता  

                          ∴ P( पदहले काडव राजा (king) ) = 
4

52
= 

1

13
 

                          पदहले काडव ि बिलता 

                      ∴ P(िुसरे काडव  राणी(queen) ) = 
4

51
 

                       ∴ 𝑃( पदहले काडव राजा  आदण िुसरे काडव राणी )  

    = P( पदहले काडव राजा ) × P(िुसरे काडव राणी ) 

                            =
𝟏

𝟏𝟑
 ×

𝟒

𝟓𝟏
 

                             =
4

663
 

उदाहरण 3.15:   A, B आदण C या तीि दवद्यार्थ्ाांिा गदणताची समस्ा दिली जाते ज्याांच्या सोडवण्याची शयता    

अिुक्रमे    
𝟏

𝟐
   ,

𝟑

𝟒
  आदण   

𝟏

𝟒
 आहे. सांभाव्यता काय आहे 

         a) समस्ा सुटणार का? 
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         b) प्रते्यकािे समस्ा सोडवली आहे का? 

         c) समस्ा त्याांच्यापैकी एकािे सोडवली िाही का? 

उत्तर:          𝑃(𝐴) =
1

2
    ∴ 𝑃(𝐴′) = 1 − 𝑃(𝐴) = 1 −

1

2
=

1

2
 

                     𝑃(𝐵) =
3

4
    ∴ 𝑃(𝐵′) = 1 − 𝑃(𝐵) = 1 −

3

4
=

1

4
 

                     𝑃(𝐶) =
1

4
    ∴ 𝑃(𝐶′) = 1 − 𝑃(𝐶) = 1 −

1

4
=

3

4
 

             

  a)   समस्ा सोडवली जाईल, जर त्यापैकी दकमाि एकािे समस्ा सोडवली.  

                  याचा अर्व आपल्याला शोधावे लागेल , 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶) 

               𝑃(𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶) =  1 − 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶)′ 

 = 1 − 𝑃(𝐴′  ∩ 𝐵′ ∩ 𝐶′) 

 = 1 −  𝑃(𝐴′)  ×  𝑃(𝐵′) × 𝑃(𝐶′) 

 = 1 −
1

2
×

1

4
×

3

4
 

 = 1 − 
3

32
 

 =
29

32
 

          b) प्रते्यकािे समस्ा सोडवली , 

                 P (प्रते्यकािे समस्ा सोडवली ) = P(A ∩ B ∩ C) 

                   जर A, B & C हे स्वतांि घटिा (independent events)  असतील , तर 

                     P(A ∩ B ∩ C) =  P(A) × P(B) × P(C) 

     = 
1

2
×

1

4
×

3

4
  

     =
3

32
 

c)  समस्ा त्याांच्यापैकी एकािे सोडवली िाही 

                  𝑃 (समस्ा त्याांच्यापैकी एकािे सोडवली िाही ) =  𝑃(𝐴′  ∩ 𝐵′ ∩ 𝐶′) 

                      जर A, B & C हे स्वतांि घटिा (independent events)  असतील , तर 𝐴′, 𝐵′ & 𝐶′ हे  सुद्धा    

                    स्वतांि घटिा (independent events)  असतील. 

                  𝑃(𝐴′  ∩ 𝐵′ ∩ 𝐶′) = 𝑃(𝐴′)  ×  𝑃(𝐵′) × 𝑃(𝐶′) 

      =
1

   2
×

1

4
×

3

4
 

       =
3

32
 

सरावसंच (Excersice) 

1) जर A आदण B या िमुिा से्पस S मधील िोि घटिा आहेत जसे की 𝑃( 𝐴) =  0.8 आदण 𝑃( 𝐵) =  0.6 

आदण 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 0.9 तर खालील घटिाांची सांभाव्यता काढा. 

                (a) 𝑃 (𝐴 ∩ 𝐵)  ,                (𝑏) 𝑃 ( 
𝐴

𝐵
 )                      (𝑐)  𝑃 ( 

𝐵

𝐴
  ) 

 

2) जर 𝑃( 𝐴) =  
1

2
   , 𝑃(𝐵′ ) = 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 

2

3
  खालील घटिाांची सांभाव्यता काढा 

               (a) 𝑃 (𝐴′  ∩  𝐵′)             (𝑏) 𝑃 ( 
𝐴

𝐵
 ) 

3) एक िासा ( die) टाकल्या िांतर  

           घटिा A = पृष्ठभागावरील िांबर दवषम (Odd) आहे 
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           घटिा  B = पृष्ठभागावरील िांबर ३ िे लहाि ( less than 3) आहे  

    तर A आदण B स्वतांि आहेत हे िाखवा. 

4)  बॉर्क् A मधे्य 4 दसल्वर (Silver )   आदण 5 कॉपर ( copper)िाणी आहेत. बॉर्क्  B मधे्य 3 दसल्वर(Silver) 

आदण 4 कॉपर (copper) िाणी आहेत.  यादृख्यच्छकपणे एक बॉर्क् दिवडला जातो आदण यादृख्यच्छकपणे त्यातूि 

िाणे काढले जाते. ते कॉपरचे (copper) िाणे असण्याची शयता दकती आहे? 

5) 𝐴, 𝐵, 𝐶  ही समस्ा सोडवण्याची सांभाव्यता अिुक्रमे   
 1

3
 ,

4

 5
,
2

 7
  आहे. त्या सवाांिी स्वतांिपणे प्रयत्न केले तर. 

समस्ा सोडवली जाण्याची शयता शोधा. 

6) एका बॉर्क्मधे्य 3 लाल आदण 2 पाांढरे बॉल असतात. िुसऱ्या बॉर्क्मधे्य 2 लाल आदण 4 पाांढरे बॉल आहेत. 

पदहल्या बॉर्क्मधूि एक बॉल यादृख्यच्छकपणे दिवडला जातो आदण िुसऱ्या बॉर्क्मधे्य पाठदवला जातो, त्यािांतर 

िुसऱ्या बॉर्क्मधूि यादृख्यच्छकपणे एक चेंडू काढला जातो. तो लाल बॉल असल्याची सांभाव्यता शोधा. 

7) एक िाणे आदण  िासा एकाच वेळी  िेकले असता घटिा  छापा (Head ) आदण 6 स्वतांि (independent) 

आदण परस्पर अपवजी  ( mutually exclusive) आहेत हे िाखवा. 

उत्तरे 

1)  (a) 
 1

2
  ,   (b) 

 5

6
   ,  (c) 

 5

8
     2)  (a) 

 1

3
  ,   (b) 

 1

2
    

4)  
 71

126
       5) 

 19

21
     6) 

 13

25
 

3.4 बायेस शसद्धांत  ( Bayes’ Theorem) 

प्रमेय दवधाि:   जर A आदण B  हे िोि घटिा असतील तर बेजचे च्या दसद्धाांतािुसार, 

𝑷(𝑨|𝑩) =
𝑷(𝑩|𝑨)×𝑷(𝑨)

𝑷(𝑩)
  ,  𝑷( 𝑩) ≠ 𝟎 

  जर A आदण B हे िोि घटिा असतील आदण 𝑃(𝐵) ≠ 0 

 * 𝑃(𝐴|𝐵)दह सशतव सांभाव्यता आहे : - A या घटिेची सांभाव्यता काढतािा, िुसरी  ‘B’  ही घटिा घडली    

असल्याची मादहती वापरली जाते 

 * 𝑃(𝐵|𝐴)दह सशतव सांभाव्यता आहे : - B या घटिेची सांभाव्यता काढतािा, िुसरी  ‘A’  ही घटिा घडली   

असल्याची मादहती वापरली जाते.  

 A ची शयता B दिदित केली आहे दकां वा दिली आहे म्हणूि त्याचा अर्व लावला जाऊ शकतो कारण 

 𝑃(𝐴|𝐵) = 𝑃(𝐵|𝐴) 

पुरावा: 

         जर A आदण B  हे िोि घटिा असतील तर 

                𝑃(𝐴|𝐵)  = 𝑃 (
𝐴

𝐵
) =

𝑃( 𝐴∩𝐵)

𝑃(𝐵)
  ,  𝑃( 𝐵) ≠ 0                     ----------------------------  (1) 

जेरे् 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) ही A आदण B िोन्ही सत्य असण्याची सांभाव्यता आहे. 

               त्याचप्रमाणे  𝑃(𝐵|𝐴)  = 𝑃 (
𝐵

𝐴
) =

𝑃( 𝐴∩𝐵)

𝑃(𝐴)
  ,  𝑃( 𝐴) ≠ 0    ------------------------------(2) 

                 ∴   𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) =  𝑃(𝐵|𝐴) ∙  𝑃( 𝐴)    ------------------------------(3) 

समीकरण (3) च्या मादहतीवरूि , समीकरण (1) ची दकां मत दमळेल, 

            𝑷(𝑨|𝑩) =
𝑷(𝑩|𝑨)×𝑷(𝑨)

𝑷(𝑩)
  ,  𝑷( 𝐁) ≠ 𝟎                      
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सोडवलेली उदाहरणे (Solved Problems) 

उदाहरण  3.15: तीि बॉर्क्मधे्य अिुक्रमे 6 लाल, 4 काळे ;  4 लाल, 6 काळे आदण 5 लाल, 5 काळे बॉल 

आहेत . बॉर्क्पैकी एक यादृख्यच्छकपणे दिवडला जातो आदण त्यातूि एक बॉल काढला जातो. काढलेला चेंडू 

लाल असल्यास, तो पदहल्या बॉर्क्मधूि  काढल्याची सांभाव्यता शोधा. 

उत्तर:  X, Y, Z आदण A ची व्यािा खालीलप्रमाणे करू द्या 

X = प्रर्म बॉर्क्  दिवडला आहे 

Y= बॉर्क् िुसरा दिवडला आहे 

Z =बॉर्क् दतसरा दिवडला आहे 

A = काढलेला बॉल  लाल आहे 

तीि बॉर्क् असल्यामुळे आदण तीि बॉर्क्पैकी एक यादृख्यच्छकपणे दिवडला आहे, म्हणूि: 

                      𝑃(𝑋)  =  𝑃(𝑌)  =  𝑃(𝑍)  =  ⅓ 

जर X आधीच आला असेल, तर प्रर्म बॉर्क् दिवडला गेला आहे, ज्यामधे्य 6 लाल आदण 4 काळे बॉल  आहेत. 

त्यातूि लाल बॉल  काढण्याची शयता 6/10 आहे. 

तर, 𝑃(𝐴/𝑋)  =  6/10 

त्याचप्रमाणे, तुमच्याकडे 𝑃(𝐴/𝑌)  =  4/10 आदण 𝑃(𝐴/𝑍)  =  5/10 आहेत 

तुम्हाला P(X/A) शोधणे आवश्यक आहे, म्हणजे, काढलेला बॉल  लाल आहे, तो पदहल्या बॉर्क्तमधूि काढला 

जाण्याची शयता दकती आहे. 

बायेस प्रमेयािुसार,  

𝑃 (
𝑋

𝐴
) =  

 𝑃(𝑋) 𝑃(𝐴/𝑋) 

𝑃(𝑋) 𝑃(𝐴/𝑋)  +  𝑃(𝑌) 𝑃(𝐴/𝑌)  +  𝑃(𝑍) 𝑃(𝐴/𝑍)
 

                                                  =

1
3 ×

6
10

(
1
3 ×

6
10) + (

1
3 ×

4
10) + (

1
3 ×

5
10)

 

                                                 =  
2

5
 

उदाहरण 3.16: एका दवमा कां पिीिे 2000 सू्कटर चालक, 4000 कार चालक आदण 6000 टर क चालकाांचा 

दवमा उतरवला. सू्कटर चालक, कार चालक आदण टर क याांचा समावेश असलेल्या अपघाताची सांभाव्यता अिुक्रमे 

0.01, 0.03 आदण 0.015 आहे. दवमाधारक व्यक्ती ांपैकी एकाला अपघात होतो. तो सू्कटर चालक असण्याची 

शयता दकती आहे? 

उत्तर:  X ,Y, Z आदण A ची व्यािा खालीलप्रमाणे करू द्या: 

            X = दिवडलेली व्यक्ती सू्कटर चालक आहे 

             Y = दिवडलेली व्यक्ती कार चालक आहे 

           Z = दिवडलेली व्यक्ती टर क चालक आहे आदण  

           A = व्यक्तीला अपघात झाला 

          12000 लोक असल्यामुळे: 

           𝑃(𝑋)  =  2000/12000 =  ⅙ 
          𝑃(𝑌)  =  4000/12000 =  ⅓ 
          𝑃(𝑍)  =  6000/12000 =  ½ 

असे दिले आहे की, 

       P(A/X)  =  एखािी व्यक्ती सू्कटर चालक आहे हे लक्षात घेऊि अपघात होण्याची शयता =  0.01 

त्याचप्रमाणे, तुमच्याकडे 𝑃(𝐴/𝑌)  =  0.03 आदण 𝑃(𝐴/𝑍)  =  0.15 आहे. 
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तुम्हाला 𝑃(𝑋/𝐴) शोधणे आवश्यक आहे, म्हणजे त्या व्यक्तीला अपघात झाला आहे, तो सू्कटर चालक 

असण्याची शयता दकती आहे? 

𝑃(𝑋/𝐴)  =  
𝑃(𝑋) 𝑃(𝐴/𝑋)

𝑃(𝑋) 𝑃(𝐴/𝑋) +  𝑃(𝑌) 𝑃(𝐴/𝑌) +  𝑃(𝑍) 𝑃(𝐴/𝑍)
 

                    =

1
6 ×  0.01  

(1/6 ∗  0.01)  + (1/3 ×  0.03)  + (1/2 ×  0.15)
 

                                = 
1

52
 

उदाहरण 3.17: एका दवदशष्ट पररसरात, 90% मुले फू्लमुळे आदण 10% गोवरमुळे आजारी पडली, इतर 

कोणत्याही आजाराची िोांि िाही. गोवरसाठी पुरळ दिसण्याची शयता ०.९५ आदण फू्लसाठी ०.०८ आहे. जर 

एखाद्या मुलास पुरळ उठत असेल तर, मुलाला फू्ल होण्याची शयता शोधा. 

उत्तर:   

          चला खालील घटिा िशववूया: 

          F: फू्ल असलेली मुले 

         M: गोवर असलेली मुले 

          R: पुरळ झाल्याचे लक्षण िशववणारी मुले 

         आम्ही खालील सांभाव्यता मोजू शकतो: 

                    𝑃(𝐹)  =  90% =  0.9 
                𝑃(𝑀)  =  10% =  0.1 

               𝑃(𝑅|𝐹)  =  0.08  
               𝑃(𝑅|𝑀)  =  0.95 

𝑃(𝐹|𝑅) =
𝑃(𝑅|𝐹)𝑃(𝐹)

𝑃(𝑅|𝑀)𝑃(𝑀) + 𝑃(𝑅|𝐹)𝑃(𝐹)
 

𝑃(𝐹|𝑅) =
0.08 × 0.9

0.95 × 0.1 + 0.08 × 0.9
 

         = 0.43 

म्हणूि, 𝑃(𝐹|𝑅)  =  0.43 

सरावसंच (Excersice)  

a. A, B आदण C या तीि व्यक्ती ांिी एका खाजगी कां पिीत िोकरीसाठी अजव केला आहे. त्याांच्या दिवडीची 

शयता 1: 2: 4 च्या प्रमाणात आहे. A, B, आदण C कां पिीच्या िफ्यात वाढ करण्यासाठी बिल घडवूि आणू 

शकतील अशा सांभाव्यता अिुक्रमे 0.8, 0.5 आदण 0.3 आहेत. इख्यच्छत बिल होत िसल्यास, C च्या 

दियुक्तीमुळे होण्याची शयता शोधा. 

b. एका दपशवीत 4 चेंडू असतात. िोि चेंडू बिलीदशवाय यादृख्यच्छकपणे काढले जातात आदण िोन्ही दिळे 

असल्याचे आढळले. दपशवीतील सवव चेंडू दिळे असण्याची शयता दकती आहे? 

c. 52 काडाांच्या डेकमधूि एक काडव हरवले आहे. उववररत काडाांमधूि यादृख्यच्छकपणे िोि काडे काढली जातात 

आदण िोन्ही दकल्व्व्हर असल्याचे आढळले. गमावले काडव िेखील एक दकल्व्व्हर आहे  सांभाव्यता काय आहे? 

d. एका दवमा कां पिीिे 4000 डॉक्टर, 8000 दशक्षक आदण 12000 व्यावसादयकाांचा दवमा उतरवला आहे. 

डॉक्टर, दशक्षक आदण व्यावसादयक 58 वषाांच्या आधी मरण पावण्याची शयता अिुक्रमे 

0.01, 0.03 आदण 0.05 आहे. जर दवमाधारक व्यक्ती ांपैकी एकाचा 58 वषावपूवी मृतू्य झाला तर तो डॉक्टर 

असल्याची शयता शोधा. 

e. एका बॅग A मधे्य 4 पाांढरे आदण 6 काळे बॉल असतात तर िुसऱ्या बॅग B मधे्य 4 पाांढरे आदण 3 काळे बॉल 

असतात. एका दपशवीतूि एक बॉल यादृख्यच्छकपणे काढला जातो आदण तो काळा असल्याचे आढळले आहे. 

ती बॅग A मधूि काढली असल्याची सांभाव्यता शोधा. 

f. एक माणूस 3 पैकी 2 वेळा सत्य बोलण्यासाठी ओळखला जातो. तो िासा िेकतो आदण िोांिवतो की 

दमळालेली सांिा चार आहे. दमळालेली सांिा प्रत्यक्षात चार असल्याची सांभाव्यता शोधा. 
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उत्तरे 

a) 
7

10
  b) 

3

5
   c) 

11

50
   d) 

1

22
 

e) 
7

12
  f) 

2

7
 

 

 

 

संदभग (Reference): 
1. https://archive.nptel.ac.in/courses/111/102/111102160/ 

2. https://www.geeksforgeeks.org/probability-and-statistics/ 

3. https://www.khanacademy.org/ 
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                                                                 युशनि - 4 

इंिरपोलेशन  

(Interpolation) 

शविय शनष्पशत्त (Course Outcome) 

CO4 - इांटरपोलेशिवर आधाररत योग्य पद्धत अांमलात आणा. 

घिक शनष्पत्ती (Theory learning outcomes) 

1. लागराांगेस इांटरपोलेशि सूि वापरूि समस्ा सोडवा. 

2. िॉरवडव आदण बॅकवडव दडिरन्स टेबल तयार करा. 

3. िॉरवडव , बॅकवडव, दशफ्ट आदण इिव्हसव दशफ्ट ऑपरेटर वापरूि समस्ा सोडवा. 

4. िॉरवडव आदण बॅकवडव इांटरपोलेशिवरील समस्ा सोडवा. 

5. एर्क्टर ॅपोलेशिवरील समस्ा सोडवा. 

4.1 पररचय (Introduction): 

 नू्यटिच्या पद्धतीचे सूि समीकरण अांिाजे सामिे दकां मत ठरदवण्यासाठी ां वापरले जाते. एका मुळापासूि िुस-या 

मुळापयांतच्या पुिरावृत्ती ांिारे बहुपिीय समीकरणाच्या मुळाांची गणिा करण्यासाठी नू्यटिचे पद्धत सूि दिले आहे. 

िोि गदणतज्ञ जेम्स गे्रगरी आदण आयझॅक नू्यटि  याांच्या िावावर सूिाांची िावे ठेवण्यात आलेली आहेत, ज्याांिी 

17 व्या शतकात स्वतांिपणे समाि इांटरपोलेशि तांि दवकदसत केले. 

येरे् आपण खालील प्रमाणे तीि चार लेखाांचा अभ्यास करणार आहोत 

 लागराांगेस इांटरपोलेशि सूि 

 िायिाईट दडिरेन्सस आदण दशख्यफ्टांग ऑपरेटर (E) 

 ऑपरेटर Δ, ∇ आदण E याांच्यातील सांबांध (Relations between the operators Δ, ∇ and E ) 

 नू्यटिचे िॉरवडव आदण बॅकवडव दडिरन्स  

 एक्स्ट्र ापोलेशिची सांकल्पिा (Concept of Extrapolation) 

4.2 लागरांगेस इंिरपोलेशन सूि (Lagrange’s interpolation formula):  

नू्यटिचे िॉरवडव आदण बॅकवडव इांटरपोलेशि िॉमु्यवले केवळ तेव्हाच वापरले जाऊ शकतात जेव्हा x ची मूले्य 

समाि अांतरावर असतात. जर x ची मूले्य समाि अांतरावर असतील दकां वा िसतील तर, आपण लागराांगेस 

(Lagrange) चे इांटरपोलेशि सूि वापरतो. 

y =f(x) हे िां क्शि असू द्या की f(x) ही मूले्य 𝑦0, 𝑦1, 𝑦2….𝑦𝑛 ला x= 𝑥0, 𝑥1,𝑥2, … . . , 𝑥𝑛ला सांबांदधत आहेत.  yi 

= f(xi),i = 0,1,2,...,n . आता, (n + 1) जोडलेली मूले्य आहेत (xi, yi) i = 0, 1, 2,…, n आदण म्हणूि f ( x)   हे 

x मधील अांश n च्या बहुपिी कायाविारे िशवदवले जाऊ शकते, मग लागराांगेस चे सूि पुढील प्रमाणे आहे, 

 

𝑦 = 𝑓(𝑥) =
(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)… (𝑥 − 𝑥𝑛)

(𝑥0 − 𝑥1)(𝑥0 − 𝑥2)… (𝑥0 − 𝑥𝑛)
𝑦0  +

(𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥2)… (𝑥 − 𝑥𝑛)

(𝑥1 − 𝑥0)(𝑥1 − 𝑥2)… (𝑥1 − 𝑥𝑛)
𝑦1 + ⋯. 

                + 
(𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1)… (𝑥 − 𝑥𝑛−1)

(𝑥𝑛 − 𝑥0)(𝑥𝑛 − 𝑥1)… (𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1)
 𝑦𝑛 

सोडवलेली उदाहरणे (Solved Problems) 

उदाहरण 4.1: लागराांगेस च्या इांटरपोलेशि सूिाचा वापर करूि f(10) काढा. 

X 5 6 9 11 

y 12 13 14 16 
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उत्तर : 

येरे् मध्याांतर असमाि आहेत. लागराांगेस इांटरपोलेशि सूि वापरा. 

𝑥0 = 5, 𝑥1 = 6, 𝑥2 = 9, 𝑥3 = 11 

𝑦0 = 12, 𝑦1 = 13 ,𝑦2 = 14,𝑦3 = 16 and x = 10 

y=f(x)=
(𝑥−𝑥1)(𝑥−𝑥2)…(𝑥−𝑥𝑛)

(𝑥0−𝑥1)(𝑥0−𝑥2)…(𝑥0−𝑥𝑛)
𝑦0 +

(𝑥−𝑥0)(𝑥−𝑥2)…(𝑥−𝑥𝑛)

(𝑥1−𝑥0)(𝑥1−𝑥2)…(𝑥1−𝑥𝑛)
𝑦1 +

            
(𝑥−𝑥0)(𝑥−𝑥1)(𝑥−𝑥3)

(𝑥2−𝑥0)(𝑥2−𝑥1)(𝑥2−𝑥3)
 𝑦2+

(𝑥−𝑥0)(𝑥−𝑥1)(𝑥−𝑥2)

(𝑥3−𝑥0)(𝑥3−𝑥1)(𝑥3−𝑥2)
 𝑦3 

    = 
(𝑥−6)(𝑥−9)(𝑥−11)

(5−6)(5−9)(5−11)
 × 12 + 

(𝑥−5)(𝑥−9)(𝑥−11)

(6−5)(6−9)(6−11)
× 13 + 

(𝑥−5)(𝑥−6)(𝑥−11)

(9−5)(9−6)(9−11)
 × 14 +   

(𝑥−5)(𝑥−6)(𝑥−9)

(11−5)(11−6)(11−9)
 

× 16 

x=10 टाका 

f(10)=
(4)(1)(−1))

(−1)(−4)(−6)
× 12+ 

(5)(1)(−1)

(1)(−3)(−5)
× 13 + 

(5)(4)(−1)

(4)(3)(−2)
 × 14 +

(5)(4)(1)

((6)(5)(2)
× 16 

f(10) = 
1

6
 (12) −

13

3
+

5×14

3×2
+ 

4×16

12
 

f(10) = 14.6663 

उदाहरण 4.2: लागराांगेस चे सूि वापरा आदण खालील मादहती वरूि अांिाज लावा की उत्पन्न दमळवणाऱ्या 

कामगाराांची सांिा िरमहा रु. 26 पेक्षा जास्त िाही. 

 

 

 

उत्तर : 

येरे् मध्याांतर असमाि आहेत. लागराांगेस इांटरपोलेशि सूि वापरा, लागराांगेस इांटरपोलेशि सूि आपल्याकडे 

आहे. 

𝑥0 = 15, 𝑥1 = 20, 𝑥2 = 30, 𝑥3 = 35 

𝑦0 = 36, 𝑦1 = 40 ,𝑦2 = 45,𝑦3 = 48 and x=26 

𝑦 = 𝑓(𝑥) =
(𝑥−𝑥1)(𝑥−𝑥2)…(𝑥−𝑥𝑛)

(𝑥0−𝑥1)(𝑥0−𝑥2)…(𝑥0−𝑥𝑛)
𝑦0 +

(𝑥−𝑥0)(𝑥−𝑥2)…(𝑥−𝑥𝑛)

(𝑥1−𝑥0)(𝑥1−𝑥2)…(𝑥1−𝑥𝑛)
𝑦1 +

 
(𝑥−𝑥0)(𝑥−𝑥1)(𝑥−𝑥3)

(𝑥2−𝑥0)(𝑥2−𝑥1)(𝑥2−𝑥3)
 𝑦2+

(𝑥−𝑥0)(𝑥−𝑥1)(𝑥−𝑥2)

(𝑥3−𝑥0)(𝑥3−𝑥1)(𝑥3−𝑥2)
 𝑦3 

𝑦 =
(26 − 25)(26 − 30)(26 − 35)

(15 − 25)(15 − 30)(15 − 35)
 × 36 +

(26 − 15)(26 − 30)(26 − 35)

(25 − 15)(25 − 30)(25 − 35)
 ×  40

+
(26 − 15)(26 − 25)(26 − 35)

(30 − 15)(30 − 25)(30 − 35)
 × 45 +

(26 − 15)(26 − 25)(26 − 30)

(35 − 15)(35 − 25)(35 − 30)
 × 38 

 𝑓(26) =
(1)(−4)(−9)

(−10)(−15)(−20)
 × 36 + 

(11)(−4)(−9)

(10)(−5)(−10)
 × 40 + 

(11)(1)(−9)

(15)(5)(−5)
 × 45 + 

             
(9)(1)(−4)

(−20)(10)(5)
 × 38                  

𝑓(26) = − 
(36)(36)

(150)(20)
+

(44)(9)(40)

500
+

(99)(45)

(15)(25)
+

(36)(38)

(200)(15)
 

𝑓(26) =  − 
1296

3000
+

15840

500
+ 

4455

375
+

1368

1000
 

𝑓(26) =  −0.432 + 31.68 + 11.88 − 1.368   

𝑓(26) = 41.76              

त्यामुळे िरमहा २६ रुपयाांपेक्षा जास्त उत्पन्न ि दमळवणाऱ्या कामगाराांची सांिा ४२ आहे 

उत्पन्न (₹) पेक्षा जास्त िाही 15 25 30 35 

कामगाराांची सांिा 36 40 45 48 
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 उदाहरण 4.3: लागराांगेस इांटरपोलेशि वापरूि,,x = १५ असतािा f(x) चे मूल्य शोधा 

x 3 7 11 19 

f(x) 42 43 47 60 

उत्तर : 

येरे् मध्याांतर असमाि आहेत. लागराांगेस इांटरपोलेशि सूि वापरा. लागराांगेस इांटरपोलेशि सूि आपल्याकडे 

आहे. 

𝑥0 = 3, 𝑥1 = 7, 𝑥2 = 11, 𝑥3 = 19 

𝑦0 = 42, 𝑦1 = 43 ,𝑦2 = 47,𝑦3 = 60 and x=15 

y=f(x)=
(𝑥−𝑥1)(𝑥−𝑥2)…(𝑥−𝑥𝑛)

(𝑥0−𝑥1)(𝑥0−𝑥2)…(𝑥0−𝑥𝑛)
𝑦0 +

(𝑥−𝑥0)(𝑥−𝑥2)…(𝑥−𝑥𝑛)

(𝑥1−𝑥0)(𝑥1−𝑥2)…(𝑥1−𝑥𝑛)
𝑦1 +

 
(𝑥−𝑥0)(𝑥−𝑥1)(𝑥−𝑥3)

(𝑥2−𝑥0)(𝑥2−𝑥1)(𝑥2−𝑥3)
 𝑦2+

(𝑥−𝑥0)(𝑥−𝑥1)(𝑥−𝑥2)

(𝑥3−𝑥0)(𝑥3−𝑥1)(𝑥3−𝑥2)
 𝑦3 

y=
(15−7)(15−11)(15−19)

(3−7)(3−11)(3−19)
  × 42 +

(15−3)(15−11)(15−19)

(7−3)(7−11)(7−19)
× 43 +

(15−3)(15−7)(15−19)

(11−3)(11−7)(11−19)
× 47 +

(15−3)(15−7)(15−11)

(19−3)(19−7)(19−11)
× 60 

𝑓(15) =
(8)(4)(−4)

(−4)(−8)(−16)
× 42 +

(12)(4)(−4)

(4)(−4)(−12)
× 43 +

(12)(8)(−4)

(8)(4)(−8)
 × 47 +

(12)(8)(4)

(16)(12)(8)
 × 60 

𝑓(15) =  
 42

4
− 43 + 

12×47

8
 +

240

16
 

𝑓(15) = 10.5 – 43 + 70.5 + 15 

𝑓(15) =  53 

जेव्हा x=15, f(x) = 53 आहे. 

उदाहरण 4.4: इांटरपोलेशि वापरूि खालील मादहती वरूि 1985 मधे्य केलेल्या व्यवसायाचा अांिाज लावा 

वषव 1982 1983 1984 1986 

व्यवसाय उत्पन्न  (लाखाांमधे्य) 150 235 365 525 

उत्तर : 

येरे् मध्याांतर असमाि आहेत. लागराांगेस इांटरपोलेशि सूि वापरा. 

लागराांगेस इांटरपोलेशि सूि आपल्याकडे आहे. 

𝑥0 = 1982, 𝑥1 = 1983, 𝑥2 = 1984, 𝑥3 = 1986 

𝑦0 = 150, 𝑦1 = 235 ,𝑦2 = 365,𝑦3 = 525 and x=1985 

𝑦 = 𝑓(𝑥) =
(𝑥−𝑥1)(𝑥−𝑥2)…(𝑥−𝑥𝑛)

(𝑥0−𝑥1)(𝑥0−𝑥2)…(𝑥0−𝑥𝑛)
𝑦0 +

(𝑥−𝑥0)(𝑥−𝑥2)…(𝑥−𝑥𝑛)

(𝑥1−𝑥0)(𝑥1−𝑥2)…(𝑥1−𝑥𝑛)
𝑦1 +

 
(𝑥−𝑥0)(𝑥−𝑥1)(𝑥−𝑥3)

(𝑥2−𝑥0)(𝑥2−𝑥1)(𝑥2−𝑥3)
 𝑦2+

(𝑥−𝑥0)(𝑥−𝑥1)(𝑥−𝑥2)

(𝑥3−𝑥0)(𝑥3−𝑥1)(𝑥3−𝑥2)
 𝑦3 

𝑦 =
(1985−1983)(1985−1984)(1985−1986)

 (1982−1983)(1982−1984)(1982−1986)
 × 150 +

(1985−1982)(1985−1984)(1985−1986)

(1983−1982)(1983−1984)(1983−1986)
 × 235 + 

(1985−1982)(1985−1983)(1985−1986)

(1984−1982)(1984−1983)(1984−1986)
× 365  +  

(1985−1982)(1985−1983)(1985−1986)

(1983−1982)(1983−1984)(1983−1986)
  × 525 

𝑦(1985) =
(2)(1)(−1)

(−1)(−2)(−4)
×150+

(3)(1)(−1)

(1)(−1)(−3)
×235+

(3)(2)(−1)

(2)(1)(−2)
×365+

(3)(2)(1)

(4)(3)(2)
×525 

𝑦(1985) = 0.25 × 150 + (−1) × 235 + 1.5 × 365 + 0.25 × 525 

𝑦(1985) = 481.25 

1985 दबांिूवरील बहुपिीचे समाधाि y(1985)=481.25 आहे. 
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उदाहरण 4.5: इांटरपोलेशि वापरूि खालील मादहती वरूि log10 13 मधे्य केलेल्या व्यवसायाचा अांिाज लावा. 

Log10 10 = 1, log10 12 = 1.1, log10 15 = 1.2 𝑎𝑛𝑑 log10 20 = 1.3  

उत्तर : 

येरे् मध्याांतर असमाि आहेत. लागराांगेस इांटरपोलेशि सूि वापरा. 

लागराांगेस इांटरपोलेशि सूि आपल्याकडे आहे. 

𝑥0 = 190, 𝑥1 = 12, 𝑥2 = 15, 𝑥3 = 20 

𝑦0 = 1, 𝑦1 = 1.1 ,𝑦2 = 1.2,𝑦3 = 1.3 and x=13 

𝑦 = 𝑓(𝑥) =
(𝑥−𝑥1)(𝑥−𝑥2)…(𝑥−𝑥𝑛)

(𝑥0−𝑥1)(𝑥0−𝑥2)…(𝑥0−𝑥𝑛)
𝑦0 +

(𝑥−𝑥0)(𝑥−𝑥2)…(𝑥−𝑥𝑛)

(𝑥1−𝑥0)(𝑥1−𝑥2)…(𝑥1−𝑥𝑛)
𝑦1 +

 
(𝑥−𝑥0)(𝑥−𝑥1)(𝑥−𝑥3)

(𝑥2−𝑥0)(𝑥2−𝑥1)(𝑥2−𝑥3)
 𝑦2+

(𝑥−𝑥0)(𝑥−𝑥1)(𝑥−𝑥2)

(𝑥3−𝑥0)(𝑥3−𝑥1)(𝑥3−𝑥2)
 𝑦3 

𝑦 =
(13−12)(13−15)(13−20)

 (10−12)(10−15)(10−20)
 × 1 +

(13−10)(13−12)(13−20)

(12−10)(12−15)(12−20)
 × 1.1 + 

(13−10)(13−12)(13−20)

(15−10)(15−12)(15−20)
× 1.2  +  

(13−10)(13−12)(13−15)

(20−10)(20−12)(20−15)
  × 1.3 

𝑦(1985) =
(1)(−2)(7)

(−2)(−5)(−10)
×1+

(3)(−2)(−7)

(2)(−3)(−8)
×1.1+

(3)(1)(−7)

(5)(3)(−5)
×1.2+

(3)(−1)(−2)

(10)(8)(5)
×1.3 

𝑦(1985) = −0.14 + 0.9625 + 0.336 + 0.0195 

𝑦(1985) = 1.178 

log10 13 दबांिूवरील बहुपिीचे समाधाि  1.178आहे. 

सराव प्रश्नसंच (Exersice) 

1. लागराांगेस इांटरपोलेशि सूि वापरूि x=10 वर y शोधा 

x 5 6 9 11 

y 12 13 14 16 

2. लागराांगेस इांटरपोलेशि सूि वापरूि f(5) शोधा 

x 1 2 3 4 7 

y 2 4 8 16 28 

3. लागराांगेस इांटरपोलेशि सूि वापरूि f(1.5) शोधा f(0)=3 , f(1)=6 ,f(2)=11, f(3)=18. 

4. लागराांगेस इांटरपोलेशि सूि वापरूि बहुपि शोधा जे खाली दिलेली मूले्य घेते 

x 0 1 2 3 

y 1 4 15 40 

5 लागराांगेस इांटरपोलेशि सूि वापरूि बहुपि शोधा जे खाली दिलेली मूले्य घेते 

x 0 1 2 

y 1 4 6 

 

4.3 फायनाईि शडफरेन्सस (Finite Differences)  

𝑥0, 𝑥1,𝑥2, … . . , 𝑥𝑛आदण 𝑦0, 𝑦1, 𝑦2….𝑦𝑛 दवतकाांचा दवचार करा. Y =f (x) हे x चे कायव असावे. आपण असे गृहीत 

धरू की x ची मूले्य वाढत्या क्रमािे आहेत आदण दततकेच अांतर h बरोबर अांतरावर आहे. िांतर x ची मूले्य 𝑥0 , 

𝑥0+h , 𝑥0+2h ,…. , 𝑥0+nh अशी घेतली जाऊ शकतात आदण िां क्शि f (𝑥0 ), f (𝑥0 + h ), f (𝑥0) ही मूले्य 

गृहीत धरते. + 2h), , f (𝑥0 + nh) . येरे् आपण िां क्शि y = f ( x) च्या काही मयावदित िरकाांचा अभ्यास करू. 
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फॉरवडग शडफरेन्स ऑपरेिर  Forward Difference Operator(∆): 

y = f(x) हे x चे दिलेले कायव समजा. 𝑦0, 𝑦1, 𝑦2….𝑦𝑛ही अिुक्रमे y ची मूले्य = 𝑥0, 𝑥1,𝑥2, … . . , 𝑥𝑛असू द्या. िांतर 

𝑦1−𝑦0, 𝑦2 − 𝑦1,𝑦3 − 𝑦2 ,…..,𝑦𝑛 − 𝑦𝑛−1याांिा y िां क्शिचे पदहले (िॉरवडव) िरक म्हणतात. ते अिुक्रमे Δ𝑦0, 

Δ𝑦1,Δ𝑦2,…, Δ𝑦𝑛−1 िारे िशवदवले जातात. 

(i.e) Δ𝑦0 = 𝑦1−𝑦0 , Δ𝑦1=𝑦2 − 𝑦1, Δ𝑦2 = 𝑦3 − 𝑦2,…, Δ𝑦𝑛−1= 𝑦𝑛 − 𝑦𝑛−1 

सववसाधारणपणे, Δ𝑦𝑛 = 𝑦𝑛+1− 𝑦𝑛  , n = 0,1,2,3,… 

दचन्ह Δ ला िॉरवडव दडिरन्स ऑपरेटर म्हणतात आदण डेल्टा म्हणूि उच्चारले जाते. 

िॉरवडव दडिरन्स ऑपरेटर ∆ हे Df ( x) = f ( x + h ) – f ( x) म्हणूि िेखील पररभादषत केले जाऊ शकते, h 

हे अांतराचे समाि अांतर आहे. 

ऑपरेिरचे गुणिमग Δ : Properties of the operator Δ : 

गुणिमग 1: जर c ख्यस्क्र्र असेल तर Δc = 0  (If c is a constant then Δc = 0) 

पुरावा: f(x) = c समजा 

∴ f ( x + h ) = c (जेरे् ‘h’ हा िरकाचा मध्याांतर आहे) 

Δf ( x) = f ( x + h ) – f ( x) 

Δc = c – c = 0 

गुणिमग 2: Δ दवतरणात्मक आहे (Δ is distributive) 

i.e. Δ ( f (x) + g (x)) = Δ f (x) + Δ g (x) 

पुरावा: Δ[f (x) + g (x)] = [f (x + h ) + g(x + h) ] – [f (x)+ g (x)] 

= f (x + h ) + g(x + h) – f (x) – g (x) 

= f (x + h ) – f (x )+ g(x + h) – g (x) 

= Δ f (x) + Δ g (x) 

त्याचप्रमाणे आपण ते िाखवू शकतो Δ [f ( x) – g ( x)] = f (x) – Δ [g ( x)] 

सामान्यतः , Δ[ f1 (x) + f 2 (x)…... + f n (x) ] = Δ f1 (x)+ Δ f 2 (x) + …. + Δ f n (x) 

गुणिमग 3: जर c ख्यस्क्र्र असेल तर Δ c f ( x ) = c Δ f ( x) 

If c is a constant then Δ c f ( x ) = c Δ f ( x) 

पुरावा: Δ [c f (x)] = c f ( x + h) – c f ( x) 

= c [ f (x + h) – f (x)] 

= c Δ f (x) 

Δ2𝑦0, Δ2𝑦1 , ...., Δ2𝑦𝑛 िारे िशवदवलेल्या पदहल्या िरकाांच्या िरकाांिा दितीय िरक म्हणतात, जेरे् 

Δ2𝑦𝑛 = ∆(∆𝑦𝑛) = ∆(𝑦𝑛+1−𝑦𝑛) 

                          = ∆𝑦𝑛+1 − ∆𝑦𝑛………….(1) 

Δ2𝑦𝑛 = ∆𝑦𝑛+1 − ∆𝑦𝑛, 𝑛 = 0,1,2, … .. 

Δ2𝑦0 = ∆𝑦1 − ∆𝑦0 

Δ2𝑦1 = ∆𝑦2 − ∆𝑦1 , … 

त्याचप्रमाणे िुसऱ्या भेिाांच्या िरकाांिा दतसरा िरक म्हणतात. 

Δ3𝑦𝑛 = Δ2𝑦𝑛+1 − Δ2𝑦𝑛 , 𝑛 = 0,1,2, …. 

दवशेषतः  

Δ3𝑦0 = Δ2𝑦1 − Δ2𝑦0 

Δ3𝑦1 = Δ2𝑦2 − Δ2𝑦1 
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. 

. 

Δ𝑘𝑦𝑛 = Δ𝑘−1𝑦𝑛+1 − Δ𝑘−1𝑦𝑛 , 𝑛 = 0,1,2, …… 

खाली िशवदवल्याप्रमाणे वरील िरक सारणीमधे्य प्रसु्तत करणे सोयीचे आहे. 

िॉरवडव िरक सारणी: 

बॅकवडग शडफरेन्स ऑपरेिर   Backward Difference Operator (∇) 

y = f(x) हे x चे दिलेले कायव समजा. 𝑦0, 𝑦1, 𝑦2….𝑦𝑛ही अिुक्रमे y ची मूले्य = 𝑥0, 𝑥1,𝑥2, … . . , 𝑥𝑛असू द्या 

y1 − y0 = ∇y1 

y2 − y1 = ∇y2 

yn − yn−1 = ∇ yn  त्याांिा प्रर्म (मागास) िरक म्हणतात. 

ऑपरेटर ∇ ला बॅकवडव दडिरन्स ऑपरेटर म्हणतात आदण िेप्ला असे उच्चारले जाते. 

∇2𝑦0, ∇2𝑦1 , ...., ∇2𝑦𝑛 िारे िशवदवलेल्या पदहल्या िरकाांच्या िरकाांिा दितीय िरक म्हणतात, जेरे् 

∇2𝑦𝑛 = ∇𝑦𝑛 − ∇𝑦𝑛−1………….(1) 

∇𝑘𝑦𝑛 = ∇𝑘−1𝑦𝑛 − ∇𝑘−1𝑦𝑛−1, 𝑛 = 0,1,2, … .. 

बॅकवडग फरक सारणी: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x y ∆𝒚 ∆𝟐𝒚 ∆𝟑𝒚 ∆𝟒𝒚 ∆𝟓𝒚 

𝑥0 𝑦0      

  ∆𝑦0     

𝑥1 𝑦1  ∆2𝑦0    

  ∆𝑦1  ∆3𝑦0   

𝑥2 𝑦2  ∆2𝑦1  ∆4𝑦0  

  ∆𝑦2  ∆3𝑦1  ∆5𝑦0 

𝑥3 𝑦3  ∆2𝑦2  ∆4𝑦1  

  ∆𝑦3  ∆3𝑦2   

𝑥4 𝑦4  ∆2𝑦3    

  ∆𝑦4     

𝑥5 𝑦5      

x y 𝛁𝒚 𝛁𝟐𝒚 𝛁𝟑𝒚 𝛁𝟒𝒚 

𝑥0 𝑦0     

  ∇𝑦1    

𝑥1 𝑦1  ∇2𝑦2   

  ∇𝑦2  ∇3𝑦3  

𝑥2 𝑦2  ∇2𝑦3  ∇4𝑦4 

  ∇𝑦3  ∇3𝑦4  

𝑥3 𝑦3  ∇2𝑦4   

  ∇𝑦4    

𝑥4 𝑦4     
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बॅकवडव िरक िेखील खालीलप्रमाणे पररभादषत केला जाऊ शकतो. 

∇ f (x) = f (x) − f (x − h) 

प्रर्म िरक:  ∇ f (x + h) = f (x + h) − f (x) 

∇ f (x + 2h) = f (x + 2h) − f (x + h),... h हे अांतराचे मध्याांतर आहे. 

िुसरा िरक: ∇2f(x + h) = ∇(∇f (x + h))= ∇ (f (x + h) − f (x)) 

= ∇ f (x + h) − ∇f (x) 

∇2f(x + 2h) = ∇f(x + 2h) − ∇f (x + h) 

दतसरा िरक: ∇3f(x + h) = ∇2f(x + h) − ∇2f (x) 

∇3f(x + 2h) = ∇2f (x + 2h) − ∇2f(x + h) 

येरे् आपण ते लक्षात घेतो, ∇ f (x + h) = f (x + h) − f (x) = Δf (x) 

∇ f (x + 2h) = f (x + 2h) − f (x + h) = Δf (x + h) 

∇2f(x + 2h) = ∇f(x + 2h) − ∇f (x + h) = Δf (x + h) − Δf (x) 

= Δ2f (x) 

सामान्यतः , ∇nf(x + nh) = Δnf(x) 

शशफ्ट ऑपरेिर (Shift Operator E): E ला दशख्यफ्टांग ऑपरेटर म्हणतात. त्याला दवस्क्र्ापि ऑपरेटर िेखील 

म्हणतात. 

y = f (x) हे x आदण 𝑥0 , 𝑥0 +h, 𝑥0 +2h, 𝑥0 +3h …, 𝑥0 +nh ही x ची अिुक्रदमक मूले्य असू द्या. मग ऑपरेटर 

ई म्हणूि पररभादषत केले आहे. 

E[ f(𝑥0) ] = f(𝑥0+h) 

E[ f(𝑥0 + h) ] = f (𝑥0 + 2h), E[ f(𝑥0 + 2h)] = f(𝑥0 + 3h),.. 

E[ f (𝑥0 + (n −1) h)] = f (𝑥0 + nh) 

E[ f (x)] = f (x + h), h हे अांतराचे (समाि) मध्याांतर आहे 

E2f (x) म्हणजे ऑपरेटर “E”, f (x) वर िोििा लागू केला जातो. 

 (i.e) E2f (x) = E [E f (x)] = E [ f (x + h) = f (x + 2h) 

सामान्यतः   

En f (x) = f (x + nh) and E−n f (x) = f (x − nh) 

ऑपरेिर E चे गुणिमग: 

1. E[f1(x)+ f2(x)+…. fn(x)] = E f1(x) + E f2(x)+…+E fn(x) 

2. E [cf (x)] =cE[f(x)] ; c ख्यस्क्र्र आहे 

3. Em [ En f (x)] = En [ (Em f (x)) = Em +n f (x) 

4. जर 'n' हा धि पूणाांक असेल तर En [ E−n (f (x))] = f (x) 

िोांि: 

y = f(x) हे x चे दिलेले कायव समजा. 𝑦0, 𝑦1, 𝑦2….𝑦𝑛ही अिुक्रमे y ची मूले्य = 𝑥0, 𝑥1,𝑥2, … . . , 𝑥𝑛असू द्या . मग 

E ची व्यािा िेखील केली जाऊ शकते 

Ey0 = y1, Ey1=y2, …., E yn-1=yn 

E [ Ey0] = E(y1) = y2 आदण सववसाधारणपणे Eny0=yn 
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4.4 ऑपरेिर Δ, ∇ आशण E यांच्यातील संबंि (Relations between the operators Δ, ∇ and E) 

1. Δ ≡ E −1 

पुरावा:  

Δ च्या व्यािेवरूि आपल्याला हे मादहत आहेΔ f (x) = f (x + h) − f (x) and    

E [ f (x)] = f (x + h) 

जेरे् h हा िरकाचा मध्याांतर आहे. 

Δ f (x) = f (x + h) − f (x) 

Δ f (x) = Ef (x) − f (x) 

⇒ Δ f (x) = (E −1) f (x) 

Δ ≡ E −1 

∴    E ≡ 1 + Δ 

2.   E Δ = Δ E  

पुरावा: 

E(Δf(x)) = E[f(x+h)- f(x)] 

= E f(x+h) - E f(x) 

= f(x+2h) - f(x+h) 

=Δf(x+h) 

=ΔEf(x) 

ΔE = ΔE 

3. ∇ = E −1 / E = 1- E-1 

पुरावा: 

∇f (x) = f (x) - f (x-h) 

= f (x) – E-1f (x) 

= (1- E-1) f (x) 

∇ = (1- E-1) 

∇ ≡ 1 – 1/E 

∴∇ = [E – 1]/E 

4.5 नू्िन फॉरवडग शडफरन्स (Newton Forward Difference): इांटरपोलेशि ही दिलेल्या स्वतांि डेटा 

सेटमधूि एक साधी िां क्शि दमळवण्याची एक पद्धत आहे जसे की िां क्शि प्रिाि केलेल्या डेटा पॉइांट्समधूि 

जाते. हे दिलेल्या डेटामधील डेटा पॉइांट्स दिधावररत करण्यात मित करते. खालील सूिाला नू्यटिचे िॉरवडव 

इांटरपोलेशि सूि म्हणतात. 

𝑦(𝑥) = 𝑦0 + 𝑝∆𝑦0 +
𝑝(𝑝−1)

2!
 . ∆2𝑦0 +

𝑝(𝑝−1)(𝑝−2)

3!
 . ∆3𝑦0 येरे् 

ℎ = 𝑥1 − 𝑥0 

𝑝 =
𝑥 − 𝑥0

ℎ
 

सोडवलेली उदाहरणे 

उदाहरण 4.5.1: नू्यटि िॉरवडव दडिरेन्स सारणी वापरूि f(2) ची अांिादजत दकां मत काढा 
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X 1 3 5 7 

F(x) 24 120 336 720 

उत्तर: 

नू्यटि िॉरवडव दडिरेन्स टेबल खालील प्रमाणे       

x y ∆𝒚 ∆𝟐𝒚 ∆𝟑𝒚 

1 24    

  96   

3 120  120  

  216  48 

5 336  168  

  384   

7 720    

ℎ = 𝑥1 − 𝑥0 = 3 − 1 = 2  

𝑝 =
𝑥 − 𝑥0

ℎ
=

2 − 1

2
= 0.5 

नू्यटि िॉरवडव दडिरेन्स इांटरपोलेशि सूि 

𝑦(𝑥) = 𝑦0 + 𝑝∆𝑦0 +
𝑝(𝑝 − 1)

2!
 . ∆2𝑦0 +

𝑝(𝑝 − 1)(𝑝 − 2)

3!
 . ∆3𝑦0 

 

𝑦(1) = 24 + 0.5 × 96 +
0.5(0.5 − 1)

2!
 × 120 +

0.5(0.5 − 1)(0.5 − 2)

3!
× 48 

              𝑦(1) = 24 + 48 − 15 + 3 

           𝑦(1) = 60 

उदाहरण 4.5.2: नू्यटि िॉरवडव दडिरेन्स सारणी वापरूि f(1896) ची अांिादजत दकां मत काढा 

X 1891 1901 1911 1921 1931 

F(x) 46 66 81 93 101 

उत्तर: 

नू्यटि िॉरवडव दडिरेन्स टेबल खालील प्रमाणे 

x y ∆𝒚 ∆𝟐𝒚 ∆𝟑𝒚 ∆𝟒𝒚 

1891 46     

  20    

1901 66  -5   

  15  2  

1911 81  -3  -3 

  12  -1  

1921 93  -4   

  8    

1931 101     

ℎ = 𝑥1 − 𝑥0 = 1901 − 1891 = 10 
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𝑝 =
𝑥 − 𝑥0

ℎ
=

1896 − 1891

10
= 0.5 

नू्यटि िॉरवडव दडिरेन्स इांटरपोलेशि सूि 

𝑦(𝑥) = 𝑦0 + 𝑝∆𝑦0 +
𝑝(𝑝 − 1)

2!
 . ∆2𝑦0 +

𝑝(𝑝 − 1)(𝑝 − 2)

3!
 . ∆3𝑦0 +

𝑝(𝑝 − 1)(𝑝 − 2)(𝑝 − 3)

4!
 . ∆4𝑦0 

𝑦(1) = 46 + 0.5 × 20 +
0.5(0.5 − 1)

2!
 × −5 +

0.5(0.5 − 1)(0.5 − 2)

3!
× 2

+
0.5(0.5 − 1)(0.5 − 2)(0.5 − 3)

4!
× −3 

              𝑦(1) = 46 + 10 + 0.625 + 0.125 + 0.117 

           𝑦(1) = 56.867 

उदाहरण 4.5.3: नू्यटि िॉरवडव दडिरेन्स सारणी वापरूि f(0.12) ची अांिादजत दकां मत काढा 

X 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 

F(x) 0.1003 0.1511 0.2027 0.2553 0.3093 

उत्तर: 

नू्यटि िॉरवडव दडिरेन्स  टेबल खालील प्रमाणे 

x y ∆𝒚 ∆𝟐𝒚 ∆𝟑𝒚 ∆𝟒𝒚 

0.10 0.1003     

  0.0508    

0.15 0.1511  0.0008   

  0.0516  0.0002  

0.20 0.2027  0.0001  0.0002 

  0.0526  0.0004  

0.25 0.2553  0.0014   

  0.054    

0.30 0.3093     

ℎ = 𝑥1 − 𝑥0 = 0.15 − 0.1 = 0.05 

𝑝 =
𝑥 − 𝑥0

ℎ
=

0.12 − 0.1

0.05
= 0.4 

नू्यटि िॉरवडव दडिरेन्स इांटरपोलेशि सूि 

𝑦(𝑥) = 𝑦0 + 𝑝∆𝑦0 +
𝑝(𝑝 − 1)

2!
 . ∆2𝑦0 +

𝑝(𝑝 − 1)(𝑝 − 2)

3!
 . ∆3𝑦0 +

𝑝(𝑝 − 1)(𝑝 − 2)(𝑝 − 3)

4!
 . ∆4𝑦0 

𝑦(1) = 0.1003 + 0.4 × 0.0508 +
0.4(0.4 − 1)

2!
 × 0.0008 +

0.4(0.4 − 1)(0.4 − 2)

3!
× 0.002

+
0.4(0.4 − 1)(0.4 − 2)(0.4 − 3)

4!
× 0.0002 

              𝑦(1) = 0.1003 + 0.0203 + 0 + 0 + 0 

           𝑦(1) = 0.1205 
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सराव प्रश्नसंच (Exersice) : 

1) नू्यटि िॉरवडव दडिरेन्स  सारणी वापरूि y(22) ची अांिादजत दकां मत काढा 

X 20 25 30 35 40 45 

y 354 332 291 260 231 204 

2) नू्यटि िॉरवडव दडिरेन्स  सारणी वापरूि y(218) ची अांिादजत दकां मत काढा 

X 100 150 200 250 300 350 400 

Y 10.63 13.03 15.04 16.81 18.42 19.90 21.27 

3) खालील तक्त्यामधे्य नू्यटि िॉरवडव दडिरेन्स सारणी वापरूि y(1.5) ची अांिादजत दकां मत काढा. 

X 1 2 3 4 5 6 7 

Y 1 8 27 64 125 216 343 

4) खालील तक्त्यामधे्य नू्यटि िॉरवडव दडिरेन्स  सारणी वापरूि y(40) ची अांिादजत दकां मत काढा. 

X 0° 30° 45° 60° 

Y 0 8 1 1.732 

 

नू्िन बॅकवडग शडफरेन्स (Newton Backward Difference) 

खालील सूिाला नू्यटि बॅकवडव इांटरपोलेशि सूि म्हणतात. 

𝑦(𝑥) = 𝑦0 + 𝑝∇𝑦0 +
𝑝(𝑝 + 1)

2!
 . ∇2𝑦0 +

𝑝(𝑝 + 1)(𝑝 + 2)

3!
 . ∇3𝑦0 +

𝑝(𝑝 + 1)(𝑝 + 2)(𝑝 + 3)

4!
 . ∇4𝑦0 

    येरे्  

ℎ = 𝑥1 − 𝑥0 

𝑝 =
𝑥 − 𝑥𝑛

ℎ
 

सोडवलेली उदाहरणे (Solved Problems) 

उदाहरण 4.5.4: नू्यटि बॅकवडव दडिरेन्स सारणी वापरूि f(1925) ची अांिादजत दकां मत काढा 

X 1891 1901 1911 1921 1931 

F(x) 46 66 81 93 101 

 उत्तर: 

नू्यटि बॅकवडव दडिरेन्स टेबल खालील प्रमाणे 

x y 𝛁𝒚 𝛁𝟐𝒚 𝛁𝟑𝒚 𝛁𝟒𝒚 

1891 46     

  20    

1901 66  -5   

  15  2  

1911 81  -3  -3 

  12  -1  

1921 93  -4   

  8    

1931 101     
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ℎ = 𝑥1 − 𝑥0 = 1901 − 1891 = 10 

𝑝 =
𝑥 − 𝑥𝑛

ℎ
=

1925 − 1931

10
= −0.6 

नू्यटि बॅकवडव दडिरेन्स इांटरपोलेशि सूि 

𝑦(𝑥) = 𝑦0 + 𝑝∇𝑦0 +
𝑝(𝑝 + 1)

2!
 . ∇2𝑦0 +

𝑝(𝑝 + 1)(𝑝 + 2)

3!
 . ∇3𝑦0 +

𝑝(𝑝 + 1)(𝑝 + 2)(𝑝 + 3)

4!
 . ∇4𝑦0 

𝑦(1925) = 101 + (−0.6) × 8 +
−0.6(−0.6 + 1)

2!
 × (−4) +

−0.6(−0.6 + 1)(−0.6 + 2)

3!
 × (−1)

+
−0.6(−0.6 + 1)(−0.6 + 2)(−0.6 + 3)

4!
 × (−3) 

𝑦(1925) = 101 − 4.8 + 0.056 + 0.1008 

𝑦(1925) = 96.8368 

उदाहरण 4.5.6: नू्यटि बॅकवडव दडिरेन्स सारणी वापरूि f(4) ची अांिादजत दकां मत काढा 

X 0 1 2 3 

F(x) 1 0 1 10 

उत्तर: 

नू्यटि बॅकवडव दडिरेन्स टेबल खालील प्रमाणे 

x y 𝛁𝒚 𝛁𝟐𝒚 𝛁𝟑𝒚 

0 1    

  -1   

1 0  2  

  1  6 

2 1  8  

  9   

3 10    

ℎ = 𝑥1 − 𝑥0 = 1 − 0 = 1 

𝑝 =
𝑥 − 𝑥𝑛

ℎ
=

4 − 3

1
= 1 

नू्यटि बॅकवडव दडिरेन्स इांटरपोलेशि सूि 

𝑦(𝑥) = 𝑦0 + 𝑝∇𝑦0 +
𝑝(𝑝 + 1)

2!
 . ∇2𝑦0 +

𝑝(𝑝 + 1)(𝑝 + 2)

3!
 . ∇3𝑦0 

𝑦(4) = 10 + 1 × 9 +
1(1 + 1)

2!
 × 8 +

1(1 + 1)(1 + 2)

3!
 × 6 

𝑦(4) = 10 + 9 + 8 + 6 

𝑦(4) = 33 

उदाहरण 4.5.7: नू्यटि बॅकवडव दडिरेन्स सारणी वापरूि 𝒙𝟑 − 𝒙 + 𝟏 समीकरणाचे f(3.75) ची दकां मत 

शोधा x1 = 2 and x2 = 4 से्ट्प वॅ्हलु्य (h) = 0.5 

उत्तर:  𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 𝑥 + 1 हे समीकरण आहे 

x आदण y च्या दकमतीचा तक्ता खालील प्रमाणे 
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x y 𝛁𝒚 𝛁𝟐𝒚 𝛁𝟑𝒚 𝛁𝟒𝒚 

2 7     

  7.125    

2.5 14.125  3.75   

  10.875  0.75  

3 25  4.5  0 

  15.375  0.75  

3.5 40.375  5.25   

  20.625    

4 61     

ℎ = 𝑥1 − 𝑥0 = 2.5 − 2 = 0.5 

𝑝 =
𝑥 − 𝑥𝑛

ℎ
=

3.75 − 4

0.5
= −0.5 

नू्यटि बॅकवडव दडिरेन्स इांटरपोलेशि सूि 

𝑓(𝑥) = 𝑦0 + 𝑝∇𝑦0 +
𝑝(𝑝 + 1)

2!
 . ∇2𝑦0 +

𝑝(𝑝 + 1)(𝑝 + 2)

3!
 . ∇3𝑦0 +

𝑝(𝑝 + 1)(𝑝 + 2)(𝑝 + 3)

4!
 . ∇4𝑦0 

𝑦(3.75) = 61 + (−0.5) × 20.625 +
−0.5(−0.5 + 1)

2!
 × 5.25 +

−0.5(−0.5 + 1)(−0.5 + 2)

3!
 

× 0.75 +
−0.5(−0.5 + 1)(−0.5 + 2)(−0.5 + 3)

4!
 × 0 

𝑦(3.75) = 61 − 10.3125 − 0.65625 − 0.0468 + 0 =  49.9843 

सराव प्रश्नसंच (Excersice): 

1) नू्यटि बॅकवडव दडिरेन्स  सारणी वापरूि y(7.5) ची अांिादजत दकां मत काढा 

X 1 2 3 4 5 6 7 8 

y 1 8 27 64 125 216 343 512 

2) नू्यटि बॅकवडव दडिरेन्स  सारणी वापरूि y(375) ची अांिादजत दकां मत काढा 

X 100 150 200 250 300 350 400 

Y 10.63 13.03 15.04 16.81 18.42 19.90 21.27 

3) खालील तक्त्यामधे्य नू्यटि बॅकवडव दडिरेन्स सारणी वापरूि y(3.5) ची अांिादजत दकां मत काढा. 

X 0 1 2 3 4 

Y 7 17 45 103 203 

4) खालील तक्त्यामधे्य नू्यटि बॅकवडव दडिरेन्स  सारणी वापरूि y(50) ची अांिादजत दकां मत काढा. 

X 0° 30° 45° 60° 

Y 0 8 1 1.732 

4.6 एक्स्ट्र ापोलेशनची संकल्पना (Concept of Extrapolation) 

y=f(x) हे एक िां कशि आहे. 𝑦0 ,𝑦1 ,𝑦2 ,….ह्या 𝑥0 ,𝑥1 ,𝑥2 ,….ची सांबांदधत मूले्य आहेत. जर आपल्याला 

[𝑥0, 𝑥𝑛] कोणत्याही दबांिूवर y चे मूल्य शोधायचे असेल तर आपण इांटरपोलेशि वापरतो परां तु मध्याांतराच्या बाहेर 

y चे मूल्य असेल तर आपण एर्क्टर ापोलेशिां ( Extrapolation) वापरतो.  
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 जर हे मूल्य टेबलच्या सुरूवातीच्या जवळ असेल तर आपण नू्यटि िॉरवडव दडिरेन्स वापरतो जर हे मूल्य 

टेबलच्या शेवटच्या जवळ असेल तर आपण नू्यटि बॅकवडव दडिरेन्स  वापरतो 

सोडवलेली उदाहरणे (Solved Problems) 

उदाहरण 4.5.8: इांटरपोलेशि वापरूि f(9) ची अांिादजत दकां मत काढा  

X 0 2 4 6 8 

f(x) 2 5 10 17 6 

उत्तर: नू्यटि बॅकवडव दडिरेन्स टेबल खालील प्रमाणे 

x y 𝛁𝒚 𝛁𝟐𝒚 𝛁𝟑𝒚 𝛁𝟒𝒚 

0 2     

  3    

2 5  2   

  5  0  

4 10  2  0 

  7  0  

6 17  2   

  9    

8 26     

ℎ = 𝑥1 − 𝑥0 = 2 − 0 = 2 

𝑝 =
𝑥 − 𝑥𝑛

ℎ
=

9 − 8

2
= 0.5 

नू्यटि बॅकवडव दडिरेन्स इांटरपोलेशि सूि 

(𝑥) = 𝑦0 + 𝑝∇𝑦0 +
𝑝(𝑝 + 1)

2!
 . ∇2𝑦0 +

𝑝(𝑝 + 1)(𝑝 + 2)

3!
 . ∇3𝑦0 

𝑦(9) = 26 + (0.5) × 9 +
0.5(0.5 + 1)

2!
 × 2 +

0.5(0.5 + 1)(0.5 + 2)

3!
 × 0 

𝑦(3.75) = 26 + 4.5 + 0.75 + 0 = 31.25 

उदाहरण 4.5.9: इांटरपोलेशि वापरूि f(2) ची अांिादजत दकां मत काढा  

X 3 5 7 9 

f(x) 9 25 49 81 

उत्तर: 

नू्यटि िॉरवडव दडिरेन्स  टेबल खालील प्रमाणे 

x y 𝛁𝒚 𝛁𝟐𝒚 𝛁𝟑𝒚 

3 9    

  16   

5 25  8  

  24  0 

7 49  8  

  32   

9 81    
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नू्यटि िॉरवडव दडिरेन्स  इांटरपोलेशि सूि 

𝑦(𝑥) = 𝑦0 + 𝑝∆𝑦0 +
𝑝(𝑝 − 1)

2!
 . ∆2𝑦0 +

𝑝(𝑝 − 1)(𝑝 − 2)

3!
 . ∆3𝑦0 

𝑦(2) = 9 + (−0.5) × 16 +
−0.5(−0.5 − 1)

2!
 × 8 +

−0.5(−0.5 − 1)(−0.5 − 2)

3!
× 0 

𝑦(2) = 9 − 8 + 3 + 0 

 𝑦(2) = 4 

सराव प्रश्नसंच (Exercise): 

1) सारणी वापरूि y(7.5) ची अांिादजत दकां मत काढा 

X 1 2 3 4 5 6 7 

y 1 8 27 64 125 216 343 

2) y(0.4) ची अांिादजत दकां मत काढा 

X 1 2 3 4 5 

Y 2 5 7 14 32 

3) खालील सारणी वापरूि y(5) ची अांिादजत दकां मत काढा. 

X 0 1 2 3 4 

Y -5 -10 -9 4 35 

4) खालील सारणी वापरूि y(22) ची अांिादजत दकां मत काढा. 

X 10 15 20 

Y 14 18 28 

संदभग (Reference): 

1. https://byjus.com/lagrange-interpolation-formula/ 

2. http://www.mathsisfun.com/ 

3. http://tutorial.math.lamar.edu/ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



सॅ्टशिस्तस्टकल मॉडेशलन्ग फॉर मशीन लशनिंग-313307                         Statistical Modelling for Machine Learning-313307 

  

Maharashtra State Board of Technical Education     107 
 

युशनि – 5 

सॅम्पशलंग मेथोड 

(Sampling Method) 

शविय शनश्पती  )Course Outcome(: R प्रोग्रादमांग वापरूि दिलेल्या समसे्वर सॅम्पदलांग पद्धत लागू करा 

घिक शनश्पती )Outcome Theory Learning(:  

1. सॅम्पदलांग  वापरूि दिलेल्या  समसे्चे दिराकरण करा  

2. टी दवतरण 9T Distribution) वापरूि िमुिे तपासा. 

3. ची से्क्वअर )square-chi (दवतरण वापरूि िमुिे तपासा.  

4. स्वतांितेची चाचणी घेण्यासाठी ची से्क्वअर चाचणी वापरा. 

सॅम्पदलांग पद्धतीमधे्य डेटा सांकदलत करण्यासाठी आदण सांपूणव लोकसांिेबद्दल दिष्कषव काढण्यासाठी मोठ्या 

लोकसांिेतील व्यक्ती दकां वा दिरीक्षणाांचा उपसांच दिवडणे समादवष्ट आहे  .लोकसांिेच्या प्रते्यक सिस्ाकडूि 

मादहती गोळा करणे अव्यवहायव दकां वा अशय असतािा डेटा गोळा करण्याचा हा एक व्यावहाररक आदण 

कायवक्षम मागव आहे. 

5.1.1 Population(लोकसंख्या): लोकसांिा हा सांपूणव गट आहे ज्याबद्दल तुम्हाला दिष्कषव काढायचा आहे. 

लोकसांिेमधे्य सवव व्यक्ती, वसू्त दकां वा अभ्यासाधीि दिरीक्षणे समादवष्ट असतािा, िमुिा दवशे्लषणासाठी 

दिवडलेल्या उपसांचाचे प्रदतदिदधत् करतो. ही दवषमता ओळखूि सांशोधकाांिा िमुन्याच्या वैदशष्ट्याांवर आधाररत 

मोठ्या गटाबद्दल अर्वपूणव दिष्कषव काढता येतात. 

लोकसांिेचे दवदवध प्रकार आहेत. 

1) मयागशदत लोकसंख्या (Finite Population): मयावदित लोकसांिेला मोजण्यायोग्य (countable) 

लोकसांिा म्हणूि िेखील ओळखले जाते ज्यामधे्य लोकसांिा मोजली जाऊ शकते. िुसऱ्या शब्दाांत, हे सवव 

व्यक्ती दकां वा वसू्तांची लोकसांिा म्हणूि पररभादषत केले जाते जे मयावदित आहेत. साांख्यिकीय दवशे्लषणासाठी, 

मयावदित लोकसांिा असीम लोकसांिेपेक्षा अदधक िायिेशीर आहे. मयावदित लोकसांिेची उिाहरणे म्हणजे 

कां पिीचे कमवचारी, बाजारातील सांभाव्य ग्राहक. 

उिाहरण: 

समजा एका शाळेतील 100 दवद्यार्ी आहेत, आदण तुम्ही त्याांच्या 5वी वगावच्या गदणताचे पेपर तपासणार आहात. 

इरे् शाळेतील 100 दवद्यार्ी एक दसदमत लोकसांिा आहे.तुम्ही यातील काही दवद्यार्थ्ाांचे मतिाि दकां वा सवेक्षण 

करणार असाल, तर यामधे्य तुम्हाला प्रते्यक दवद्यार्थ्ावची मादहती दमळवणे आवश्यक आहे, आदण लोकसांिेची 

सांिा दिदित आहे. त्याचप्रमाणे, दसदमत लोकसांिेमधे्य एक मयाविा आहे, उिाहरणार्व, एका गावात 500 घरां  

असू शकतात. या 500 घराांमधे्य तुम्ही शोध घेतला तरी लोकसांिा दिदित आहे आदण ती 500 पेक्षा जास्त होणार 

िाही. 

2) अनंत लोकसंख्या (Infinite Population): असीम (infinite) लोकसांिेला अगदणत (uncountable) 

लोकसांिा म्हणूि िेखील ओळखले जाते ज्यामधे्य लोकसांिेतील एककाांची गणिा करणे शय िाही. असीम 

लोकसांिेचे उिाहरण म्हणजे रुग्णाच्या शरीरातील जांतूांची सांिा अगदणत आहे. 

उिाहरण: 

बाजारातील ग्राहक: मािलां की एका मोठ्या शहरात एका वीकली बाजारात अिेक लोक येतात. या लोकसांिेची 

सांिा िर वेळी बिलत असते कारण बाजारात वेगवेगळ्ा वेळात ग्राहक येतात आदण जातात. त्यामुळां , ह्या 

लोकसांिेची सांिा "अिांत" मािली जाऊ शकते, कारण ग्राहकाांच्या आगमिाची आदण जाण्याची प्रदक्रया सतत 

सुरू असते. 



सॅ्टशिस्तस्टकल मॉडेशलन्ग फॉर मशीन लशनिंग-313307                         Statistical Modelling for Machine Learning-313307 

  

Maharashtra State Board of Technical Education     108 
 

सवव इांटरिेट वापरकते: एक असां उिाहरण घेता येईल, दजरे् इांटरिेट वापरकत्याांची लोकसांिा अिांत असू 

शकते, कारण िररोज िवीि लोक इांटरिेटचा वापर सुरू करतात. याची सांिा अचूकपणे मोजता येत िाही, 

आदण हे सतत वाढतच राहते. तुम्ही अशा लोकसांिेमधे्य काही सिस्ाांचा  अभ्यास करत असतािा, तुम्हाला  

सवव लोकसांिेचा अचूक अभ्यास  दकां वा  मोजणी करणे कठीण जाते. 

3) शवद्यमान लोकसंख्या (Existent Population): दवद्यमाि लोकसांिा ठोस व्यक्ती ांची लोकसांिा म्हणूि 

पररभादषत केली जाते. िुसऱ्या शब्दाांत साांगायचे तर, ज्या लोकसांिेचे एकक घि स्वरूपात उपलब्ध आहे दतला 

अख्यस्तत्ात असलेली लोकसांिा म्हणूि ओळखले जाते. उिाहरणे म्हणजे पुस्तके, दवद्यार्ी इ. 

उिाहरण: 

एका शाळेतील दवियार्ी: एका शाळेतील दवियार्ींची लोकसांिा जी त्या दवदशष्ट शाळेच्या एकाच शालेय वषावत 

अख्यस्तत्ात आहे, ती अख्यस्तत्ात असलेली लोकसांिा होईल. उिाहरणार्व, शाळेतील 500 दवद्यार्ी ज्याांचे दशक्षण 

चालू आहे, हे त्या शालेय वषावत अख्यस्तत्ात असलेल्या लोकसांिेचे घटक आहेत. रुग्णालयात असलेले रुग्ण: 

समजा, एका रुग्णालयात 100 रुग्ण उपचार घेत आहेत. त्या रुग्णालयात असलेली लोकसांिा म्हणजे त्या दवदशष्ट 

वेळेत रुग्णालयात असलेले 100 रुग्ण, जे त्या कालावधीत अख्यस्तत्ात आहेत. अशा लोकसांिेमधे्य, आपण ज्या 

दठकाणी आदण ज्या वेळेस लोकसांिेचा अभ्यास करत आहोत, त्याच लोकसांिेचा सांिभव घेतला जातो. 

4)काल्पशनक लोकसंख्या (Hypothetical Population): ज्या लोकसांिेमधे्य एकक घि स्वरूपात 

उपलब्ध िाही दतला काल्पदिक लोकसांिा असे म्हणतात. लोकसांिेमधे्य दिरीक्षणाांचे सांच, वसू्त इत्यािी 

असतात जे सवव काही समाि असतात. काही पररख्यस्क्र्ती ांमधे्य, लोकसांिा केवळ काल्पदिक असते. उिाहरणे 

म्हणजे िासे गुांडाळण्याचा पररणाम, िाणे िेकण्याचा पररणाम. 

उिाहरण: 

तुम्ही एका सवेक्षणात असे गृदहत धरता की एका शहरात सवव लोक 30-40 वयोगटातील आहेत. वास्तदवकतेत, 

त्या शहरात प्रते्यक वयोगटातील लोक असू शकतात, पण तुमच्या सांशोधिासाठी काल्पदिक लोकसांिा तयार 

केली जाते, दजच्यात िक्त 30-40 वयोगटातील लोक असतील. यामधे्य, तुम्ही दवचार करत असलेली लोकसांिा 

वास्तदवक लोकसांिेची पररकल्पिा आहे. एका गदणतीय मॉडेलमधे्य कधीकधी "सवव लोक समोच्च आहेत" असे 

गृदहत धरूि लोकसांिा तयार केली जाते. या मॉडेलमधे्य, लोकाांची उांची, वय, दकां वा इतर शारीररक लक्षणे 

काल्पदिक असतात, कारण हा िक्त एक गृदहतक आहे. वैयख्यक्तक दिवडण्याच्या समसे्त (Sampling 

Problem), समजा तुम्ही एक काल्पदिक लोकसांिा तयार करता जी िक्त 1000 लोकाांची असेल, आदण त्यात 

वेगवेगळ्ा वयाच्या, दलांगाच्या, आदण इतर गुणधमाांच्या लोकाांची दवदवधता असते. हा एक "काल्पदिक" सेट असेल 

जो वास्तदवक लोकसांिेचा प्रदतदिदधत् करणारा असेल.काल्पदिक लोकसांिा ही र्ोडयात एक गृदहतक 

असते, जी वास्तदवक पररख्यस्क्र्तीच्या आधारावर तयार केली जाते, पण ती प्रत्यक्षात अख्यस्तत्ात िसते. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

POPULATION 

SAMPLE 
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5.1.2 Sampling(सॅम्पशलंग): सॅम्पदलांग सांशोधकाांिा लोकसांिेच्या प्रदतदिधी उपसांचातूि डेटा सांकदलत 

करण्यास अिुमती िेते. लोकसांिेच्या प्रते्यक सिस्ाकडूि डेटा सांकदलत करणे हे सहसा 

अव्यवहायव(impractical) दकां वा अशय असते, म्हणूि सॅम्पदलांग सांशोधकाांिा लोकसांिेच्या लहाि, अदधक 

व्यवस्क्र्ादपत करण्यायोग्य उपसांचातूि डेटा गोळा करण्यास अिुमती िेते. िमुिा हा लोकसांिेमधूि घेतलेला 

लहाि गट आहे. िमुिा हा घटकाांचा समूह आहे ज्यातूि तुम्ही प्रत्यक्षात डेटा गोळा कराल. 

5.1.3 सॅम्पशलंगचे उशिष्ट् (Aim of sampling): 

              मोठ्या लोकसांिेच्या सांशोधि प्रश्नाशी सांबांदधत असलेल्या वैदशष्ट्याांचे अांिाजे अांिाज घेणे हे 

सॅम्पदलांगचे उदद्दष्ट आहे. िमुिा प्रादतदिदधक असणे आवश्यक आहे जेणेकरूि सांशोधक मोठ्या लोकसांिेबद्दल 

दिष्कषव काढू शकतील. 

 

 

 

 

 

 

                                                                                                                                                                                    

 

 

 

 

 

िमुिा घेण्याचा उदे्दश एक लहाि सांच दमळवणे हा आहे ज्यावर आपण दवदशष्ट प्रयोग करू शकतो असे वाजवी 

गृहीत धरूि की लहाि सांच प्रत्यक्षात लोकसांिेची वैदशष्ट्ये प्रदतदबांदबत करतो आदण या िमुन्यावर पादहलेली 

कोणतीही दिरीक्षणे मोठ्या लोकसांिेला लागू होतात. 

5.1.4 पॅरामीिर आशण सांस्तख्यकी(Parameter And Statistics): पॅरामीटर ही सांपूणव लोकसांिेचे वणवि 

करणारी सांिा आहे (उिा. लोकसांिेचे सरासरी), तर आकडेवारी म्हणजे िमुन्याचे वणवि करणारी सांिा (उिा. 

िमुिा सरासरी). 

 

मापिांड शोधूि(quantitative research) लोकसांिेची वैदशष्ट्ये समजूि घेणे हे पररमाणात्मक सांशोधिाचे 

उदद्दष्ट आहे. व्यवहारात, लोकसांिेच्या प्रते्यक सिस्ाकडूि डेटा सांकदलत करणे बऱ्याचिा कठीण, वेळखाऊ 

दकां वा अव्यवहायव असते. त्याऐवजी, िमुन्याांमधूि डेटा गोळा केला जातो. 

आकडेवारी दव पॅरामीटसवची उिाहरणे (Examples of statistics vs parameters): 

नमुना सांस्तख्यकी लोकसंख्या पॅरामीिर 

मृतु्यिांडाचे समर्वि करणाऱ्या 2000 

यादृख्यच्छकपणे(randomly) िमुिा घेतलेल्या 

सहभागी ांचे प्रमाण. 

मृतु्यिांडाचे समर्वि करणाऱ्या सवव यूएस रदहवाशाांचे 

प्रमाण 

 

बोस्ट्ि आदण वेलस्लीमधील 850 महादवद्यालयीि 

दवद्यार्थ्ाांचे सरासरी उत्पन्न. 

मॅसॅचु्यसेट्समधील सवव महादवद्यालयीि दवद्यार्थ्ाांचे 

सरासरी उत्पन्न. 

Sample 

(सँपल) 

Sampling Frame 

Population (लोकसंख्य ) 

Target (टारर्ेट) 
population under 

study 

Part of the 

accessible 

(एसीसेलसब्ल)ेtarget 

pollution. 

Actual 

units under 

study 
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मापदंड आशण आकडेवारी ची तुलना (comparison of parameters and statistics): 

 पॅरामीिर   सांस्तख्यकी 

व्यािा 

 

एक सांिात्मक वैदशष्ट्य जे सांपूणव 

लोकसांिेचे वणवि करते. 

 

लोकसांिेमधूि काढलेल्या िमुन्यावरूि 

मोजलेले सांिात्मक माप. 

दिसगव(Nature) ख्यस्क्र्र आदण ख्यस्क्र्र  चल (variable)आदण िमुिा ते िमुन्यात 

बिलू शकतो 

मूल्य(Value) अज्ञात(unknown) (जसे ते सांपूणव 

लोकसांिेशी सांबांदधत आहे)  

ज्ञात(known))(जसे ते िमुिा डेटावरूि 

घेतले आहे) 

 

प्रदतदिदधत्  

(Representation) 

सांपूणव लोकसांिेचे प्रदतदिदधत्  

 

लोकसांिेचा िमुिा िशववते 

 

वापर(Usages) 

 

सैद्धाांदतक सांकल्पिा आदण गृदहतक 

सूिीकरण मधे्य वापरले  

 

व्यावहाररक डेटा दवशे्लषण आदण सांशोधि 

वापरले 

 

अचूकता 

 

अदधक अचूक कारण ती सांपूणव 

लोकसांिेचे प्रदतदिदधत् करते  

 

ते अचूकतेमधे्य दभन्न असू शकते कारण ते 

िमुिा आकार आदण दिवडीवर अवलांबूि 

असते 

 

गणिा 

(Calculation) 

बहुतेक वास्तदवक-जगातील 

पररख्यस्क्र्ती ांमधे्य अचूकपणे गणिा केली 

जाऊ शकत िाही  

िमुिा डेटा वापरूि गणिा केली जाऊ शकते 

 

उदे्दश  

 

लोकसांिेच्या वैदशष्ट्याांचे वणवि 

करण्यासाठी  

िमुिा डेटावर आधाररत लोकसांिेच्या 

मापिांडाांचा अांिाज लावणे 

उिाहरण 

 

िेशातील सवव प्रौढाांची वास्तदवक 

सरासरी उांची 

 

िेशातील प्रौढाांच्या िमुिा गटातूि मोजलेली 

सरासरी उांची 

 

 

5.1.5. सॅम्पशलंगचे प्रकार ( Types of Sampling):      

सॅम्पदलांग पद्धतीचे िोि प्रार्दमक प्रकार आहेत  

सांभाव्यता सॅम्पदलांग(Probability sampling):सांभाव्यता सॅम्पदलांगमधे्य यादृख्यच्छक(random) दिवड समादवष्ट 

असते, ज्यामुळे तुम्हाला सांपूणव गटाबद्दल मजबूत साांख्यिकीय दिष्कषव काढता येतात. 

एका शेतातील एवोकॅडोच्या( avocados) वजिाचे 

मािक दवचलि(Standard deviation) 

प्रिेशातील सवव avocados (एवोकॅडोच्या) वजिाचे 

मािक दवचलि(Standard deviation) 

भारतातील 3000 हायसू्कल दवद्यार्थ्ाांचा 

सरासरी(mean) िीि वेळ. 

भारतातील सवव हायसू्कल दवद्यार्थ्ाांचा 

सरासरी(mean) िीि वेळ. 
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गैर-सांभाव्यता सॅम्पदलांग (Non-probability sampling):गैर-सांभाव्यता सॅम्पदलांगमधे्य सोयी दकां वा इतर 

दिकषाांवर आधाररत िॉि-यादृख्यच्छक दिवड समादवष्ट असते, ज्यामुळे तुम्हाला डेटा सहज गोळा करता येतो. 

सांभाव्यता सॅम्पदलांग िमुन्याचे प्रकार खालीलप्रमाणे आहेत. 

         

 

मशीि लदिांगमधील सॅम्पदलांग पद्धती ांचे दवदवध प्रकार, त्याांची वणविे, पायर्ि कोड उिाहरणे आदण वापर 

प्रकरणाांमधे्य दवभागू या. 

1.Random Sampling(रँडम सॅम्पशलंग): रँडम सॅम्पदलांग हा मशीि लदिांगमधील सॅम्पदलांगचा सवावत सोपा 

प्रकार आहे. यात कोणत्याही दवदशष्ट पॅटिवदशवाय डेटासेटमधूि यादृख्यच्छकपणे डेटा पॉइांट दिवडणे समादवष्ट आहे. 

ही पद्धत असे गृहीत धरते की डेटासेटमधील प्रते्यक डेटा पॉइांटला दिवडण्याची समाि सांधी आहे. 

Python Code (पायर्ि कोड) Example: 

उिाहरण: दलस्ट्मधूि रँडम सॅम्पल घेणे 

python 

Copy code 

import random 

# डेटा दलस्ट् 

data = [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10] 

# रँडम सॅम्पल (कुल ३ घटक दिवडा) 

sample = random.sample(data, 3) 

print("रँडम सॅम्पल:", sample) 

random.sample(population, k) हा िां क्शि तुम्हाला दिलेल्या population दलस्ट्मधूि k आकाराचा रँडम 

सॅम्पल दिवडतो. येरे् k=3 म्हणजे ३ घटक दिवडले जातील. 

उिाहरण: ररपे्लसमेंटसह रँडम सॅम्पल घेणे 

python 

Copy code 

import random 

# डेटा दलस्ट् 

data = [1, 2, 3, 4, 5] 

सॅम्पभलगंेे
प्रक र

Random

(र ंडम) 
Sampling

Stratif
ied 

(स्त्ितिफिए
ड) 

Samplin
g

Systemat
ic

(भसस्त्टम टट
क) 

Sampling

Cluster 

(क्लस्त्टर)
Samplin

g

Over(ओवर) 
sampling 

and

Under(

उंडर) 
sampling
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# रँडम सॅम्पल (ररपे्लसमेंटसह ५ घटक दिवडा) 

sample_with_replacement = random.choices(data, k=5) 

print("रँडम सॅम्पल ररपे्लसमेंटसह:", sample_with_replacement) 

random.choices(population, k) हा िां क्शि ररपे्लसमेंटसह रँडम सॅम्पल घेण्यासाठी वापरला जातो, यामधे्य 

एखािाच घटक पुन्हा दिवडला जाऊ शकतो. 

2. NumPy चा वापर: 

जर तुम्ही मोठ्या डेटासेटवर काम करत असाल, तर numpy लायिरीचा वापर रँडम सॅम्पदलांगसाठी केला जातो. 

उिाहरण: NumPy अ ॅरेमधूि रँडम सॅम्पल घेणे 

python 

Copy code 

import numpy as np 

# NumPy अ ॅरे 

data = np.array([1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10]) 

# रँडम सॅम्पल (कुल ३ घटक दिवडा, ररपे्लसमेंट दशवाय) 

sample = np.random.choice(data, size=3, replace=False) 

print("रँडम सॅम्पल (NumPy):", sample) 

np.random.choice(population, size, replace) हा िां क्शि तुम्हाला NumPy अ ॅरेमधूि रँडम सॅम्पल 

घेण्यासाठी वापरता येतो. 

replace=False म्हणजे ररपे्लसमेंट िाही. 

उिाहरण: NumPy अ ॅरेमधूि ररपे्लसमेंटसह रँडम सॅम्पल 

python 

Copy code 

import numpy as np 

# NumPy अ ॅरे 

data = np.array([1, 2, 3, 4, 5]) 

# रँडम सॅम्पल (ररपे्लसमेंटसह ५ घटक दिवडा) 

sample_with_replacement = np.random.choice(data, size=5, replace=True) 

print("रँडम सॅम्पल ररपे्लसमेंटसह (NumPy):", sample_with_replacement) 

3. DataFrame मधे्य रँडम सॅम्पल (pandas वापरूि) 

जर तुम्ही pandas DataFrame मधे्य काम करत असाल, तर तुम्ही sample() िां क्शिचा वापर करू शकता. 

उिाहरण: DataFrame मधे्य रँडम सॅम्पल 

python 

Copy code 

import pandas as pd 

# DataFrame तयार करणे 

df = pd.DataFrame({ 

    'A': [1, 2, 3, 4, 5], 

    'B': ['a', 'b', 'c', 'd', 'e'] 
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}) 

# रँडम सॅम्पल (२ पांक्ती दिवडा) 

sample_df = df.sample(n=2, replace=False) 

print("DataFrame मधूि रँडम सॅम्पल:\n", sample_df) 

df.sample(n, replace) या पद्धतीिे तुम्ही DataFrame मधूि रँडम सॅम्पल दिवडू शकता. 

साराांश: 

random.sample() हे साध्या दलस्ट्साठी वापरता येते, जेरे् ररपे्लसमेंट ि करता रँडम सॅम्पल घ्यायचा असतो. 

random.choices() वापरूि ररपे्लसमेंटसह सॅम्पल घेतला जातो. 

numpy.random.choice() हे NumPy अ ॅरेसाठी अदधक कायवक्षम आदण लवदचक पद्धत आहे. 

pandas.DataFrame.sample() वापरूि DataFrame मधूि रँडम सॅम्पल घ्या. 

केसेस वापरा(Use Cases): यादृख्यच्छक(Random) िमुिे सहसा प्रारां दभक अने्वषण(exploratory) डेटा 

दवशे्लषणामधे्य कोणत्याही पूवावग्रहादशवाय डेटाचा दु्रत अर्व प्राप्त करण्यासाठी वापरला जातो. 

2. Stratified (स्त्रशतशफएड) Sampling: जेव्हा डेटासेटमधे्य उपसमूह असतात आदण प्रते्यक उपसमूहातील 

िमुिे समादवष्ट करणे महत्त्वाचे असते तेव्हा स्तरीकृत िमुिा वापरला जातो. या पद्धतीमधे्य, लोकसांिा एकसांध 

उपसमूहाांमधे्य दवभागली जाते ज्याला स्तर म्हणतात, आदण िमुिा सांपूणव लोकसांिेचा प्रदतदिधी आहे याची हमी 

िेण्यासाठी प्रते्यक स्तरावरूि योग्य सांिेचा िमुिा घेतला जातो. 

Python Code (पायर्ि कोड) Example: 

Python मधे्य स्ट्र े दटिाइड सॅम्पदलांग कसा करायचा: 

पायर्िमधे्य स्ट्र े दटिाइड सॅम्पदलांग करण्यासाठी pandas लायिरीचा उपयोग केला जाऊ शकतो. इरे् एक 

उिाहरण दिले आहे ज्यामधे्य डेटा फे्रममधे्य असलेल्या दवदवध गटाांमधूि स्ट्र े दटिाइड सॅम्पल दिवडले जात आहे. 

उिाहरण: 

python 

Copy code 

import pandas as pd 

import numpy as np 

# डेटा तयार करा 

data = { 

    'Age': [25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60, 65, 70], 

    'Gender': ['Male', 'Female', 'Male', 'Female', 'Male', 'Female', 'Male', 'Female', 'Male', 

'Female'], 

    'Income': [25000, 30000, 35000, 40000, 45000, 50000, 55000, 60000, 65000, 70000] 

} 

# DataFrame तयार करा 

df = pd.DataFrame(data) 

# 'Gender' या स्तांभािुसार स्ट्र े दटिाइड सॅम्पदलांग 

stratified_sample = df.groupby('Gender', group_keys=False).apply(lambda x: 

x.sample(frac=0.5)) 
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print("स्ट्र े दटिाइड सॅम्पदलांग:\n", stratified_sample) 

साराांश : 

groupby() पद्धतीचा वापर करूि, डेटा फे्रम 'Gender' स्तांभाच्या आधारावर गटाांमधे्य दवभागला जातो. 

िांतर, प्रते्यक गटामधूि sample(frac=0.5) या िां क्शििे ५०% डेटा दिवडला जातो. 

frac=0.5 म्हणजे प्रते्यक गटाच्या ५०% डेटा दिवडा. तुम्ही frac बिलूि आणखी कमी दकां वा जास्त डेटा दिवडू 

शकता. 

group_keys=False हे सुदिदित करते की गटाच्या key (यात 'Gender') ला डेटामधे्य समादवष्ट केले जात िाही. 

आउटपुट: 

हा कोड काढल्यावर तुम्हाला प्रते्यक दलांगाच्या गटात ५०% रँडम सॅम्पल दिसेल. उिाहरणार्व: 

markdown 

Copy code 

स्ट्र े दटिाइड सॅम्पदलांग: 

 Age Gender Income 

0 25 Male 25000 

3 40 Female 40000 

1 30 Female 30000 

4 45 Male 45000 

 

अशिक गिांसह स्टरेशिफाइड सॅम्पशलंग: 

स्ट्र ेदटिाइड सॅम्पदलांग कोणत्याही गटावर आधाररत करता येईल, जसे वय (Age), दलांग (Gender), इत्यािी. 

खाली एक उिाहरण आहे दजरे् गट 'Age' वर आधाररत आहे: 

python 

Copy code 

import pandas as pd 

import numpy as np 

# डेटा तयार करा 

data = { 

    'Age': [25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60, 65, 70], 

    'Gender': ['Male', 'Female', 'Male', 'Female', 'Male', 'Female', 'Male', 'Female', 'Male', 

'Female'], 

    'Income': [25000, 30000, 35000, 40000, 45000, 50000, 55000, 60000, 65000, 70000] 

} 

# DataFrame तयार करा 

df = pd.DataFrame(data) 

# 'Age' गटावर आधाररत स्ट्र े दटिाइड सॅम्पदलांग (उिा. 30-40 वयोगट) 

age_bins = [20, 30, 40, 50, 60, 70]  # वयाचे गट 

df['Age Group'] = pd.cut(df['Age'], bins=age_bins) 
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# प्रते्यक वयो गटातूि सॅम्पल घ्या (५०% प्रते्यक गटातील) 

stratified_sample = df.groupby('Age Group', group_keys=False).apply(lambda x: 

x.sample(frac=0.5)) 

print("स्ट्र े दटिाइड सॅम्पदलांग वयो गटावर आधाररत:\n", stratified_sample) 

आउटपुट: 

markdown 

Copy code 

स्ट्र े दटिाइड सॅम्पदलांग वयो गटावर आधाररत: 

 Age Gender Income Age Group 

1 30   Female 30000 (20, 30] 

0 25 

 

Male 25000     

 

(20, 30] 

3 40   Female 40000 (30, 40] 

5 50   Female 50000 (40, 50] 

8 65 Male 65000     

 

(60, 70] 

6 55     Male 55000     

 

(50, 60] 

महत्त्वाचे मुदे्द: 

pd.cut(): ह्याचा वापर करूि तुम्ही वयोमािािुसार गट तयार करू शकता (उिाहरणार्व, २०-३०, ३०-४० वयाचे 

गट). 

groupby(): हे पद्धत गटाांमधे्य दवभागणी करते. 

sample(frac=0.5): प्रते्यक गटापासूि ५०% सॅम्पल घेते. 

दिष्कषव: 

स्ट्र े दटिाइड सॅम्पदलांग मधे्य, तुम्ही दवदशष्ट गटाांपासूि डेटा दिवडता. त्यामुळे प्रते्यक गटाचे प्रदतदिदधत् चाांगले 

होते. 

pandas मधे्य groupby() आदण sample() चा वापर करूि स्ट्र े दटिाइड सॅम्पदलांग खूप सोपे होते. 

केसेस वापरा(Use Cases): िसवणूक शोधणे दकां वा वैद्यकीय दििाि याांसारिा असमतोल डेटासेटशी व्यवहार 

करतािा स्तरीकृत िमुिे घेणे महत्त्वाचे असते, जेरे् प्रते्यक वगावचे प्रदतदिदधत् महत्त्वाचे असते. 

3. Systematic (शसस्तस्टमॅशिक) Sampling: दसख्यस्ट्मॅदटक सॅम्पदलांग हा सॅम्पदलांगचा एक प्रकार आहे जो एका 

दिदित मध्याांतरािुसार डेटा पॉइांट्स दिवडतो, ज्याला सॅम्पदलांग इांटरव्हल म्हणतात. उिाहरणार्व, तुम्ही 

डेटासेटमधील प्रते्यक 10वा डेटा पॉइांट दिवडू शकता. 

Python Code (पायर्ि कोड) Example:  

मजा आपल्याला एका दलस्ट्मधूि प्रते्यक 3-वा सिस् दिवडायचा आहे, तर आपण खालील कोड वापरू शकतो: 

python 

Copy code 

import numpy as np 
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# डेटा दलस्ट् 

data = [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10] 

# सॅम्पदलांग अांतर (k) 

k = 3 

# प्रारां दभक पॉइांट (म्हणजे कोणते घटक दिवडायचे, उिाहरणार्व 1-वा घटक) 

start_point = 0 

# दसस्ट्मॅदटक सॅम्पदलांग 

sample = data[start_point::k] 

print("दसस्ट्मॅदटक सॅम्पदलांग:", sample) 

साराांश: 

data[start_point::k]: हा कोड आपल्याला डेटा दलस्ट्मधूि start_point पासूि सुरुवात करूि प्रते्यक k 

अांतरावर असलेल्या घटकाांिा दिवडतो. 

start_point=0 म्हणजे आपण दलस्ट्च्या पदहल्या घटकापासूि सुरुवात करत आहोत. 

k=3 म्हणजे प्रते्यक ३-वा घटक दिवडला जातो. 

आउटपुट: 

less 

Copy code 

दसस्ट्मॅदटक सॅम्पदलांग: [1, 4, 7, 10] 

2. दसस्ट्मॅदटक सॅम्पदलांग - DataFrame मधे्य उिाहरण: 

आता समजा तुमच्याकडे pandas DataFrame आहे, आदण तुम्हाला त्यातील प्रते्यक 5-वा रेकॉडव दिवडायचा 

आहे. आपण iloc दकां वा iloc सॅदलांग पद्धतीचा वापर करू शकतो. 

python 

Copy code 

import pandas as pd 

# DataFrame तयार करा 

data = { 

    'ID': [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10], 

    'Name': ['A', 'B', 'C', 'D', 'E', 'F', 'G', 'H', 'I', 'J'] 

} 

df = pd.DataFrame(data) 

# दसस्ट्मॅदटक सॅम्पदलांग - प्रते्यक 5-वा रेकॉडव दिवडायचा 

k = 5  # सॅम्पदलांग अांतर 

start_point = 0  # प्रारां दभक पॉइांट 

# दसस्ट्मॅदटक सॅम्पदलांग DataFrame मधे्य 

sample_df = df.iloc[start_point::k] 

print("Static Sampling DataFrame:\n", sample_df) 

काय होते इरे्: 

df.iloc[start_point::k]: या कोडिे start_point=0 पासूि सुरू करूि प्रते्यक ५-वा रेकॉडव दिवडला जातो. 
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k=5 म्हणजे प्रते्यक पाचव्या रेकॉडवला दिवडले जाते. 

आउटपुट: 

less 

Copy code 

दसस्ट्मॅदटक सॅम्पदलांग DataFrame मधे्य: 

 ID Name 

0 1 A 

5 6 F 

3. दसस्ट्मॅदटक सॅम्पदलांग - शांभर रेकॉडव असलेल्या मोठ्या डेटावर उिाहरण: 

कधी कधी आपल्याला मोठ्या डेटावर (उिाहरणार्व 100 दकां वा 1000 रेकॉडव) दसस्ट्मॅदटक सॅम्पदलांग करायचे 

असते. त्यासाठी खालीलप्रमाणे कोड असेल: 

python 

Copy code 

import pandas as pd 

# मोठ्या डेटा सेटचे उिाहरण (100 रेकॉडव) 

data = { 

    'ID': range(1, 101), 

    'Name': ['Name_' + str(i) for i in range(1, 101)] 

} 

df = pd.DataFrame(data) 

# दसस्ट्मॅदटक सॅम्पदलांग - प्रते्यक 10-वा रेकॉडव दिवडायचा 

k = 10  # सॅम्पदलांग अांतर 

start_point = 0  # प्रारां दभक पॉइांट 

# दसस्ट्मॅदटक सॅम्पदलांग DataFrame मधे्य 

sample_df = df.iloc[start_point::k] 

print("Systematic DataFrame (10th Record):\n", sample_df) 

आउटपुट: 

python 

Copy code 

दसस्ट्मॅदटक सॅम्पदलांग DataFrame मधे्य (१०-वा रेकॉडव): 

  ID         Name 

0 1 Name_1 

9 10 Name_10 

19 20 Name_20 

29 30 Name_30 

39 40 Name_40 
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दिष्कषव: 

दसस्ट्मॅदटक सॅम्पदलांग मधे्य तुम्ही डेटा दलस्ट् दकां वा डेटा फे्रममधूि दिदित अांतरावरूि घटक दिवडता. 

तुम्ही start_point आदण k (सॅम्पदलांग अांतर) बिलूि तुम्ही कोणतेही इतर रेकॉडव दिवडू शकता. 

केसेस वापरा(Use Cases): तुमच्याकडे मोठा डेटासेट असेल आदण तुम्हाला सांपूणव डेटासेटमधे्य पसरलेला 

िमुिा हवा असेल तेव्हा पद्धतशीर िमुिा घेणे उपयुक्त ठरते. 

4. Cluster (क्लस्टर) Sampling: क्लस्ट्र सॅम्पदलांगमधे्य लोकसांिेचे क्लस्ट्रमधे्य दवभाजि करणे, त्यािांतर 

यादृख्यच्छकपणे (randomly)) सांपूणव क्लस्ट्र दिवडणे समादवष्ट आहे. हे खचव कमी करू शकते आदण सॅम्पदलांगची 

कायवक्षमता वाढवू शकते. 

क्लस्ट्र सॅम्पदलांगचे प्रकार: 

एकिाच सॅम्पदलांग (One-stage cluster sampling): एक दकां वा अदधक गट दिवडले जातात आदण त्या 

गटाांमधूि सवव सिस् दिवडले जातात. 

दिस्तरीय सॅम्पदलांग (Two-stage cluster sampling): प्रर्म गट दिवडले जातात, आदण िांतर त्या गटाांमधूि 

काही सिस् दिवडले जातात. 

Python मधे्य क्लस्ट्र सॅम्पदलांग कसा करायचा? 

pandas आदण random मॉडू्यलचा वापर करूि आपण क्लस्ट्र सॅम्पदलांग सहज करू शकतो. 

1. क्लस्ट्र सॅम्पदलांग (One-Stage) 

उिाहरणार्व, समजा आपल्याकडे एका शाळेतील १०० वगाांच्या (clusters) दलस्ट् आहे, आदण आपल्याला त्या 

वगाांमधूि काही दिवडक वगव दिवडायचे आहेत. 

कोड: 

python 

Copy code 

import pandas as pd 

import random 

# डेटा तयार करा (वगावचे उिाहरण) 

clusters = { 

    'Class': ['Class_A', 'Class_B', 'Class_C', 'Class_D', 'Class_E', 'Class_F', 'Class_G', 'Class_H', 

'Class_I', 'Class_J'], 

    'Students': [30, 28, 35, 40, 50, 60, 45, 30, 25, 35]  # प्रते्यक वगावतील दवद्यार्थ्ाांची सांिा 

} 

# DataFrame तयार करा 

df = pd.DataFrame(clusters) 

# गटाांची दिवड (क्लस्ट्र सॅम्पदलांग: 3 गट दिवडा) 

selected_clusters = random.sample(df['Class'].tolist(), 3) 

# दिवडक गटाांची मादहती 

print("selected_clusters:", selected_clusters) 

# त्या गटातील सवव दवद्यार्थ्ाांची मादहती: 

selected_data = df[df['Class'].isin(selected_clusters)] 

print("\nAll students Infromation in selected_clusters:\n", selected_data) 
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साराांश: 

random.sample() पद्धतीचा वापर करूि, १० गटाांमधूि ३ गट दिवडले जातात. 

िांतर, त्या दिवडक गटाांमधील सवव दवद्यार्थ्ाांची मादहती isin() िां क्शिचा वापर करूि घेतली जाते. 

आउटपुट: 

less 

Copy code 

दिवडक गट: ['Class_A', 'Class_C', 'Class_F'] 

दिवडक गटाांमधील सवव दवद्यार्थ्ाांची मादहती: 

 Class Students 

0 Class_A 30 

2 Class_C 35 

5 Class_F 60 

2. क्लस्टर सॅम्पशलंग (Two-Stage) 

िुसऱ्या उिाहरणात, आपण दिस्तरीय सॅम्पदलांग करू. त्यात, प्रर्म गट (उिाहरणार्व, वगव) दिवडले जातील आदण 

त्यात काही दवद्यार्थ्ाांची दिवड केली जाईल. 

कोड: 

python 

Copy code 

import pandas as pd 

import random 

# डेटा तयार करा (वगव व दवद्यार्थ्ाांचा उिाहरण) 

data = { 

    'Class': ['Class_A', 'Class_A', 'Class_A', 'Class_B', 'Class_B', 'Class_B',  

              'Class_C', 'Class_C', 'Class_C', 'Class_D', 'Class_D', 'Class_D'], 

    'Student_ID': [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12], 

    'Name': ['John', 'Alice', 'Bob', 'Eve', 'Charlie', 'David',  

             'Grace', 'Harry', 'Ivy', 'Jack', 'Kathy', 'Leo'] 

} 

# DataFrame तयार करा 

df = pd.DataFrame(data) 

# 2-से्ट्ज क्लस्ट्र सॅम्पदलांग: 

# 1. गटाांची दिवड (3 गट दिवडा) 

selected_classes = random.sample(df['Class'].unique().tolist(), 3) 

print("Selected Class:", selected_classes) 

# 2. दिवडक गटाांमधूि काही दवद्यार्थ्ाांची दिवड 

selected_students = df[df['Class'].isin(selected_classes)] 

# प्रते्यक दिवडक गटामधूि 2 दवद्यार्ी दिवडा 

final_sample = selected_students.groupby('Class').apply(lambda x: x.sample(2)) 
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print("\nSelected Students information in Two Stage Sampling:\n", final_sample) 

साराांश: 

प्रर्म से्ट्ज: random.sample() वापरूि ३ गट दिवडले जातात. 

िुसरी से्ट्ज: प्रते्यक दिवडक गटामधूि २ दवद्यार्थ्ाांची दिवड groupby().apply().sample() पद्धतीिे केली जाते. 

आउटपुट: 

less 

Copy code 

दिवडक गट: ['Class_A', 'Class_C', 'Class_B'] 

दिस्तरीय सॅम्पदलांगिांतर दिवडक दवद्यार्थ्ाांची मादहती: 

Class Student ID Name 

Class_A 0 1 John 

Class_A 1 2 Alice 

Class_C 7 8 Harry 

Class_C 8 9 Ivy 

Class_B 3 4 Eve 

Class_B 4 5 Charlie 

दिष्कषव: 

क्लस्ट्र सॅम्पदलांग मधे्य, आपल्याला दवदवध गटाांमधूि काही गट दिवडायचे असतात. 

दिस्तरीय सॅम्पदलांग मधे्य, एक पाऊल पुढे जाऊि प्रते्यक गटामधूि काही सिस् दिवडले जातात. 

याचा उपयोग साधारणतः  मोठ्या लोकसांिेवर दकां वा पसरलेल्या लोकसांिेवर केल्यास कायवक्षम होतो. 

केसेस वापरा(Use Cases): क्लस्ट्र सॅम्पदलांगचा उपयोग के्षिीय प्रयोगाांमधे्य दकां वा सवेक्षणाांमधे्य(surveys) केला 

जातो जेरे् लोकसांिा भौगोदलकदृष्ट्या दवखुरलेली असते. 

5. Over(ओव्हर) sampling and Under (उंडर) sampling: ओव्हरसॅम्पदलांग आदण अांडरसॅम्पदलांग ही 

डेटासेटमधील वगव असमतोल िूर करण्यासाठी वापरली जाणारी तांिे आहेत. ओव्हरसॅम्पदलांगमधे्य अल्पसांिाक 

वगावतील उिाहरणाांची सांिा वाढवणे समादवष्ट असते, तर अांडरसॅम्पदलांगमधे्य बहुसांि वगावतील उिाहरणाांची 

सांिा कमी करणे समादवष्ट असते. 

ओव्हर सॅम्पदलांग (Over-sampling): ज्या वगावच्या उिाहरणाांची सांिा कमी आहे, त्याच्या उिाहरणाांची सांिा 

वाढवली जाते. 

अांडर सॅम्पदलांग (Under-sampling): ज्या वगावच्या उिाहरणाांची सांिा जास्त आहे, त्याची सांिा कमी केली 

जाते. 

आता, Python मधे्य ओव्हर सॅम्पदलांग आदण अांडर सॅम्पदलांग कसे करायचे ते पाहू. 

1. ओव्हर सॅम्पशलंग (Over-sampling) 

ओव्हर सॅम्पदलांग मधे्य कमी असलेल्या वगावच्या उिाहरणाांची सांिा वाढवली जाते, उिाहरणार्व, वगव A मधे्य १०० 

रेकॉड्वस आहेत, तर वगव B मधे्य १० रेकॉड्वस आहेत, तर वगव B मधे्य आणखी रेकॉड्वस जोडले जातात. 

Python कोड (SMOTE वापरूि ओव्हर सॅम्पदलांग): 

Python मधे्य imblearn लायिरीत SMOTE (Synthetic Minority Over-sampling Technique) वापरूि 

ओव्हर सॅम्पदलांग करता येते. 

python 
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Copy code 

# आवश्यक लायिरीज आयात करा 

import pandas as pd 

from imblearn.over_sampling import SMOTE 

from sklearn.datasets import make_classification 

# उिाहरणार्व डेटासेट तयार करा 

X, y = make_classification(n_samples=1000, n_features=20, n_classes=2, weights=[0.1, 0.9], 

flip_y=0, random_state=42) 

# डेटासेटची शे्रणी आदण आकार 

print("Over Sampling:", pd.Series(y).value_counts()) 

# SMOTE वापरूि ओव्हर सॅम्पदलांग करा 

smote = SMOTE(random_state=42) 

X_res, y_res = smote.fit_resample(X, y) 

# पुिः  सॅम्पदलांग िांतर वगव दवतरण 

print("Over Sampling:", pd.Series(y_res).value_counts()) 

साराांश: 

make_classification(): एक िमुिा डेटासेट तयार करण्यासाठी वापरले जाते, दजरे् एका वगावची सांिा कमी 

असते. 

SMOTE(): कमी असलेल्या वगावच्या उिाहरणाांची सांिा वाढवते आदण दसमु्यलेटेड (कृदिम) उिाहरण तयार 

करते. 

fit_resample(): हे िां क्शि डेटा पुिः  सॅम्पल करते. 

आउटपुट: 

go 

Copy code 

पूवव सॅम्पदलांग वगव दवतरण:  

1    900 

0    100 

dtype: int64 

पुन्हा सॅम्पदलांग वगव दवतरण:  

1    900 

0    900 

dtype: int64 

2. अंडर सॅम्पशलंग (Under-sampling) 

अांडर सॅम्पदलांग मधे्य जास्त असलेल्या वगावच्या उिाहरणाांची सांिा कमी केली जाते, उिाहरणार्व, वगव A मधे्य 

१०० रेकॉड्वस आहेत, तर वगव B मधे्य १००० रेकॉड्वस आहेत, तर वगव B मधील काही रेकॉड्वस काढले जातात. 

Python कोड (Random Under-sampling वापरूि अांडर सॅम्पदलांग): 

python 

Copy code 
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# आवश्यक लायिरीज आयात करा 

import pandas as pd 

from imblearn.under_sampling import RandomUnderSampler 

from sklearn.datasets import make_classification 

# उिाहरणार्व डेटासेट तयार करा 

X, y = make_classification(n_samples=1000, n_features=20, n_classes=2,  

                            weights=[0.9, 0.1], flip_y=0, random_state=42) 

# डेटासेटची शे्रणी आदण आकार 

print("Under Sampling:", pd.Series(y).value_counts()) 

# RandomUnderSampler वापरूि अांडर सॅम्पदलांग करा 

under_sampler = RandomUnderSampler(random_state=42) 

X_res, y_res = under_sampler.fit_resample(X, y) 

# पुिः  सॅम्पदलांग िांतर वगव दवतरण 

print("Under Sampling:", pd.Series(y_res).value_counts()) 

साराांश: 

RandomUnderSampler(): जास्त असलेल्या वगावच्या उिाहरणाांची सांिा कमी करते. 

fit_resample(): या पद्धतीिे डेटा पुिः  सॅम्पल केला जातो. 

आउटपुट: 

go 

Copy code 

पूवव सॅम्पदलांग वगव दवतरण:  

1    900 

0    100 

dtype: int64 

पुन्हा सॅम्पदलांग वगव दवतरण:  

1    100 

0    100 

dtype: int64 

ओव्हर सॅम्पदलांग आदण अांडर सॅम्पदलांग मधे्य िरक: 

ओव्हर सॅम्पदलांग: 

कमी असलेल्या वगावची सांिा वाढवली जाते. 

साधारणतः  SMOTE दकां वा RandomOverSampler वापरूि करण्यात येते. 

यामुळे सॅम्पदलांगमधील दवदवधता (diversity) सुधारली जाते, कारण काही वेळा SMOTE कृदिम डेटा उिाहरण 

तयार करतो. 

अांडर सॅम्पदलांग: 

जास्त असलेल्या वगावची सांिा कमी केली जाते. 

साधारणतः  RandomUnderSampler वापरूि करण्यात येते. 
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यामुळे मोठ्या वगावच्या डेटाची प्रमादणकता (representativeness) कमी होऊ शकते, कारण डेटा कमी केला 

जातो. 

दिष्कषव: 

ओव्हर सॅम्पदलांग आदण अांडर सॅम्पदलांग िोन्हीच असमाि वगव दवतरण (imbalanced data) सुधारण्यासाठी 

उपयोगी पद्धती आहेत. 

ओव्हर सॅम्पदलांग कमी असलेल्या वगावचा डेटा वाढवतो, तर अांडर सॅम्पदलांग जास्त असलेल्या वगावचा डेटा कमी 

करतो. 

SMOTE आदण RandomOverSampler/RandomUnderSampler हे िोि प्रमुख तांि आहेत जे पायर्िमधे्य 

ओव्हर आदण अांडर सॅम्पदलांगसाठी वापरले जातात. 

 केसेस वापरा(Use Cases): या पद्धती वगीकरणाच्या समस्ाांमधे्य महत्त्वपूणव आहेत जेरे् एक वगव लक्षणीयरीत्या 

िुसऱ्या वगावपेक्षा जास्त आहे, जसे की के्रदडट काडव िसवणूक शोधणे. 

5.1.6 दजागत्मक िुिी (Standard Error/ सँ्टडडग एरर): सँ्ट्डडव एरर हे पररवतविशीलतेचा अांिाज घेण्यासाठी 

साांख्यिकीमधे्य वापरल्या जाणाऱ्या गदणती साधिाांपैकी एक आहे. त्याचे सांदक्षप्त रूप SE असे आहे. आकडेवारीची 

प्रमादणत िुटी दकां वा पॅरामीटरचा अांिाज म्हणजे त्याच्या िमुिा दवतरणाचे मािक दवचलि. त्या मािक दवचलिाचा 

अांिाज म्हणूि आपण त्याची व्यािा करू शकतो. 

िजावत्मक िुटी सूि (Standard Error Formula): िजावत्मक िुटी सूि 

लोकसांिेचे वणवि करणाऱ्या िमुन्याची अचूकता SE सूिािारे ओळखली जाते. िमुन्याचा अर्व जो दिलेल्या 

लोकसांिेपासूि दवचदलत होतो आदण ते दवचलि असे दिले जाते; 

 

𝑆𝐸𝑥̅ =
𝑆

√𝑛
 

जेरे् S  हे मािक दवचलि (standard deviation) आहे आदण n ही दिरीक्षणाांची सांिा (number of 

observations)आहे. 

अांिाजाची मािक िुटी (Standard Error of Estimate) (SEE):अांिाजाची प्रमादणत िुटी म्हणजे कोणत्याही 

अांिाजाच्या अचूकतेचा अांिाज.  हे SEE म्हणूि िशवदवले जाते. प्रदतगमि रेषा अांिाजाच्या वगव दवचलिाच्या बेरजेचे 

अवमूल्यि करते. याला से्क्वअर एररची बेरीज म्हणूि िेखील ओळखले जाते. SEE हे सरासरी वगव दवचलिाचे 

वगवमूळ आहे. अपेदक्षत मूल्याांमधूि काही अांिाजाांचे दवचलि अांिाज सूिाच्या मािक िुटीिारे दिले जाते. 

𝑺𝑬𝑬 = √
(𝒙𝒊 − 𝒙̅)𝟐

𝒏 − 𝟐
 

5.1) दिलेल्या डेटाच्या मािक िुटीची (standard error) गणिा करा: 

y: 5, 10, 12, 15, 20 

ऊत्तराची: प्रर्म आपल्याला दिलेल्या डेटाचा मध्य शोधायचा आहे; 

सरासरी(mean) = (5+10+12+15+20)/5 = 62/5 = 10.5 

आता, मािक दवचलि म्हणूि गणिा केली जाऊ शकते; 

S = दिलेल्या डेटाचे प्रते्यक मूल्य आदण सरासरी मूल्य/मूल्याांची सांिा याांच्यातील िरकाची बेरीज. 

त्यामुळे, 

𝑆 = √
(5 − 10.5)2 + (10 − 10.5)2 + (12 − 10.5)2 + (15 − 10.5)2 + (20 − 10.5)2

5
 



सॅ्टशिस्तस्टकल मॉडेशलन्ग फॉर मशीन लशनिंग-313307                         Statistical Modelling for Machine Learning-313307 

  

Maharashtra State Board of Technical Education     124 
 

S = 5.35 

म्हणूि, SE चा अांिाज सूिािारे केला जाऊ शकतो; 

𝑆𝐸 =
𝑆

√𝑛
=

5.35

√5
= 2.39 

5.2) िमुिा डेटासाठी मािक िुटी शोधा: 2, 3, 4, 5, 6. 

ऊत्तराची: प्रर्म आपल्याला दिलेल्या डेटाचा मध्य शोधायचा आहे; 

सरासरी(mean) = 
2+3+4+5+6

5
=

20

5
= 4 

आता, मािक दवचलि म्हणूि गणिा केली जाऊ शकते; 

S = दिलेल्या डेटाचे प्रते्यक मूल्य आदण सरासरी मूल्य/मूल्याांची सांिा याांच्यातील िरकाची बेरीज. 

त्यामुळे, 

𝑆 = √
(2 − 4)2 + (3 − 4)2 + (4 − 4)2 + (5 − 4)2 + (6 − 4)2

5
 

𝑆 = 1.265 

म्हणूि, SE चा अांिाज सूिािारे केला जाऊ शकतो; 

𝑆𝐸 =
𝑆

√𝑛
=

1.265

√5
= 0.566 

5.3) उिाहरण - मािक िुटीचे गदणत 

समजा, एक शाळेतील 100 दवद्यार्थ्ाांची वयाची मादहती घेतली आहे. वयाच्या लोकसांिेचा मािक दवचलि σ=5 

आहे. जर आपण 25 दवद्यार्थ्ाांचा िमुिा घेतला आदण त्या िमुन्याचा आकार n=25 असेल, तर मािक िुटी दकती 

असेल? 

गणिा: 

सुरुवातीला, सूि वापरूि मािक िुटीची गणिा करूया: 

𝑆𝐸 =
𝑆

√𝑛
=

5

√25
=

5

5
= 1 

उत्तर: मािक िुटी SE=1 असेल. 

5.4) उिाहरण - मािक िुटीचे गदणत िुसऱ्या पद्धतीिे 

समजा, एक कां पिी उत्पािि करत आहे आदण त्याांच्या उत्पाििाांची वजिाची मादहती घेतली आहे. त्या 

उत्पाििाच्या वजिाचा मािक दवचलि σ=2 दकलो आहे. जर आपण १०० उत्पाििाांचा िमुिा घेतला असेल, तर 

मािक िुटी दकती असेल? 

गणिा: 

सुरुवातीला, सूि वापरूि मािक िुटीची गणिा करूया: 

𝑆𝐸 =
𝑆

√𝑛
=

2

√100
=

2

10
= 0.2 

उत्तर: मािक िुटी SE=0.2 दकलो असेल. 

5.5) उिाहरण - मािक िुटी आदण िमुन्याचा आकार 

समजा, एका शहरात ५०० लोकाांची ऊां ची मोजली आहे आदण त्याांचा मािक दवचलि σ=8सेंटीमीटर आहे. 

आपल्याला ५० लोकाांचा िमुिा घ्यायचा आहे. िमुन्याचा आकार n=50 असेल, तर मािक िुटी दकती असेल? 

गणिा: 
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𝑆𝐸 =
𝑆

√𝑛
=

8

√50
=

8

7.017
≈ 𝟏. 𝟏𝟑 

उत्तर: मािक िुटी SE≈1.13 असेल. 

4. मािक िुटीचा अर्व 

मािक िुटी मोजण्याचा उदे्दश म्हणजे िमुन्याांच्या सरासरी ांचे दवतरण आदण लोकसांिेतील प्रत्यक्ष सरासरी यामधे्य 

असलेला िरक. अदधक िमुिे घेतल्यास, मािक िुटी कमी होईल कारण आपण एक अदधक दवश्वसिीय अांिाज 

तयार करत आहोत. 

उिाहरणार्व: 

मािक िुटी कमी असणे म्हणजे आपल्याकडे जास्त अचूक मादहती आहे. 

मािक िुटी जास्त असणे म्हणजे आपल्या अांिाजाांमधे्य जास्त चुकाांची शयता आहे. 

5. मािक िुटी आदण िमुिा आकाराचा सांबांध 

मािक िुटी आदण िमुन्याचा आकार यामधे्य एक महत्त्वाचा सांबांध आहे: 

िमुन्याचा आकार जास्त असेल, तर मािक िुटी कमी होईल. 

िमुन्याचा आकार कमी असेल, तर मािक िुटी जास्त होईल. 

उिाहरण: 

समजा, आपल्या असमाि वगीकरणाच्या डेटामधे्य २० लोकाांची मादहती घेऊि मािक िुटी काढली, आदण 

त्यािांतर 100 लोकाांची मादहती घेतली. अदधक लोकसांिेचा िमुिा घेणे म्हणजे आपल्याला अदधक अचूक 

पररणाम दमळतील. 

गणिा: 

20 लोकाांसाठी मािक िुटी:  

𝑆𝐸1 =
𝑆

√𝑛
=

5

√20
=

5

4.47
≈ 𝟏. 𝟏𝟐 

 

100 लोकाांसाठी मािक िुटी:  

𝑆𝐸2 =
𝑆

√𝑛
=

5

√100
=

5

10
= 𝟎. 𝟓 

इरे् आपण पाहू शकता की, िमुन्याचा आकार वाढदवल्यामुळे मािक िुटी कमी झाली आहे. 

दिष्कषव: 

मािक िुटी (SE) हा एक महत्त्वाचा सांिाशास्त्रीय घटक आहे, जो लोकसांिेच्या सरासरीसाठी एक अांिाज िेतो. 

मािक िुटीच्या मापािे आपल्याला कळते की, आपला िमुिा दकती अचूक आहे. 

अदधक िमुिे घेतल्यास मािक िुटी कमी होईल, आदण अदधक अचूक पररणाम दमळवता येतील. 

5.2 हायपोशथशसस(Hypothesis): हायपोदर्दसस चाचणीचा वापर िमुिा डेटा वापरूि गृहीतकेच्या 

सांभाव्यतेचे मूल्याांकि करण्यासाठी केला जातो. चाचणी डेटा दिल्यास, गृहीतकाच्या तकव शुद्धतेबद्दल पुरावे प्रिाि 

करते. साांख्यिकीय दवशे्लषक दवशे्लदषत केल्या जात असलेल्या लोकसांिेच्या यादृख्यच्छक िमुन्याचे मोजमाप 

करूि आदण परीक्षण करूि गृहीतकाांची चाचणी घेतात. 

5.2.1 नल हायपोशथशसस (𝐇𝟎) / Null Hypothesis: िल हायपोदर्दसस (H0) - याचा दवचार गदभवत गृहीतक 

म्हणूि केला जाऊ शकतो. "शून्य" म्हणजे "काहीच िाही."  हे गृदहतक साांगते की गटाांमधे्य िरक िाही दकां वा 

वे्हररएबल्समधे्य कोणताही सांबांध िाही. शून्य गृहीतक हे यर्ाख्यस्क्र्तीचे गृदहतक आहे दकां वा कोणताही बिल िाही. 
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5.2.2 :अल्टरनेिीव हायपोशथशसस (𝐇𝐚) / Alternative Hypothesis - अल्टरिेटीव हायपोदर्दसस याला 

िावा असेही म्हणतात. या गृहीतकािे या दवषयावरील तुमच्या सांशोधिाच्या आधारे, डेटा िाखवण्याची तुमची 

अपेक्षा आहे हे साांदगतले पादहजे. आपण असेही म्हणू शकतो की तो िक्त शून्याचा पयावय आहे. गृहीतक 

चाचणीमधे्य, पयावयी दसद्धाांत हे दवधाि आहे ज्याची सांशोधक चाचणी करत आहे. हे दवधाि सांशोधकाच्या 

दृदष्टकोिातूि खरे आहे आदण शेवटी ते पयावयी गृहीतकािे बिलण्यासाठी िल िाकारणे दसद्ध होते. या 

गृहीतकामधे्य, िोि दकां वा अदधक वे्हररएबल्समधील िरक सांशोधकाांिी वतववला आहे, जसे की चाचणीमधे्य 

आढळलेल्या डेटाचा िमुिा सांधीमुळे िाही. 

उिाहरणे: 

िल हायपोदर्दसस (𝐇𝟎): कारखािा कामगाराांच्या पगारात दलांगाच्या आधारावर कोणताही िरक िाही. 

अल्टरिेटीव हायपोदर्दसस (𝐇𝐚): हा पुरुष कारखािा कामगाराांिा मदहला कारखान्यातील कामगाराांपेक्षा जास्त 

पगार असतो. 

िल हायपोदर्दसस (𝐇𝟎): उांची आदण बुटाच्या आकारात कोणताही सांबांध िाही. 

अल्टरिेटीव हायपोदर्दसस (𝐇𝐚): उांची आदण बुटाच्या आकारामधे्य सकारात्मक सांबांध आहे. 

िल हायपोदर्दसस (𝐇𝟎): कामावरील अिुभवाचा वीट िगडी बाांधकामाच्या गुणवते्तवर कोणताही पररणाम होत 

िाही. 

अल्टरिेटीव हायपोदर्दसस (𝐇𝐚):  वीट गवांडीच्या कामाच्या गुणवते्तवर िोकरीच्या अिुभवाचा प्रभाव पडतो. 

िल आदण अल्टरिेटीव हायपोदर्दसस मधील िरक (Difference Between Null and Alternative 

Hypothesis) 

िल हायपोदर्दसस अल्टरिेटीव हायपोदर्दसस 

हे सूदचत करते की िोि मोजलेल्या घटिाांमधे्य 

कोणताही सांबांध िाही. 

 

हे एक गृदहतक आहे की यादृख्यच्छक(random) 

कारणामुळे दिरीक्षण केलेल्या डेटावर दकां वा 

िमुन्यावर पररणाम होऊ शकतो. 

हे 𝐇𝟎 िारे िशवदवले जाते  हे 𝐇𝒂 दकां वा 𝐇𝟏 िारे िशवदवले जाते 

उिाहरण: रोहि लकी डर ॉमधे्य दकमाि रु.100000 

दजांकेल 

उिाहरण: रोहि लकी डर ॉमधे्य रु.100000 पेक्षा 

कमी दजांकेल. 

मुळात, अल्टरिेटीव हायपोदर्दसस चे तीि प्रकार आहेत, ते आहेत; 

डावी- टेलेड (Left-Tailed): येरे्, िमुिा प्रमाण (π) दिदिवष्ट मूल्यापेक्षा कमी असणे अपेदक्षत आहे जे 𝜋0 िे िशवदवले 

जाते, जसे की; 

𝐇𝟏 : 𝜋 < 𝜋0 

उजवे- टेलेड (Right-Tailed): हे िशवदवते की िमुिा प्रमाण (π) काही मूल्यापेक्षा मोठे आहे, 𝜋0 िे िशवदवले जाते. 

𝐇𝟏 : π > 𝜋0 

िोि- टेलेड (Two-Tailed): या गृहीतकािुसार, िमुिा प्रमाण (π िारे िशवदवलेले) दवदशष्ट मूल्याच्या बरोबरीचे िाही 

जे 𝜋0 िे िशववले जाते. 

𝐇𝟏 : π ≠ 𝜋0 

टीप: तीिही पयावयी गृदहतकाांसाठी शून्य गृदहतक, 𝐇𝟏 : π = 𝝅𝟎 असेल. 
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Type I ('α' म्हणूि िेखील ओळखले जाते) आदण Type II ('β' म्हणूि िेखील ओळखले जाते) िुटी (Errors): 

 

एक प्रकार I िुटी (खोटे-सकारात्मक) जर एखाद्या अने्वषकािे लोकसांिेमधे्य खरे असलेली शून्य गृदहतक 

िाकारली तर उद्भवते; एक प्रकार II िुटी (खोटे-िकारात्मक) उद्भवते जर अने्वषक एक शून्य गृदहतक 

िाकारण्यात अयशस्वी झाले जे प्रत्यक्षात लोकसांिेमधे्य खोटे आहे. 

5.3 लेव्हल ऑफ शसशिशफकने्स (महत्त्वाची पातळी /Level of Significance): 

महत्त्वाच्या पातळीची व्यािा शून्य गृहीतके(िल हायपोदर्दसस) चुकीच्या दिमूवलिाची दिदित सांभाव्यता म्हणूि 

केली जाते जेव्हा ते खरे असते. महत्त्वाची पातळी म्हणजे साांख्यिकीय महत्त्व मोजणे. शून्य गृहीतक स्वीकारले 

जाईल की िाकारले जाईल हे ते पररभादषत करते. शून्य गृदहतक खोटे दकां वा िाकारले जाण्यासाठी पररणाम 

साांख्यिकीयदृष्ट्या महत्त्वपूणव आहे की िाही हे ओळखणे अपेदक्षत आहे. 

                महत्त्वाची पातळी ग्रीक दचन्ह α (अल्फा) िारे िशवदवली जाते. म्हणूि, महत्त्वाची पातळी खालीलप्रमाणे 

पररभादषत केली आहे: 

पी-मूल्य(p-value) काय आहे?  
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साांख्यिकीय गृहीतक चाचणीमधे्य, p-मूल्य (सांभाव्यता मूल्य Probability Value) हे दिलेल्या साांख्यिकीय 

चाचणीचे शून्य गृदहतक सत्य असतािा दिरीक्षण केलेले दकां वा अदधक टोकाचे पररणाम शोधण्याचे सांभाव्यतेचे 

माप आहे. p-मूल्य हे एक प्रार्दमक मूल्य आहे जे पररकल्पिा चाचणीच्या पररणामाांचे साांख्यिकीय महत्त्व 

मोजण्यासाठी वापरले जाते. 

लेव्हल ऑि दसदग्नदिकने्स = p (प्रकार I िुटी) = α 

 

लेव्हल ऑि दसदग्नदिकन्स 

 0.05 दकां वा 5% घेतली जाते. जेव्हा p-मूल्य(p-value) कमी असते, तेव्हा त्याचा अर्व असा होतो की मान्यताप्राप्त 

मूले्य सुरुवातीला गृहीत धरलेल्या लोकसांिेच्या मूल्यापेक्षा लक्षणीय दभन्न आहेत. p-मूल्य (p-value) शय 

दततके कमी असल्यास ते अदधक महत्त्वपूणव असल्याचे म्हटले जाते. तसेच, p-मूल्य(p-value)  खूपच कमी 

असल्यास पररणाम अत्यांत महत्त्वपूणव असेल. परां तु, सामान्यतः , ०.०५ पेक्षा लहाि p-मूले्य(p-value) महत्त्वाची 

म्हणूि ओळखली जातात, कारण p-मूल्य ०.०५ पेक्षा कमी दमळणे िारच कमी सराव आहे. 

दिकालाच्या साांख्यिकीय महत्त्वाची पातळी मोजण्यासाठी, अने्वषकािे प्रर्म p-मूल्याची गणिा करणे आवश्यक 

आहे. हे एक प्रभाव ओळखण्याची सांभाव्यता पररभादषत करते जे प्रिाि करते की शून्य गृदहतक सत्य आहे. 
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जेव्हा p-मूल्य महत्त्वाच्या पातळीपेक्षा कमी असते (α), शून्य गृहीतक(िल हायपोदर्दसस) िाकारले जाते. असे 

दिरीक्षण केलेले p-मूल्य α पेक्षा कमी िसल्यास, सैद्धाांदतकदृष्ट्या शून्य गृदहतक(िल हायपोदर्दसस) स्वीकारले 

जाते. परां तु व्यावहाररकदृष्ट्या, आम्ही अिेकिा िमुन्याच्या आकाराचा आकार वाढवतो आदण आम्ही महत्त्वाच्या 

पातळीवर पोहोचतो की िाही ते तपासतो. 10% च्या महत्त्वाच्या स्तरावर आधाररत p-मूल्याची  

सामान्य व्यािा: 

जर p > 0.1 असेल, तर शून्य गृहीतकासाठी(िल हायपोदर्दसस) कोणतेही गृदहतक(assumption) असणार 

िाही 

p > 0.05 आदण p ≤ 0.1 असल्यास, याचा अर्व शून्य गृहीतकाांसाठी कमी गृहीतक असेल. 

जर p > 0.01 आदण p ≤ 0.05 असेल, तर शून्य गृहीतकाबद्दल एक मजबूत गृदहतक असणे आवश्यक आहे. 

जर p ≤ 0.01 असेल, तर शून्य गृहीतकाबद्दल एक अदतशय मजबूत गृदहतक सूदचत केले आहे. 

5.3.1 िेस्ट ऑफ शसशिशफकन्स (Test of Significance / महत्त्वाची चाचणी): महत्त्वाची चाचणी ही दिरीक्षण 

केलेल्या डेटाची िाव्याशी तुलिा करण्याची औपचाररक प्रदक्रया आहे (ज्याला गृहीतक िेखील म्हटले जाते), 

ज्याच्या सत्याचे मूल्याांकि केले जात आहे. िावा हे पॅरामीटरबद्दलचे दवधाि आहे, जसे की लोकसांिेचे प्रमाण p 

दकां वा लोकसांिेचा अर्व μ. 

        एकिा दिरीक्षणात्मक अभ्यास दकां वा प्रयोगािारे िमुिा डेटा गोळा केला गेला की, साांख्यिकीय दिष्कषव 

दवशे्लषकाांिा पुराव्याचे मूल्याांकि करण्यास दकां वा ज्या लोकसांिेवरूि िमुिा काढला गेला आहे त्याबद्दलच्या 

काही िाव्याांचे मूल्याांकि करण्यास अिुमती िेते. िमुिा डेटावर आधाररत िाव्याांिा समर्वि िेण्यासाठी दकां वा 

िाकारण्यासाठी वापरल्या जाणाऱ्या अिुमािाांच्या पद्धती महत्त्वाच्या चाचण्या म्हणूि ओळखल्या जातात. 

महत्त्वाची प्रते्यक चाचणी शून्य गृदहतक 𝐇𝟎 िे सुरू होते. 𝐇𝟎 हा एक दसद्धाांत िशवदवतो जो पुढे माांडला गेला आहे, 

एकतर तो सत्य आहे असे मािले जाते दकां वा कारण ते युख्यक्तवािाचा आधार म्हणूि वापरले जाणार आहे, परां तु 

ते दसद्ध झालेले िाही. उिाहरणार्व, िवीि औषधाच्या ख्यक्लदिकल चाचणीमधे्य, शून्य गृहीतक असू शकते की 

िवीि औषध सध्याच्या औषधापेक्षा सरासरी चाांगले िाही. आम्ही 𝐇𝟎 दलहू: िोि औषधाांमधे्य सरासरी िरक िाही. 

साांख्यिकीय महत्त्वासाठी सूि ( Formula for statistical significance) 

𝒁 =
𝒙̅ − 𝝁

𝝈

√𝒏

 

जेरे् X̄ हा िमुिा सरासरी(sample mean) आहे, μ हा लोकसांिेचा मध्य(population mean) आहे, σ हा 

प्रमादणत दवचलि आहे आदण n हा िमुिा आकार(sample size) आहे 

5.3.2 Confidence limit: आत्मदवश्वास मयाविा म्हणजे आत्मदवश्वास मध्याांतराच्या वरच्या आदण खालच्या 

टोकावरील सांिा 

 उिाहरणार्व, जर तुमची सरासरी 7.4 असेल 5.4 च्या आत्मदवश्वास मयाविेसह आदण ९.४, तुमचा आत्मदवश्वास 

मध्याांतर 5.4 आहेते 9.4 

 . बहुतेक लोक 95% वापरतात 

  आत्मदवश्वास मयाविा, जरी तुम्ही इतर मूले्य वापरू शकता. ९५% सेट करत आहे 

  आत्मदवश्वास मयाविा म्हणजे जर तुम्ही लोकसांिेमधूि वारांवार यादृख्यच्छक िमुिे घेतले आदण प्रते्यक 

िमुन्यासाठी सरासरी आदण आत्मदवश्वास मयाविाांची गणिा केली तर, 95% साठी आत्मदवश्वास मध्याांतर 

         तुम्ही भरपूर प्रमाणात काम करत असल्यास, वेगवेगळ्ा िमुन्याच्या आकाराांसाठी आत्मदवश्वास मयाविाांची 

अांिाजे कल्पिा असणे चाांगले आहे, त्यामुळे तुम्हाला दवदशष्ट तुलिासाठी दकती डेटा आवश्यक आहे याची 

कल्पिा आहे. 
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 50% जवळच्या प्रमाणाांसाठी, आत्मदवश्वास मध्याांतर अांिाजे ±30%,10%,3% आदण 1% n=10,100,1000 

आदण 10,000 साठी अिुक्रमे आहेत. म्हणूिच राजकीय पोलमधे्य "एररचे मादजवि", ज्याचा िमुिा साधारणतः  

1,000 च्या आसपास असतो, साधारणतः  3% असतो. अर्ावत, ही ढोबळ कल्पिा प्रत्यक्ष शक्ती दवशे्लषणाला 

पयावय िाही. 

 

Z चाचणी (Z Test): 

Z चाचणी ही एक साांख्यिकीय चाचणी आहे जी अांिाजे सामान्य दवतरणाचे अिुसरण करणाऱ्या डेटावर केली 

जाते. z चाचणी एका िमुन्यावर, िोि िमुन्याांवर दकां वा पररकल्पिा चाचणीसाठी प्रमाणािुसार केली जाऊ शकते. 

जेव्हा लोकसांिेतील िरक ओळखला जातो तेव्हा िोि मोठ्या िमुन्याांचे माध्यम वेगळे आहेत की िाही हे ते 

तपासते. 

डेटाच्या पॅरामीटसवच्या आधारावर z चाचणीचे पुढे डावी-पुच्छ, उजवे-पुच्छ आदण िोि-पुच्छ गृहीतक 

चाचण्याांमधे्य वगीकरण केले जाऊ शकते. या लेखात, आपण z चाचणी, त्याचे सूि, z चाचणी आकडेवारी आदण 

उिाहरणे वापरूि दवदवध प्रकारच्या डेटासाठी चाचणी कशी करावी याबद्दल अदधक जाणूि घेऊ. 

5.4Test of Significance for Large Sample (मोठ्या नमुन्ासाठी महत्त्वाची चाचणी): Z चाचणी 

सामान्यतः  मोठ्या िमुन्याांसाठी लागू केली जाते. झेड-चाचणी ही साधारणपणे दवतररत केलेल्या डेटासाठी 

साांख्यिकीय चाचणी आहे. कें द्रीय मयाविा प्रमेयामुळे, अिेक चाचणी आकडेवारी साधारणपणे मोठ्या िमुन्याांसाठी 

दवतरीत केली जाते. लोकसांिेतील दभन्नता (मािक दवचलि) ज्ञात आहे. 

हायपॉर्ीदसस टेख्यस्ट्ांगचे सामान्य टपे्प: 

हायपॉर्ीदसस सेट करा (H0 आदण H1). 

योग्य साांख्यिकीय चाचणी दिवडा (उिाहरणार्व, t-चाचणी, z-चाचणी). 

िमुन्याचा डेटा सांकदलत करा. 

p-मूल्य (p-value) काढा. 

दिणवय घ्या: 

p-मूल्य α (सामान्यतः  0.05) पेक्षा कमी असल्यास H0 िाकारूि H1 स्वीकारा. 

p-मूल्य α  पेक्षा जास्त असल्यास H0 िाकारू िका. 

  साधी t-चाचणी (One Sample t-Test): 

n proportion=0.10 proportion=0.50 

10 0.0025, 0.4450 0.1871, 0.8129 

100 0.0490, 0.1762 0.3983, 0.6017 

1000 0.0821, 0.1203 0.4685, 0.5315 

10,000 0.0942, 0.1060 0.4902, 0.5098 
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5.6)समजा, एका कां पिीिे िावा केला आहे की त्याांच्या उत्पाििाचे वजि ५०० गॅ्रम आहे. आपण ३० उत्पाििाांची 

चाचणी घेतो आदण त्या उत्पाििाांची सरासरी वजि ४९५ गॅ्रम आहे. आपण पद्धतशीरपणे चाचणी करू इख्यच्छता 

की त्याांचा िावा खरा आहे की िाही. 

दिलेले: 

िल हायपॉर्ीदसस ( H0): μ=500 (वजि ५०० गॅ्रम आहे) 

पयावयी हायपॉर्ीदसस ( H1): μ≠500 (वजि ५०० गॅ्रम िाही) 

िमुन्याचा आकार (n) = 30 

सरासरी वजि (𝑥̅) = 495 गॅ्रम 

लोकसांिेचा मािक दवचलि (s) = 10 गॅ्रम 

महत्ाची पातळी (α) = 0.05 

t-चाचणी सूि: 

𝒕 =
𝒙̅ − 𝝁

𝒔

√𝒏

 

गणिा: 

t =
495 − 500

10

√30

≈ −2.47 

दिणवय: तुम्हाला t-तक्त्याच्या वापरातूि p-मूल्य शोधावे लागेल. t=−2.74 आदण df=29 (स्वतांिता दडग्री n−1) 

वापरूि, p-मूल्य साधारणतः  0.01 येईल. 

तुम्ही सेट केलेली महत्ाची पातळी (α) 0.05 आहे. कारण p-मूल्य 0.01 α पेक्षा कमी आहे, त्यामुळे H0 

िाकारला जाईल आदण H1 स्वीकारला जाईल. याचा अर्व, कां पिीचा िावा खोटा आहे आदण उत्पाििाचे वजि 

500 गॅ्रम िाही. 

5.7) एका कारखान्याचा िावा आहे की दपठाच्या दपशवीचे सरासरी वजि 500 गॅ्रम आहे. 50 दपशव्याांचा 

यादृख्यच्छक िमुिा घेतला जातो आदण िमुिा सरासरी वजि 495 गॅ्रम असल्याचे आढळले. लोकसांिा मािक 

दवचलि 15 गॅ्रम म्हणूि ओळखले जाते. िमुिा सरासरी 0.05 महत्त्वाच्या पातळीवर िावा केलेल्या 500 गॅ्रमच्या 

सरासरीपेक्षा लक्षणीय दभन्न आहे का ते तपासा. 

िल हायपॉर्ीदसस ( H0): μ=500 (वजि ५०० गॅ्रम आहे) 

पयावयी हायपॉर्ीदसस ( H1): μ≠500 (वजि ५०० गॅ्रम िाही) 

िमुन्याचा आकार (n) = 50 

सरासरी वजि (𝑥̅) = 495 गॅ्रम 

लोकसांिेचा मािक दवचलि (s) = 15 गॅ्रम 

महत्ाची पातळी (α) = 0.05 

t-चाचणी सूि: 

𝒕 =
𝒙̅ − 𝝁

𝒔

√𝒏

 

𝒕 =
𝟒𝟗𝟓 − 𝟓𝟎𝟎

𝟏𝟓

√𝟓𝟎

≅ −𝟐. 𝟑𝟔 
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येरे् िोि-पुच्छ चाचणीसाठी महत्त्वपूणव मूल्य शोधा  

𝛼=0.05 

±1.96, हे सह दि-पुच्छ चाचणीसाठी Z-दवतरण सारणीमधील महत्त्वपूणव मूल्य  

𝛼 =0.05 आहे  

∣Z∣=2.36 हे 1.96 पेक्षा मोठे आहे, आम्ही शून्य पररकल्पिा िाकारतो. 

दिष्कषव: 

0.05 महत्त्वाच्या पातळीवर हे दिष्कषव काढण्यासाठी पुरेसे पुरावे आहेत की िमुिा सरासरी 500 गॅ्रमपेक्षा 

लक्षणीय दभन्न आहे. 

िोि स्वतांि िमुन्याांची t-चाचणी (Two-sample t-test): 

5.8) समजा, एका शाळेतील िोि वगाांच्या दवद्यार्थ्ाांची सरासरी गुणाांची तुलिा केली जात आहे. वगव A आदण वगव 

B याांच्या सरासरी गुणाांमधे्य िरक आहे की िाही हे तपासण्यासाठी हायपॉर्ीदसस टेख्यस्ट्ांग करा. 

दिलेले: 

िल हायपॉर्ीदसस (H0): μ1=μ2 (वगव A आदण B मधे्य सरासरी गुण समाि आहेत) 

पयावयी हायपॉर्ीदसस (H1): μ1≠μ2 (वगव A आदण B मधे्य सरासरी गुण वेगळे आहेत) 

वगव A चा िमुिा आकार 𝑛1 = 40, वगव B चा िमुिा आकार 𝑛2=50 

वगव A ची सरासरी 𝑥1̅̅̅=75, वगव B ची सरासरी 𝑥2̅̅ ̅=70 

वगव A चा मािक दवचलि 𝜎1=12, वगव B चा मािक दवचलि 𝜎2=15 

महत्ाची पातळी (α) = 0.05 

िोि िमुन्याांची t-चाचणी सूि: 

𝑡 =
(𝑥̅1 − 𝑥̅2)

√
(𝜎1)2

(𝑛1)2 +
(𝜎2)2

(𝑛2)2

 

गणिा: 

𝑡 =
(75−70)

√
(12)2

(40)2
+

(15)2

(50)2

= 𝑡 =
5

√
144

1600
+

225

2500

≈1.76 

दिणवय: 

आपण t-तक्त्याचा वापरूि p-मूल्य शोधतो. t=1.76 आदण df (स्वतांिता दडग्री) काढण्यासाठी: 

df=min (𝑛1−1, 𝑛2−1)=min (40−1,50−1)=39 

तुम्ही t=1.76 आदण df=39 असतािा p-मूल्य साधारणतः  0.085 येईल. 

तुम्ही सेट केलेली महत्ाची पातळी (α) 0.05 आहे. कारण p-मूल्य 0.085 α पेक्षा जास्त आहे, त्यामुळे H0 

िाकारला जाणार िाही, म्हणजे वगव A आदण वगव B मधे्य सरासरी गुण समाि आहेत. 

Z-चाचणी (Z-test): 

5.9) समजा, एका शहरातील लोकसांिेची उांची १६० सेंटीमीटर आहे. एक सांस्क्र्ािाच्या दवद्यार्ी समूहाच्या 

उांचीचा सवेक्षण घेतला आहे आदण ते १५५ सेंटीमीटर आहे. आपल्याला हायपॉर्ीदसस टेख्यस्ट्ांगिारे तपासायचां 

आहे की दवद्यार्थ्ाांचा उांचीचा औसत लोकसांिेच्या सरासरीपेक्षा वेगळा आहे की िाही. 

दिलेले: 

िल हायपॉर्ीदसस ( H0): μ=160 (दवद्यार्थ्ाांचा औसत उांची १६० सेंटीमीटर आहे) 

पयावयी हायपॉर्ीदसस ( H1): μ≠160 (दवद्यार्थ्ाांचा औसत उांची १६० सेंटीमीटर िाही) 
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िमुन्याचा आकार (n) = 50 

सरासरी उांची 𝑥̅= 155 सेंटीमीटर 

लोकसांिेचा मािक दवचलि σ = 12 सेंटीमीटर 

महत्ाची पातळी (α) = 0.05 

Z-चाचणी सूि: 

𝑧 =
𝑥̅ − 𝜇

𝜎

√𝑛

 

गणिा: 

𝑧 =
155 − 160

12

√50

=
−5

12
7.071

≈  −2.94 

दिणवय: 

Z-चाचणी प्रमाणे, Z=−2.94. Z-तक्त्याच्या वापरािे p-मूल्य दमळवता येईल.  ZZ=−2.94 असल्यािे, p-मूल्य 

0.003 येईल. 

पॉदझदटव्ह p-मूल्य 0.003 आहे, जे α = 0.05 पेक्षा कमी आहे, त्यामुळे H0H_0H0 िाकारला जातो. म्हणजे, 

दवद्यार्थ्ाांचा उांची लोकसांिेच्या सरासरीपेक्षा वेगळा आहे. 

दिष्कषव: 

हायपॉर्ीदसस टेख्यस्ट्ांग हा एक साांख्यिकी प्रदक्रया आहे ज्यात िल हायपॉर्ीदसस H0H_0H0 आदण पयावयी 

हायपॉर्ीदसस H1H_1H1 चा तपास केला जातो. 

t-चाचणी, z-चाचणी, आदण F-चाचणी अशा दवदवध प्रकाराांच्या चाचण्याांचा वापर करूि परीक्षण केले जाते. 

p-मूल्य आधाररत दिणवय घेतला जातो, ज्या आधारावर हायपॉर्ीदसस स्वीकारली दकां वा िाकारली जाते. 

5.5 Sampling distribution of proportion (प्रमाणाचे नमुना शवतरण): िमुिा प्रमाणाांचे सांकलि 

सांभाव्यता दवतरण तयार करते ज्याला िमुिा प्रमाणाचे िमुिा दवतरण म्हणतात. िमुिा प्रमाणाांच्या दवतरणाचा 

मध्य, 𝜇𝑝 िशवदवला जातो, लोकसांिेच्या प्रमाणात असतो. 

Suppose random samples of size n are drawn from a population in which the proportion with a 

characteristic of interest is p. The mean 𝜇𝑝 and standard deviation 𝜎𝑝 of the sample 

proportion 𝑝̂ satisfy 

𝜇𝑝 = 𝑝  and 𝜎𝑝 = √
𝑝𝑞

𝑛
  

where q=1−p. 

The Sampling Distribution of the Sample Proportion 

For large samples, the sample proportion is approximately normally distributed, with mean  𝜇𝑝 = 𝑝 

and standard deviation 𝜎𝑝 = √
𝑝𝑞

𝑛
  

A sample is large if the interval [p−3𝜎𝑝, p+3𝜎𝑝] lies wholly within the interval [0,1]. 

5.6Comparison of large samples (मोठ्या नमुन्ांची तुलना) 

मोठ्या िमुन्याांची तुलिा करतािा (𝑁>३०), आम्ही दवशेषत: िोि दकां वा अदधक गटाांच्या साधिाांची दकां वा प्रमाणाांची 

तुलिा करण्यावर लक्ष कें दद्रत करतो आदण त्याांच्यामधे्य लक्षणीय िरक आहेत का हे पाहण्यासाठी. तुलिेसाठी 

वापरल्या जाणाऱ्या पद्धती अिेकिा Z-चाचण्या आदण t-चाचण्याांवर अवलांबूि असतात, जरी मोठ्या िमुन्याांसाठी, 

Z-चाचणीला सामान्यतः  सेंटर ल दलदमट प्रमेय (CLT) मुळे प्राधान्य दिले जाते जे असे साांगते की िमुिा दवतरणाचा 
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अर्व (दकां वा प्रमाण) ) जेव्हा िमुिा आकार मोठा असतो तेव्हा अांिाजे सामान्य होते.खाली मोठ्या िमुन्याांची तुलिा 

करण्यासाठी सवावत सामान्य चाचण्याांची तुलिा आहे 

झेड टेस्ट् म्हणजे काय? 

 z चाचणी ही एक चाचणी आहे जी िोि लोकसांिेची साधिे दभन्न आहेत की िाही हे तपासण्यासाठी वापरली 

जाते की डेटा सामान्य दवतरणािुसार प्रिाि केला जात िाही. या उदे्दशासाठी, शून्य गृदहतक आदण पयावयी 

गृदहतक सेट करणे आवश्यक आहे आदण z चाचणी आकडेवारीचे मूल्य मोजले जाणे आवश्यक आहे. दिणवय 

दिकष z गांभीर मूल्यावर आधाररत आहे. 

Z चाचणी (झेड टेस्ट्) िॉमु्यवला 

िोि लोकसांिेच्या साधिाांमधे्य िरक आहे की िाही हे तपासण्यासाठी z चाचणी सूि z गांभीर मूल्याशी z 

आकडेवारीची तुलिा करते. गृहीतक चाचणीमधे्य, z दक्रदटकल वॅ्हलू्य दवतरण आलेखाला स्वीकृती आदण िकार 

के्षिाांमधे्य दवभादजत करते. जर चाचणी आकडेवारी िाकारण्याच्या प्रिेशात आली तर शून्य गृदहतक िाकारले 

जाऊ शकते अन्यर्ा ते िाकारले जाऊ शकत िाही. एक िमुिा आदण िोि-िमुिा z चाचणीसाठी आवश्यक 

पररकल्पिा चाचण्या सेट करण्यासाठी z चाचणी सूि खाली दिले आहे. 

एक-िमुिा Z चाचणी(One-Sample Z Test) 

लोकसांिेचे मािक दवचलि ज्ञात असतािा िमुिा सरासरी आदण लोकसांिेच्या मध्यामधे्य िरक आहे का हे 

तपासण्यासाठी एक-िमुिा z चाचणी वापरली जाते. z चाचणी आकडेवारीचे सूि खालीलप्रमाणे दिले आहे: 

 

𝑍 =
𝑥̅ − 𝜇

𝑠

√𝑛

 

𝑥̅ is the sample mean (िमुिा सरासरी) 

 μ is the population mean (लोकसांिेच्या मध्या) 

 s is the population standard deviation and  

n is the sample size. 

z चाचणी आकडेवारीवर आधाररत एक िमुिा z चाचणी सेट करण्यासाठी अल्गोररिम खालीलप्रमाणे दिलेला 

आहे: 

डावी- टेलेड चाचणी (Left-Tailed Test): 

 
Decision Criteria: If the z statistic < z critical value then reject the null hypothesis. 

लेफ्ट टेल्ड टेस्ट् मधे्य, आपला पररभाषा असा असतो: 

िल हायपॉर्ीदसस ( H0): μ≥μ0 (म्हणजे, िमुन्याचा पॅरादमटर, सामान्यत: सरासरी, ठरादवक मूल्याच्या दकां वा 

त्यापेक्षा जास्त आहे). 

Null Hypothesis: 𝐻0: 𝜇 = 𝜇0 

Alternate Hypothesis: 𝐻1: 𝜇 < 𝜇0 

 

 

https://www.cuemath.com/data/critical-value/
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पयावयी हायपॉर्ीदसस ( H1): μ<μ0 (म्हणजे, िमुन्याचा पॅरादमटर ठरादवक मूल्यापेक्षा कमी आहे). 

उिाहरण:  

समजा, एका कार दिमावत्या कां पिीचा िावा आहे की त्याांचा कारचा गॅसोलीि कां झम्पशि (mileage) १५ 

दकमी/दलटर आहे. आपल्याला तपासायचां आहे की, त्या कारचा गॅसोलीि कां झम्पशि १५ दकमी/दलटरपेक्षा कमी 

आहे की िाही. 

दिलेले: 

िल हायपॉर्ीदसस ( H0): μ=15(कारचा गॅसोलीि कां झम्पशि १५ दकमी/दलटर आहे) 

पयावयी हायपॉर्ीदसस ( H1): μ<15 (कारचा गॅसोलीि कां झम्पशि १५ दकमी/दलटरपेक्षा कमी आहे) 

िमुन्याचा आकार (n) = 25 

िमुन्याची सरासरी (𝒙̅) = 14.4 दकमी/दलटर 

लोकसांिेचा मािक दवचलि (s) = 1.2 दकमी/दलटर 

महत्ाची पातळी (α) = 0.05 

पद्धत: 

1. t-चाचणीचे सूि: 

लेफ्ट टेल्ड टेस्ट्मधे्य, आपल्याला t-चाचणी वापरायची आहे. सूि आहे:   𝑡 =
𝑥̅−𝜇0

𝑠

√𝑛

 

दजरे्: 

𝑥̅ = िमुन्याची सरासरी, 

𝜇0 = िल हायपॉर्ीदसस असलेली ठरादवक मूल्य, 

s = लोकसांिेचा मािक दवचलि, 

n = िमुन्याचा आकार. 

2. गणिा: 

आता, आपल्याला दिलेल्या मादहतीचा वापर करूि ttt-तक्त्याचा वापर करण्यासाठी t-चाचणीची गणिा करू. 

𝑡 =
𝑥̅ − 𝜇0

𝜎

√𝑛

= 𝑡 =
14.4 − 15

1.2

√25

= −2.5 

3. t-मूल्य आदण p-मूल्य: 

आपल्याला t=−2.5 आदण n−1=24 या स्वतांिता दडग्रीसाठी t-तक्ता वापरूि p-मूल्य शोधावे लागेल. 

t=−2.5आदण df = 24 असतािा, p-मूल्य साधारणतः  0.01 असू शकते. 

4. दिणवय: 

आपण ५% महत्ाची पातळी (α = 0.05) ठेवली आहे. पद्धतीप्रमाणे: 

जर p-मूल्य α पेक्षा कमी असेल (अर्ावत p<0.05 ) तर िल हायपॉर्ीदसस ( H0) िाकारली जाईल आदण पयावयी 

हायपॉर्ीदसस ( H1) स्वीकारली जाईल. 

जर p-मूल्य α पेक्षा जास्त असेल, तर H0 स्वीकारली जाईल. 

आता, पद्धतीिुसार, आपल्याला p-मूल्य = 0.01 दिले गेले आहे, जे α=0.05 पेक्षा कमी आहे. त्यामुळे िल 

हायपॉर्ीदसस िाकारली जाते आदण पयावयी हायपॉर्ीदसस स्वीकारली जाते. याचा अर्व, आपल्याला हे दसद्ध झाले 

आहे की, कारचा गॅसोलीि कां झम्पशि १५ दकमी/दलटरपेक्षा कमी आहे. 

दिष्कषव: 

िल हायपॉर्ीदसस: μ=15 (कारचा गॅसोलीि कां झम्पशि १५ दकमी/दलटर आहे) 



सॅ्टशिस्तस्टकल मॉडेशलन्ग फॉर मशीन लशनिंग-313307                         Statistical Modelling for Machine Learning-313307 

  

Maharashtra State Board of Technical Education     136 
 

पयावयी हायपॉर्ीदसस: μ<15 (कारचा गॅसोलीि कां झम्पशि १५ दकमी/दलटरपेक्षा कमी आहे) 

t-मूल्य: -2.5 

p-मूल्य: 0.01 

दिणवय: p-मूल्य α=0.05 पेक्षा कमी असल्यामुळे िल हायपॉर्ीदसस िाकारली जाते आदण पयावयी हायपॉर्ीदसस 

स्वीकारली जाते, म्हणजे कारचा गॅसोलीि कां झम्पशि १५ दकमी/दलटरपेक्षा कमी आहे. 

Right Tailed Test उजवे- टेलेड चाचणी: 

 
Decision Criteria: If the z statistic > z critical value then reject the null hypothesis. 

Two Tailed Test िोि- टेलेड चाचणी: 

 

Decision Criteria: If the z statistic > z critical value then reject the null hypothesis. 

राइट-टेल्ड टेस्ट् चे पररभाषा: 

िल हायपॉर्ीदसस ( H0): μ≤μ0 (पॅरादमटर एका ठरादवक मूल्यापेक्षा जास्त िाही) 

पयावयी हायपॉर्ीदसस ( H1): μ>μ0 (पॅरादमटर एका ठरादवक मूल्यापेक्षा जास्त आहे) 

5.10)समजा, एका कां पिीिे िावा केला आहे की, त्याांच्या उत्पािकतेचा िर (productivity rate) प्रदत दिवस 80 

युदिट आहे. आपल्याला तपासायचां आहे की, त्याांची उत्पािकता 80 युदिट्स पेक्षा जास्त आहे का. 

दिलेले: 

िल हायपॉर्ीदसस ( H0): μ=80 (उत्पािकतेचा िर 80 युदिट्स आहे) 

पयावयी हायपॉर्ीदसस ( H1): μ>80 (उत्पािकतेचा िर 80 युदिट्स पेक्षा जास्त आहे) 

िमुन्याचा आकार n=30 

िमुन्याची सरासरी 𝒙̅ =82 युदिट्स 

Null Hypothesis: 𝐻0: 𝜇 = 𝜇0 

Alternate Hypothesis: 𝐻1: 𝜇 > 𝜇0 

 

Null Hypothesis:  𝐻0: 𝜇 = 𝜇0 

Alternate Hypothesis: 𝐻1: 𝜇 ≠ 𝜇0  
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लोकसांिेचा मािक दवचलि σ=5 युदिट्स 

महत्ाची पातळी ( α ) = 0.05 

पद्धत: 

1. Z-चाचणीचे सूि: 

राइट-टेल्ड टेस्ट्साठी, आपण Z-चाचणी वापरणार आहोत. Z-चाचणीचे सूि असे आहे: 

दजरे्: 

𝒙̅= िमुन्याची सरासरी, 

μ0 = िल हायपॉर्ीदसस असलेली ठरादवक मूल्य, 

σ = लोकसांिेचा मािक दवचलि, 

n = िमुन्याचा आकार. 

2. गणिा: 

आता, आपल्याला दिलेल्या मादहतीचा वापर करूि Z-चाचणीची गणिा करू. 

𝑧 =
𝑥̅ − 𝜇0

𝜎

√𝑛

= 𝑡 =
82 − 80

5

√30

≈ 2.19 

3. Z-मूल्य आदण p-मूल्य: 

आता, आपल्याला Z = 2.19 दमळाले आहे. Z-तक्त्याच्या वापरािे p-मूल्य शोधू शकता. 

Z=2.19 च्या p-मूल्य दकमाि 0.014 असू शकते. 

4. दिणवय: 

आपण महत्ाची पातळी ( α=0.05) सेट केली आहे. 

जर p-मूल्य α पेक्षा कमी असेल ( म्हणजे p<0.05 ) तर िल हायपॉर्ीदसस ( H0) िाकारली जाते आदण पयावयी 

हायपॉर्ीदसस ( H1) स्वीकारली जाते. 

जर p-मूल्य α पेक्षा जास्त असेल, तर H0 स्वीकारली जाईल. 

आता, पद्धतीिुसार, आपल्याला p-मूल्य = 0.014 दमळालां आहे, जे α = 0.05 पेक्षा कमी आहे. त्यामुळे िल 

हायपॉर्ीदसस िाकारली जाते आदण पयावयी हायपॉर्ीदसस स्वीकारली जाते. 

दिष्कषव: 

िल हायपॉर्ीदसस ( H0): μ=80 (उत्पािकतेचा िर ८० युदिट्स आहे) 

पयावयी हायपॉर्ीदसस ( H1): μ>80(उत्पािकतेचा िर ८० युदिट्स पेक्षा जास्त आहे) 

Z-मूल्य: 2.19 

p-मूल्य: 0.014 

दिणवय: p-मूल्य α=0.05 पेक्षा कमी आहे, त्यामुळे िल हायपॉर्ीदसस िाकारली जाते आदण पयावयी हायपॉर्ीदसस 

स्वीकारली जाते, म्हणजे कां पिीचा उत्पािि िर ८० युदिट्स पेक्षा जास्त आहे. 

िोि िमुिा Z चाचणी 

िोि सॅम्पलच्या माध्यमाांमधे्य िरक आहे का हे तपासण्यासाठी िोि िमुिा z चाचणी वापरली जाते. z चाचणी 

साांख्यिकी सूि खालीलप्रमाणे दिले आहे: 

𝑍 =
(𝑥̅1 − 𝑥̅2) − (𝜇1 − 𝜇2)

√
(𝜎1)2

(𝑛1)2 +
(𝜎2)2

(𝑛2)2
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𝑥̅1, 𝜇1, (𝜎1)
2are the sample mean, population mean and population variance respectively for the first 

sample. 𝑥̅2, 𝜇2, (𝜎2)
2 are the sample mean, population mean and population variance respectively for 

the second sample. 

उिाहरण: 

समजा, िोि वेगवेगळ्ा सू्कल्स (School A आदण School B) च्या दवद्यार्थ्ाांची गदणत (Math) दवषयातील 

सरासरी गुण (average marks) तपासायची आहेत. आपल्याला हे तपासायचां आहे की िोन्ही सू्कल्सच्या 

दवद्यार्थ्ाांची गदणतातील सरासरी गुण वेगवेगळी आहेत का. 

दिलेले: 

School A: 

सरासरी ( 𝑥̅1) = 78 

लोकसांिेचा मािक दवचलि (𝜎1) = 10 

िमुन्याचा आकार ( 𝑛1 ) = 50 

School B: 

सरासरी ( 𝑥2̅̅ ̅ ) = 75 

लोकसांिेचा मािक दवचलि (𝜎2) = 12 

िमुन्याचा आकार ( 𝑛2 ) = 60 

िल हायपॉर्ीदसस (H0): μ1=μ2 (िोन्ही सू्कल्सच्या दवद्यार्थ्ाांची सरासरी गुण समाि आहेत) 

महत्ाची पातळी (α) = 0.05 

पद्धत: 

Z-चाचणीचे सूि वापरा:𝑍 =
(𝑥̅1−𝑥̅2)−(𝜇1−𝜇2)

√
(𝜎1)2

(𝑛1)2
+

(𝜎2)2

(𝑛2)2

 

िल हायपॉर्ीदसस िुसार, 𝜇1=𝜇2, त्यामुळे (𝜇1−𝜇2)=0 

 

𝑍 =
(78 − 75) − 0

√
(10)2

(50)2 +
(12)2

(60)2

≈ 1.43 

3. p-मूल्य शोधा: 

Z = 1.43 आहे. 

Z-तक्ता वापरूि p-मूल्य शोधा. Z = 1.43 साठी p-मूल्य साधारणतः  0.0762 आहे. 

4. दिणवय: 

जर p-मूल्य α=0.05 पेक्षा जास्त असेल, तर िल हायपॉर्ीदसस स्वीकारली जाईल. 

जर p-मूल्य α=0.05 पेक्षा कमी असेल, तर िल हायपॉर्ीदसस िाकारली जाईल. 

इरे् p-मूल्य = 0.0762 आहे, जे α=0.05 पेक्षा जास्त आहे. त्यामुळे िल हायपॉर्ीदसस स्वीकारली जाते 

 

 

5.7 शवद्यार्थ्ािंचे िी शवतरण (Student’s t distribution) 
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टी चाचणी करण्यासाठी, तुम्ही िमुन्यासाठी टीची गणिा करा आदण त्याची तुलिा गांभीर मूल्याशी करा. योग्य 

दक्रदटकल वॅ्हलू्य शोधण्यासाठी, तुम्हाला स्वातांत्र्याच्या योग्य दडग्रीसह दवद्यार्थ्ावचे टी दवतरण वापरण्याची 

आवश्यकता आहे. 

दवद्यार्थ्ावच्या टीचे शून्य दवतरण स्वातांत्र्याच्या अांशाांसह बिलते: 

जेव्हा df = 1, दवतरण जोरिार लेप्टोकदटवक असते, म्हणजे अत्यांत मूल्याांची सांभाव्यता सामान्य दवतरणापेक्षा जास्त 

असते. 

जसजसे डीएि वाढते तसतसे दवतरण अरुां ि आदण कमी लेप्टोकदटवक होते. हे मािक सामान्य दवतरणासारखेच 

वाढते 

जेव्हा df ≥ 30, दवद्यार्थ्ावचे t दवतरण साधारण सामान्य दवतरणासारखेच असते.  

जर तुमच्याकडे िमुिा आकार 30 पेक्षा जास्त असेल, तर तुम्ही दवद्यार्थ्ावच्या t दवतरणाऐवजी मािक सामान्य 

दवतरण (ज्याला z दवतरण म्हणूिही ओळखले जाते) वापरू शकता. 

 

साांख्यिकीच्या स्वातांत्र्याचे अांश(degrees of freedom in statistics) म्हणजे िमुिा आकार वजा दिबांधाांची सांिा. 

बऱ्याच वेळा, दिबांध हे पॅरामीटसव असतात ज्याांचा अांिाज साांख्यिकी मोजण्यासाठी मध्यवती चरण म्हणूि केला 

जातो. 

𝐷𝑓 =n − r 

Where 

n िमुिा आकार (sample size) आहे 

r ही दिबांधाांची सांिा आहे, सामान्यत: अांिादजत पॅरामीटसवच्या सांिेइतकीच 

स्वातांत्र्याचे प्रमाण िकारात्मक असू शकत िाही. पररणामी, तुम्ही अांिादजत केलेल्या पॅरामीटसवची सांिा तुमच्या 

िमुिा आकारापेक्षा मोठी असू शकत िाही. 

Test-specific formulas: 

Test Formula Notes 

One-sample t test df = n − 1  

Independent 

samples t test 

df = n1 + n2 − 2 Where n1 is the sample size of group 1 and n2 is the 

sample size of group 2 

https://www.scribbr.com/statistics/t-test/
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Test Formula Notes 

Dependent 

samples t test 

df = n − 1 Where n is the number of pairs 

Simple linear regression  df = n − 2  

Chi-square goodness of 

fit test  

df = k − 1 Where k is the number of groups 

Chi-square test of 

independence  

df = (r − 1) * (c − 1) Where r is the number of rows (groups of one 

variable) and c is the number of columns (groups of 

the other variable) in the contingency table 

One-way ANOVA Between-group df = k 

− 1 

Within-

group df = N − k 

Total df = N − 1 

Where k is the number of groups and N is the sum 

of all groups’ sample sizes 

 

दवद्यार्थ्ाांचा गुणासांबांधी T-चाचणी 

5.11) एका शाळेतील 25 दवद्यार्थ्ाांचा सरासरी गुण 75% आहेत आदण त्याची मािक दवचलि 10% आहे. 

शाळेतील िवीि पद्धतीचा उपयोग करूि दवद्यार्थ्ाांची सरासरी गुण तपासण्याची आवश्यकता आहे. आपल्याला 

हे तपासायचां आहे की िवीि पद्धतीचा उपयोग केलेल्या दवद्यार्थ्ाांचा गुण 75% च्या सरासरीपेक्षा जास्त आहे का? 

चरण 1: H₀ आदण H₁ ठरवा 

H₀: िवीि पद्धतीचा उपयोग करणाऱ् या दवद्यार्थ्ाांचा गुण 75% आहे. 

H₁: िवीि पद्धतीचा उपयोग करणाऱ् या दवद्यार्थ्ाांचा गुण 75% पेक्षा जास्त आहे. 

चरण 2: सूि आदण मादहती 

ि = 25 (दवद्यार्थ्ाांची सांिा) 

सरासरी गुण (x ̄) = 80% 

सरासरी गुण (μ) = 75% 

मािक दवचलि (s) = 10% 

T-चाचणीचे सूि: 

𝑡 =
𝑥̅−𝜇

𝑠/√𝑛
 

दजरे्: 

𝑥̅= िमुिा सरासरी (Sample mean) 

μ = जिसांिा सरासरी (Population mean) 

s = िमुिा मािक दवचलि (Sample standard deviation) 

n = िमुिा आकार (Sample size) 

चरण ३: गणिा करा 

𝑡 =
𝑥̅ − 𝜇

𝑠

√𝑛

=
80 − 75

10

√25

= 2.5 

चरण 4: T-Distribution दकव्हा टी-टेबल वापरा 

दडग्री ऑि फ्रीडम (df) = n - 1 = 25 - 1 = 24 

https://www.scribbr.com/statistics/simple-linear-regression/
https://www.scribbr.com/statistics/chi-square-goodness-of-fit/
https://www.scribbr.com/statistics/chi-square-goodness-of-fit/
https://www.scribbr.com/statistics/chi-square-test-of-independence/
https://www.scribbr.com/statistics/chi-square-test-of-independence/
https://www.scribbr.com/statistics/one-way-anova/
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1% पातळीवर T-टेबलमधे्य 24 दडग्री ऑि फ्रीडमसाठी t मूल्य सुमारे 2.492 आहे. 

चरण 5: दिणवय घ्या 

t मूल्य (2.5) हे T-टेबलमधे्य दिलेल्या t मूल्यापेक्षा जास्त आहे (2.492). 

त्यामुळे H₀ िाकारता येईल आदण दिष्कषव काढता येईल की िवीि पद्धतीिे दवद्यार्थ्ाांचा गुण 75% पेक्षा जास्त 

आहे. 

कडक तपासणीची चाचणी 

5.12)धरणा करा की एका कां पिीला 10 दकव्हा 15 िोकऱ्याांसाठी मािक वेतिाचे प्रमाण तपासायचां आहे. त्याांिी 

10 कमवचाऱ् याांवर आधाररत एक िमुिा घेतला आहे. या 10 कमवचाऱ् याांच्या वेतिाचे दवशे्लषण करा. िांतर 5% 

पातळीवर T-चाचणी वापरूि ह्याचा दिणवय घ्या. 

मादहती: 

िमुिा आकार (n) = 10 

िमुिा सरासरी वेति (x ̄) = ₹ 20000 

जिसांिा सरासरी वेति (μ) = ₹ 18000 

मािक दवचलि (s) = ₹ 2500 

चरण 1: H₀ आदण H₁ ठरवा 

H₀: िमुिा सरासरी वेति जिसांिेच्या सरासरीच्या समाि आहे. 

H₁: िमुिा सरासरी वेति जिसांिेच्या सरासरीपेक्षा वेगळां  आहे. 

चरण 2: T-चाचणी सूि वापरूि गणिा करा 

𝑡 =
𝑥̅ − 𝜇

𝑠

√𝑛

=
20000 − 18000

2500

√10

= 2.53 

चरण 3: T-टेबल वापरा 

दडग्री ऑि फ्रीडम (df) = n - 1 = 10 - 1 = 9 

5% पातळीवर T-टेबलमधे्य ९ दडग्री ऑि फ्रीडमसाठी t मूल्य सुमारे 2.262 आहे. 

चरण 4: दिणवय घ्या 

t मूल्य (2.53) हे T-टेबलमधील t मूल्यापेक्षा जास्त आहे (2.262). 

त्यामुळे H₀ िाकारता येईल आदण दिष्कषव काढता येईल की िमुिा सरासरी वेति जिसांिेच्या सरासरीपेक्षा 

वेगळां  आहे. 

प्रोडक्ट गुणवते्तची चाचणी 

5.13) समजा की एका िॅक्टरीिे 150 उत्पाििाांच्या गुणवते्तचा िमुिा घेतला आहे. 150 उत्पाििाांमधे्य 100 

उत्पाििाांचे वजि 100 गॅ्रम आहे, आदण 50 उत्पाििाांचे वजि 105 गॅ्रम आहे. आपल्याला 5% पातळीवर 

तपासायचां आहे की उत्पाििाांचे वजि 100 गॅ्रम आहे का? 

मादहती: 

िमुिा आकार (n) = 150 

िमुिा सरासरी (x ̄) = 102 गॅ्रम 

जिसांिा सरासरी (μ) = 100 गॅ्रम 

मािक दवचलि (s) = 2 गॅ्रम 

चरण 1: H₀ आदण H₁ ठरवा 

H₀: उत्पाििाांचे वजि 100 गॅ्रम आहे. 
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H₁: उत्पाििाांचे वजि 100 गॅ्रम िाही. 

चरण 2: T-चाचणी सूि वापरूि गणिा करा 

𝑡 =
𝑥̅−𝜇

𝑠

√𝑛

=
102−100

2

√150

=12.27 

चरण 3: T-टेबल वापरा 

दडग्री ऑि फ्रीडम (df) = n - 1 = 150 - 1 = 149 

5% पातळीवर T-टेबलमधे्य १४९ दडग्री ऑि फ्रीडमसाठी t मूल्य अांिाजे 1.976 आहे. 

चरण 4: दिणवय घ्या 

t मूल्य (12.27) हे T-टेबलमधील t मूल्यापेक्षा जास्त आहे (1.976). 

त्यामुळे H₀ िाकारता येईल आदण दिष्कषव काढता येईल की उत्पाििाांचे वजि 100 गॅ्रम िाही. 

5.8 ची-चौरस शवतरण(Chi-square distribution): ची-से्क्वअर चाचणी करण्यासाठी, तुम्ही िमुन्याच्या ची-

से्क्वअरची तुलिा महत्त्वपूणव मूल्याशी करता. योग्य दक्रदटकल वॅ्हलू्य शोधण्यासाठी, तुम्हाला ची-से्क्वअर 

दडख्यस्ट्र बु्यशिचा वापर स्वातांत्र्याच्या योग्य अांशाांसह करणे आवश्यक आहे. 

           ची-से्क्वअरचे शून्य दवतरण स्वातांत्र्याच्या अांशाांसह बिलते, परां तु दवद्यार्थ्ाांच्या टी दवतरणापेक्षा वेगळ्ा 

प्रकारे: 

जेव्हा df < 3, सांभाव्यता दवतरणाचा आकार मागे "J" सारखा असतो. 

जेव्हा df ≥ 3, सांभाव्यता दवतरण कुबडाच्या आकाराचे असते, कुबड्याचे दशखर Χ2 = df − 2 वर असते. कुबडा 

उजवा-दतरका असतो, याचा अर्व दवतरण त्याच्या दशखराच्या उजव्या बाजूला लाांब असते. 

जेव्हा df > 90, ची-से्क्वअर दवतरण साधारण दवतरणािारे अांिाजे केले जाते. 

 

जेव्हा आपण दवचार करतो, शून्य अिुमाि(null speculation) सत्य आहे, चाचणी आकडेवारीच्या िमुिा 

दवतरणास ची-से्क्वडव दवतरण म्हणतात. एक दकां वा अदधक वगव दकां वा शे्रणी ांमधे्य सामान्य दफ्रके्वन्सी आदण दिरीक्षण 

केलेल्या दफ्रके्वन्सी ांमधे्य लक्षणीय िरक आहे की िाही हे दिधावररत करण्यात ची-से्क्वअर चाचणी मित करते. हे 

स्वतांि वे्हररएबल्सची सांभाव्यता िेते. 

टीप: ची-स्क्वॉडव चाचणी केवळ दलांग, वय, उांची इत्यािी शे्रणी ांमधे्य येणारे पुरुष आदण ख्यस्त्रया यासारिा स्पष्ट 

डेटासाठी लागू आहे. 

5.8.1ची-स्क्वॉडग चाचणी(chi-squared test): 
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ची-स्क्वॉडव चाचणी (प्रदतकात्मकररत्या 𝑥2 म्हणूि िशवदवली जाते) ही मूलत: वे्हररएबल्सच्या यादृख्यच्छक सांचाच्या 

दिरीक्षणाच्या आधारे डेटा दवशे्लषण असते. सहसा, ही िोि साांख्यिकीय डेटा सेटची तुलिा असते. ही चाचणी 

कालव पीअरसि याांिी 1900 मधे्य स्पष्ट डेटा दवशे्लषण आदण दवतरणासाठी सािर केली होती. म्हणूि त्याचा 

उले्ख पीअरसिची ची-से्क्वडव चाचणी म्हणूि केला गेला. 

ची-से्क्वअर चाचणीचा उपयोग शून्य गृहीतके सत्य मािूि, केलेली दिरीक्षणे दकती सांभाव्य असतील याचा अांिाज 

लावला जातो. 

गृहीतक म्हणजे दिलेली ख्यस्क्र्ती दकां वा दवधाि सत्य असू शकते असा दवचार आहे, ज्याची आपण िांतर चाचणी 

करू शकतो. ची-से्क्वअर चाचण्या सामान्यतः  से्क्वअर खोटेपणा दकां वा सॅम्पल वेररएन्सवरील िुटी ांच्या बेरीजमधूि 

तयार केल्या जातात. 

5.9 Degrees of freedom (शडग्री ऑफ शफ्रडम / स्वातंत्र्याचे अंश): 

अिुमािात्मक आकडेवारीमधे्य, तुम्ही िमुन्याच्या आकडेवारीची गणिा करूि लोकसांिेच्या पॅरामीटरचा 

अांिाज लावता. आकडेवारीची गणिा करण्यासाठी वापरल्या जाणाऱ्या मादहतीच्या स्वतांि तुकड्याांच्या सांिेला 

स्वातांत्र्याचे अांश म्हणतात. आकडेवारीच्या स्वातांत्र्याचे प्रमाण िमुन्याच्या आकारावर अवलांबूि असते: 

जेव्हा िमुन्याचा आकार लहाि(small sample) असतो, तेव्हा मादहतीचे िक्त काही स्वतांि तुकडे असतात 

आदण म्हणूिच िक्त काही अांश स्वातांत्र्य असते. 

जेव्हा िमुन्याचा आकार मोठा(large sample) असतो, तेव्हा मादहतीचे अिेक स्वतांि तुकडे असतात आदण 

त्यामुळे स्वातांत्र्याच्या अिेक अांश असतात. 

टीप : जरी स्वातांत्र्याचे अांश िमुन्याच्या आकाराशी जवळूि सांबांदधत असले तरी ते समाि िाहीत. िमुन्याच्या 

आकारापेक्षा िेहमीच कमी अांश स्वातांत्र्य असतात. 

दडग्री ऑि दफ्रडम सूि: 

𝐷𝑓 = 𝑁 − 1 

Where 

𝐷𝑓  = दडग्री ऑि दफ्रडम 

N = िमुन्याचा आकार  

5.14) 20 दवद्यार्थ्ाांच्या िमुन्यात 10 च्या मािक दवचलिासह सरासरी चाचणी स्कोअर 75 आहे. 0.05 स्वातांत्र्याची 

दडग्री तपासा. 

उत्तर: 

𝐷𝑓 = 𝑁 − 1 = 20 − 1 = 19 

5.15) समजा आपल्याकडे दवद्यार्थ्ाांचे िोि गट आहेत, गट A (n = 15) आदण गट B (n = 20). िोि गटाांसाठी 

सरासरी गुण खालीलप्रमाणे आहेत: 

गट A: मीि = 60, मािक दवचलि = 10 

गट ब: मीि = 70, मािक दवचलि = 12 स्वातांत्र्याची दडग्री तपासा. 

उत्तर: 

𝐷𝑓 = 𝑁𝐴 + 𝑁𝐵 − 2 = 35 − 2 = 33 

5.10 Chi-square goodness of fit test: ची-से्क्वअर (𝑥2) तांिुरुस्ती चाचणीची चाांगलीता ही एका वगीय 

वे्हररएबलसाठी दिट चाचणीची चाांगलीता आहे. तांिुरुस्तीची चाांगलीता हे साांख्यिकीय मॉडेल दिरीक्षणाांच्या 

सांचाला दकती योग्य प्रकारे बसते याचे मोजमाप आहे. 

जेव्हा तांिुरुस्तीची चाांगलीता जास्त असते, तेव्हा मॉडेलवर आधाररत अपेदक्षत मूले्य दिरीक्षण केलेल्या मूल्याांच्या 

जवळ असतात. 
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जेव्हा तांिुरुस्तपणा कमी असतो, तेव्हा मॉडेलवर आधाररत अपेदक्षत मूले्य दिरीक्षण केलेल्या मूल्याांपेक्षा खूप िूर 

असतात. 

ची-से्क्वअर गुडिेस ऑि दिट चाचण्याांिारे दवशे्लदषत केलेली साांख्यिकीय मॉडेल्स म्हणजे दवतरण. ते कोणतेही 

दवतरण असू शकते, सवव गटाांसाठी समाि सांभाव्यतेच्या सोप्यापासूि ते अिेक पॅरामीटसवसह सांभाव्यता 

दवतरणासारखे जदटल. 

Example: Observed and expected frequencies 

After weeks of hard work, your dog food experiment is complete and you compile your data in a 

table: 

Observed and expected frequencies of cats’ flavor choices 

Flavor Observed Expected 

Garlic Blast 22 25 

Blueberry Delight 30 25 

Minty Munch 23 25 

To help visualize the differences between your observed and expected frequencies, you also create a 

bar graph: 

 

कॅट िूड कां पिीचे अध्यक्ष तुमचा आलेख पाहतात आदण घोदषत करतात की त्याांिी बू्लबेरी दडलाइटवर लक्ष 

कें दद्रत करण्यासाठी गादलवक ब्लास्ट् आदण दमांटी मांच फे्लवसव काढूि टाकले पादहजेत. "खूप वेगािे िको!" तू 

त्याला साांग. 

तुम्ही स्पष्ट करता की तुमची दिरीक्षणे तुमच्या अपेके्षपेक्षा र्ोडी वेगळी होती, परां तु िरक िाटकीय िाहीत. ते 

वास्तदवक चव प्राधान्याचे पररणाम असू शकतात दकां वा ते सांधीमुळे असू शकतात. 

 

िुसऱ्या मागाविे साांगायचे तर: तुमच्याकडे 75 माांजरी ांचा िमुिा आहे, परां तु तुम्हाला खरोखर काय समजायचे आहे 

ते सवव माांजरी ांची लोकसांिा आहे. हा िमुिा माांजरी ांच्या लोकसांिेमधूि काढला गेला होता जे दतन्ही चव समाि 

वेळा दिवडतात? 

दिट चाचणी गृदहतकाांची ची-से्क्वअर चाांगलीता 
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सवव गृदहतक चाचण्याांप्रमाणे, दिट चाचणीची एक ची-से्क्वअर चाांगलीता िोि गृदहतकाांचे मूल्यमापि करते: शून्य 

आदण पयावयी गृदहतके. "दिदिवष्ट दवतरणाचे अिुसरण करणाऱ्या लोकसांिेमधूि िमुिा काढला होता का?" या 

प्रश्नाची ते िोि स्पधावत्मक उत्तरे आहेत. 

िल हायपोदर्दसस (𝐇𝟎): लोकसांिा दिदिवष्ट दवतरणाचे अिुसरण करते. 

अल्टरिेटीव हायपोदर्दसस (𝐇𝐚): लोकसांिा दिदिवष्ट दवतरणाचे पालि करत िाही. 

ही सामान्य गृहीते आहेत जी दिट चाचण्याांच्या सवव ची-से्क्वअर चाांगुलपणावर लागू होतात. "दिदिवष्ट दवतरण" चे 

वणवि करूि तुम्ही तुमची गृहीते अदधक दवदशष्ट बिवावीत. तुम्ही सांभाव्यता दवतरणाला िाव िेऊ शकता (उिा. 

पॉसॉि दवतरण) दकां वा प्रते्यक गटाचे अपेदक्षत प्रमाण िेऊ शकता. 

िल हायपोदर्दसस (𝐇𝟎): माांजरीची लोकसांिा समाि प्रमाणात तीि चव दिवडते (𝐏𝟏= 𝐏𝟐= 𝐏𝟑). 

अल्टरिेटीव हायपोदर्दसस (𝐇𝐚): कुत्र्याांची लोकसांिा समाि प्रमाणात तीि चव दिवडत िाही. 

Chi-square goodness of fit test formula: 

𝑥2 = ∑
(𝑂 − 𝐸)2

𝐸
 

 is the observed frequency       is the expected frequency 

जर 𝑥2  मूल्य गांभीर मूल्यापेक्षा मोठे असेल, तर दिरीक्षण केलेल्या आदण अपेदक्षत दवतरणाांमधील िरक 

साांख्यिकीयदृष्ट्या महत्त्वपूणव आहे (p < α). 

डेटा तुम्हाला शून्य पररकल्पिा (िल हायपोदर्दसस) िाकारण्याची परवािगी िेतो आदण पयावयी गृहीतकासाठी 

(अल्टरिेटीव हायपोदर्दस)समर्वि प्रिाि करतो. 

जर 𝑥2 मूल्य गांभीर मूल्यापेक्षा कमी असेल, तर दिरीक्षण केलेल्या आदण अपेदक्षत दवतरणाांमधील िरक 

साांख्यिकीयदृष्ट्या महत्त्वपूणव िाही (p > α). 

डेटा तुम्हाला शून्य गृहीतक ((िल हायपोदर्दसस))िाकारण्याची परवािगी िेत िाही आदण पयावयी गृहीतकाला 

((अल्टरिेटीव हायपोदर्दस))समर्वि िेत िाही. 

वगव परीक्षा दिकाल 

5.16) समजा करा की एका वगावमधे्य 100 दवद्यार्थ्ाांची एक परीक्षा घेतली आहे. या दवद्यार्थ्ाांिा 4 दवदवध शे्रणी ांमधे्य 

(उत्तम, चाांगले, सरासरी, आदण दिकृष्ट) वगीकृत केलां आहे. त्या दवद्यार्थ्ाांची सांिा खालील प्रमाणे आहे: 

उत्तम: 25 दवद्यार्ी 

चाांगले: 30 दवद्यार्ी 

सरासरी: 35 दवद्यार्ी 

दिकृष्ट: 10 दवद्यार्ी 

आता आपल्याला हे तपासायचां आहे की हे डेटा एक दवदशष्ट दवतरण अिुसरण करतां का, म्हणजेच 'समाि 

दवतरण' आहे का. Chi-Square चा वापर करूि आपण परीक्षण करू शकता. 

उत्तर: 

सूचिा: जर दवतरण समाि असेल तर प्रते्यक शे्रणीमधे्य सुमारे 25 दवद्यार्ी असावेत. 

चाचणी साांख्यिकी: Chi-Square तपासणी सूि वापरूि आपल्याला Chi-Square चा मूल्य काढायचां आहे: 

𝑥2 = ∑
(𝑂 − 𝐸)2

𝐸
 

दजरे्: 

𝑂𝑖  = दिरीदक्षत मूल्य (Observed value) 

𝐸𝑖 = अपेदक्षत मूल्य (Expected value) 
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दिष्कषव: Chi-Square मूल्याच्या मितीिे, आपण दवतररत दवतरणाच्या समाितेवर दिणवय घेऊ शकता. जर Chi-

Square मूल्य खूप मोठां  आले, तर ह्याचा अर्व आहे की वगीकरण समाि िाही. 

एक प्रयोगाच्या पररणामाांची तुलिा 

5.17) धरणा करा की एका शाळेत तीि वेगवेगळ्ा प्रकारच्या दशकवणी पद्धती ांचा अभ्यास करण्यात आलेला 

आहे. दशकवणी पद्धती ांची सांिा आदण पररणाम (स्माटव दवद्यार्थ्ाांची सांिा) खालील प्रमाणे आहे: 

पद्धत 1: 10 दवद्यार्थ्ाांमधे्य 8 स्माटव (O1 = 8) 

पद्धत 2: 10 दवद्यार्थ्ाांमधे्य 6 स्माटव (O2 = 6) 

पद्धत 3: 10 दवद्यार्थ्ाांमधे्य 5 स्माटव (O3 = 5) 

उत्तर: 

अपेदक्षत मूले्य (Expected values) दिकालण्यासाठी, आपण गृहीत धरतो की प्रते्यक पद्धतीतूि समाि 

दवद्यार्थ्ाांिा स्माटव बिवणे शय आहे, म्हणजे प्रते्यक पद्धतीमधे्य 6 दवद्यार्थ्ाांिाच स्माटव होईल (E = 6). 

Chi-Square चा वापर करूि आपण हे तपासू शकता की ती तीि पद्धतीतूि दमळालेले डेटा समाि आहेत का. 

𝑥2 = ∑
(𝑂1 − 𝐸)2

𝐸
+ ∑

(𝑂2 − 𝐸)2

𝐸
+ ∑

(𝑂3 − 𝐸)2

𝐸
 

Chi-Square मूल्य दमळवल्यािांतर, आपण दवशे्लषण करू शकता की दशकवणी पद्धती ांचा प्रभाव समाि आहे 

की िाही. 

5.10.1 Chi-square test of independence: ची-से्क्वअर इंशडपेन्डन्स चाचणी 

ची-से्क्वअर टेस्ट्चा आणखी एक प्रकार आहे, ज्याला ची-से्क्वअर टेस्ट् ऑि इांदडपेंडन्स म्हणतात. 

जेव्हा तुमच्याकडे एक स्पष्ट वे्हररएबल असेल आदण तुम्ही त्याच्या दवतरणादवषयी गृहीतके तपासू इख्यच्छत असाल 

तेव्हा दिट चाचणीचा ची-से्क्वअर चाांगुलपणा वापरा. 

जेव्हा तुमच्याकडे िोि स्पष्ट वे्हररएबल्स असतील आदण तुम्हाला त्याांच्या सांबांधाांबद्दल एक गृदहतक तपासायचे 

असेल तेव्हा स्वातांत्र्याची ची-से्क्वअर चाचणी वापरा. 

दच-से्क्वअर चाचणी ऑि इांदडपेंडन्स 

5.18)समजा, एका िुकाििारािे िोि प्रकारच्या पेटीमधे्य (पेटी A आदण पेटी B) दवक्रीच्या प्रमाणाच्या आधारावर 

ग्राहकाांिा दिलेले दवक्री िेणां तपासायला आहे. 

 पेटी A पेटी B एकूण 

खरीिी 60 40 100 

िाही खरीिी 20 30 50 

एकूण 80 70 150 

चरण 1: िल हायपॉर्ीदसस: 

H0: पेटी प्रकार आदण ग्राहकाची खरेिी स्वतांि आहेत. 

चरण 2: Expected Frequency (E): 

 𝐸 =
Row Total×Column Total

Grand Total
 

खरीिी-पेटी A: 

 𝐸 =
100×80

150
= 53.33 

खरीिी-पेटी B: 
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𝐸 =
100 × 70

150
= 46.67 

िाही खरीिी-पेटी A: 

𝐸 =
50 × 80

150
= 26.67 

िाही खरीिी-पेटी B: 

𝐸 =
50 × 70

150
= 23.33 

चरण 3: Chi-Square (χ²) गणिा: 

खरीिी-पेटी A:
(60−53.33)2

53.33
= 0.833 

 

खरीिी-पेटी B:  
(40−46.67)2

46.67
= 0.952 

 

िाही खरीिी-पेटी A: 
(20−26.67)2

26.67
= 1.667 

 

िाही खरीिी-पेटी B:
(30−23.33)2

23.33
= 1.667 

दच-से्क्वअर चाचणीची एकूण मूल्य: 

χ2=0.833+0.952+1.667+1.667=4.119 

चरण 4: Degrees of Freedom (df): 

df=(r−1)(c−1)=(2−1)(2−1)=1 

प-मूल्य आदण दिणवय: 

χ2=4.119 आदण df = 1 असल्यामुळे, p-value साधारणतः  0.042 आहे. 0.05 पेक्षा कमी असल्यामुळे, आपण 

िल हायपॉर्ीदसस िाकारतो. 

दिष्कषव: 

पेटी प्रकार आदण ग्राहकाची खरेिी एकमेकाांशी सांबांदधत आहेत. 

साराांश: 

दच-से्क्वअर चाचणी ऑि इांदडपेंडन्स िोि वेररएबल्समधील सांबांध तपासते. त्यात observed आदण expected 

वॅ्हलू्यांचा वापर केला जातो. Chi-Square (χ²) गणिा आदण p-मूल्य वापरूि आपल्याला िल हायपॉर्ीदसस 

स्वीकारायची दकां वा िाकारायची असते. 

दलांग आदण ऑिलाइि खरेिी करण्याची आवड 

5.19)धरणा करा की एका शाळेत १०० दवद्यार्थ्ाांिा िोि गोष्टी दवचारल्या: 

दलांग: पुरुष (M) दकां वा स्त्री (F) 

ऑिलाइि खरेिी करण्याची आवड: हो (Y) दकां वा िाही (N) 

आता आपल्याला तपासायचां आहे की दलांग आदण ऑिलाइि खरेिी करण्याची आवड एकमेकाांवर प्रभाव टाकते 

का, म्हणजे हे िोि वे्हररएबल्स स्वतांि आहेत का? 

डेटा: 
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दलांग / ऑिलाइि खरेिी हो (Y) िाही (N) 

पुरुष (M) 30 20 

स्त्री (F) 25 25 

Chi-Square Test for Independence: 

दृदष्टकोि: आपण गृहीत धरतो की दलांग आदण ऑिलाइि खरेिीची आवड स्वतांि आहेत. 

अपेदक्षत वारांवारता (Expected Frequency): प्रते्यक सेलसाठी अपेदक्षत वारांवारता काढा. यासाठी पुढील सूि 

वापरू शकता: 

E = (
𝑅𝑜𝑤𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙)×(𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙)

GrandTotal
)  

Chi-Square चाचणी सूि: 

𝑥2 = ∑
(𝑂 − 𝐸)2

𝐸
 

दजरे्: 

O = दिरीदक्षत वारांवारता 

E = अपेदक्षत वारांवारता 

गणिा: 

अपेदक्षत वारांवारता काढण्यासाठी: 

पुरुषाांमधे्य "हो" च्या अपेदक्षत वारांवारता: E=(50×55)/100=27.5 

पुरुषाांमधे्य "िाही" च्या अपेदक्षत वारांवारता: E=(50×45)/100=22.5 

स्त्री ांमधे्य "हो" च्या अपेदक्षत वारांवारता: E=(50×55)/100=27.5 

स्त्री ांमधे्य "िाही" च्या अपेदक्षत वारांवारता: E=(50×45)/100=22.5 

Chi-Square मूल्य काढण्यासाठी: 

𝑥2 = ∑
(30 − 27.5)2

27.5
+ ∑

(20 − 22.5)2

22.5
+∑

(25 − 27.5)2

27.5
+∑

(25 − 22.5)2

22.5
 

गणिा केल्यािांतर आपल्याला Chi-Square मूल्य दमळेल. हे मूल्य तपासणीचे मािक असलेल्या दकमतीशी तुलिा 

केली जाऊ शकते. 

दिष्कषव: Chi-Square चाचणीच्या पररणामावरूि, आपण दिणवय घेऊ शकता की दलांग आदण ऑिलाइि 

खरेिीची आवड स्वतांि आहेत का. 

 दशक्षण आदण कररयर दिवडीचा सांबांध 

5.20) धरणा करा की एका कां पिीिे 100 कमवचाऱ्याांचा एक सवे्ह केला आहे. या कमवचाऱ्याांचे दशक्षण स्तर आदण 

कररयर दिवडी यावर आधाररत डेटा सांकदलत केला आहे. आपल्याला तपासायचां आहे की दशक्षण स्तर आदण 

कररयर दिवडी यामधे्य कोणताही सांबांध आहे का. 

डेटा: 

दशक्षण स्तर / कररयर दिवड व्यवस्क्र्ापि (M) ताांदिक (T) दवक्री (S) 

उच्च शाळा (HS) 5 10 5 

पिवी (Bachelors) 15 10 5 

पिवु्यत्तर (Masters) 10 20 5 

Chi-Square Test for Independence: 
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दृदष्टकोि: गृहीत धरू की दशक्षण स्तर आदण कररयर दिवडी स्वतांि आहेत. 

अपेदक्षत वारांवारता काढण्यासाठी, प्रते्यक सेलसाठी अपेदक्षत वारांवारता काढा. 

Chi-Square चाचणी सूि वापरूि Chi-Square मूल्य काढा. 

दिष्कषव: 

Chi-Square चाचणीचा उपयोग करूि आपण ठरवू शकता की दशक्षण स्तर आदण कररयर दिवडी यामधे्य एक 

िुसऱ्यावर प्रभाव टाकतो का, म्हणजेच ह्या िोन्ही घटकाांमधे्य काही प्रमाणात सांबांध आहे का. 

Contingency tables (आकस्तिक िेबल): जेव्हा तुम्ही स्वातांत्र्याची ची-से्क्वअर चाचणी करू इख्यच्छत असाल, 

तेव्हा तुमचा डेटा व्यवख्यस्क्र्त करण्याचा सवोत्तम मागव म्हणजे दफ्रक्वें सी दवतरण सारणीचा एक प्रकार आहे ज्याला 

आकख्यस्मक सारणी म्हणतात. 

आकख्यस्मक सारणी, ज्याला क्रॉस टॅबु्यलेशि दकां वा क्रॉसटॅब असेही म्हणतात, प्रते्यक गटाच्या सांयोजिातील 

दिरीक्षणाांची सांिा िशववते. यात सहसा पांक्ती(rows) आदण स्तांभ(columns) बेरीज िेखील समादवष्ट असतात. 

Chi-square test of independence hypothesis (स्वातांत्र्य गृहीतकाांची ची-से्क्वअर चाचणी): 

स्वातांत्र्याची ची-से्क्वअर चाचणी ही एक अिुमादित साांख्यिकीय चाचणी आहे, याचा अर्व ती तुम्हाला िमुन्याच्या 

आधारे लोकसांिेबद्दल दिष्कषव काढू िेते. दवशेषत:, हे आपल्याला िोि वे्हररएबल्स लोकसांिेमधे्य सांबांदधत 

आहेत की िाही हे दिष्कषव काढू िेते. 

सवव गृहीतक चाचण्याांप्रमाणे, स्वातांत्र्याची ची-से्क्वअर चाचणी शून्य आदण पयावयी गृहीतकेचे मूल्याांकि करते. 

गृदहतके ही "वे्हररएबल 1 आदण वे्हररएबल 2 सांबांदधत आहेत का?" या प्रश्नाची िोि स्पधावत्मक उत्तरे आहेत. 

िल हायपोदर्दसस (𝐇𝟎): वे्हररएबल 1 आदण वे्हररएबल 2 लोकसांिेमधे्य सांबांदधत िाहीत; वे्हररएबल 1 चे प्रमाण 

वे्हररएबल 2 च्या दभन्न मूल्याांसाठी समाि आहेत. 

अल्टरिेटीव हायपोदर्दसस (𝐇𝐚): वे्हररएबल 1 आदण वे्हररएबल 2 लोकसांिेमधे्य सांबांदधत आहेत; वे्हररएबल 1 

चे प्रमाण वे्हररएबल 2 च्या दभन्न मूल्याांसाठी समाि िाही. 

तुम्ही वरील वाये टेम्प्पे्लट म्हणूि वापरू शकता. वे्हररएबल 1 आदण वे्हररएबल 2 ला तुमच्या वे्हररएबल्सच्या 

िावाांसह बिला. 

𝐄𝐱𝐩𝐞𝐜𝐭𝐞𝐝 𝐯𝐚𝐥𝐮𝐞𝐬 (अपेदक्षत मूले्य): स्वातांत्र्याची ची-से्क्वअर चाचणी दिरीक्षण आदण अपेदक्षत दफ्रके्वन्सीची 

तुलिा करूि कायव करते. अपेदक्षत दफ्रके्वन्सी अशा असतात की एका वे्हररएबलचे प्रमाण इतर वे्हररएबलच्या 

सवव मूल्याांसाठी समाि असते. 

आकख्यस्मकता सारणी वापरूि तुम्ही अपेदक्षत दफ्रके्वन्सी मोजू शकता. पांक्ती r आदण स्तांभ c साठी अपेदक्षत 

वारांवारता आहे: 

Expected values(E) =
(𝑅𝑜𝑤  𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙   𝑋 𝑐𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛  𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙)

𝑁
 

Chi-square test of independence formula:  

𝑥2 = ∑
(𝑂 − 𝐸)2

𝐸
 

 is the observed frequency       is the expected frequency 

जर 𝑥2  मूल्य गांभीर मूल्यापेक्षा मोठे असेल, तर दिरीक्षण केलेल्या आदण अपेदक्षत दवतरणाांमधील िरक 

साांख्यिकीयदृष्ट्या महत्त्वपूणव आहे (p < α). 

डेटा तुम्हाला वे्हररएबल्स असांबांदधत असल्याच्या शून्य गृहीतकाला िाकारण्याची परवािगी िेतो आदण 

वे्हररएबल्सशी सांबांदधत असलेल्या वैकख्यल्पक गृहीतकाला समर्वि पुरवतो. 
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जर 𝑥2  मूल्य गांभीर मूल्यापेक्षा कमी असेल, तर दिरीक्षण केलेल्या आदण अपेदक्षत दवतरणाांमधील िरक 

साांख्यिकीयदृष्ट्या महत्त्वपूणव िाही (p > α). 

डेटा तुम्हाला वे्हररएबल्स असांबांदधत असल्याच्या शून्य गृहीतकाला िाकारण्याची परवािगी िेत िाही आदण 

वे्हररएबल्सशी सांबांदधत असलेल्या वैकख्यल्पक गृहीतकाला समर्वि पुरवत िाही. 
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